Rozdzial 1. Przestrzenie wektorowe

Material tego rozdziatu jest, z jednej strony, trudny, bo operuje pojeciami abs-
trakcyjnymi, a zdrugiej strony latwy, nie zawiera w sobie istotnych problemoéw
technicznych, rachunkowych. Wystarczy ,tylko” oswoié sie z masa noowych pojec.

Potrzeba pojeé¢ abstrakcyjnych powstaje, gdy chcemy jednym jezykiem méwié o
rzeczach formalnie podobnych, a pojeciowo (na przyklad w sensie fizyki) od siebie
odleglych.

Pojecie przestrzeni wektorowej ma laczy¢ w sobie istotne cechy takich zbioréow
jak:

(A) Niech A bedzie punktem naszej przestrzeni fizycznej M. Rozpatrzmy zbiér
V4 wszystkich predkosci w punkcie A wszystkich mozliwych ruchéw puktow
materialnych. Wiedza szkolna podpowiada, ze predkosci mozna dodawac i
mnozy¢ przez liczbe. Na przyktad, jezeli ruch

R>t—p(t)e M, p0)=A
ma predkosé v w chwili 0, to predko$¢ 2v ma ruch
R >t~ p(2t) € M.

(B) Niech teraz ¢ bedzie punktem jakiego$ cila (na przyklad sztywnego). Sily,
ktére przykladamy do ciata w punkcie ¢ mozemy (przynajmniej teoretycznie)
dodawaé i mnozy¢ przez liczbe.

(C) Wezmy teraz punkt a na plaszczyZnie (znanej ze szkoly). Strzalki wycho-
dzace z punktu a mozemy dodawaé¢ metoda tréjkata, mozemy tez je wydtu-
zaé, skracaé, odwracaé (czytaj: mnozy¢ przez liczbe).

(D) Teraz przyklad formalny: wezmy zbiér R? wszystkich tréjek liczb rzeczywi-
stych (z,y, z). Dodawanie i mnozenie przez liczbe mozemy okresli¢ wzorami:

(v,y,2)+ (@9, 2 )= (x+2",y+y,2+2"), alz,vy,z2) = (az,ay,az).

(E) Tak jak w poprzednim przykladzie, ale w R™, czyli w zbiorze n-elementowych
ciagéw liczbowych:

(:Elnya"' 7xn) + (ylayQa"' 7yn) = (xl + Y1, T +yn)
i mnozenie
)‘(xla Ty 7.’L'n) = ()\.%'17 )\1'27 e 7)\3771)
Wszystkie pczytoczone wyzej przyklady maja wspélng ceche: méwia o zbiorach, w
ktérych mamy okreslone dziatania dodawania i mnozenia przez liczbe. Dziatania

te sa przemienne, taczne, a mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Inaczej
moéwia, sa to przyklady sytuacji, o ktorych méwi ponizsza definicja.
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1.1. Definicja przestrzeni wektorowej.

Boiskiem dla przestrzeni wektorowej jest zbior, w ktéorym mozemy dodawaé i
mnozy¢ przez liczbe.

DEFINICJA 1.1. Przestrzenig wektorowg (nad liczbami rzeczywistymi) nazy-
wamy zbiér V' z dziataniem (dodawania)

+ VXV —V:i(vw)—ov+w
i z mnozeniem przez liczbe (rzeczywista)
RxV —=V:(A\v)— X,

majacymi nastepujace wlasnosci dla wszystkich A\, u € R, v, w,u € V:

(1) v+w=w+v (przemienno$¢ dodawania),

2) v+ (w+u) = (v+w)+u (lacznodé¢ dodawania),
istnieje (jedno) ,zero” 0 € V dla dodawania: 0 + v = v,
<>\+M)U:>\U+IU/U,

Elementy przestrzeni wektorowej nazywaé bedziemy wektorami(!). Bedziemy tez
pisa¢ po prostu Av zamiast A - v. A oto proste fakty wynikajace bezposrednio z
powyzszej definicji:

STWIERDZENIE 1.2. Dla kazdego wektora v € V' i kazdej liczby A\ € R

(1) v =0,
(2) (—=1)v = —v, to znaczy v + (—1)v = 0,
(3) A0 =0,

(4) jezeli \v =0 to A =0 lubv=0.

DowOD: Niechv e Vi\eR.

(1) Mamy v = (14 0)v = lv +0v = v + 0v i stad 0 = Ow.

(2) Z powyzszego i z punktu czwartego pierwszego definicji v + (—1)v = (1 4+
(—1)v =0 =0, czyli —v = (—1)-v

(3) Z punktu szdstego definicji Av = A(v + 0) = Av + A0 i stad A0 = 0.

(4) Jezeli v =01i A #0,tov=(A"1Av=A"1w)=0.
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1.1.1. Dalsze przyktady.

(F) Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Symbolem Map(X,R) oznaczamy zbiér
wszystkich odwzorowan ze zbioru X w zbiér liczb R. W zbiorze tym okre-
Slamy dziatania:

(f +9)(a) = fla) + g(a)

(Af)(a) = Af(a).

W przypadku X = R rozpoznajemy tu znane mnozenie i dodawanie funk-
cji. Zbiér Map(X,R) z tak okreslonymi dzialaniami jest przestrzenia wek-
torowa. W szczegdlnosci, biorac A = I3 = {1, 2,3}, dostaniemy przyktad D
(x = f(1),y = f(2),z = f(3)), a biorac A = I, = {1,2,...,n} dostajemy
przyktad E.

DEFINICJA 1.3. Niepusty podzbiér S przestrzeni wektorowej V nazywamy pod-
przestrzeniq wektorowq przestrzeni V| jezeli S z dzialaniami indukowanymi z V'
jest przestrzenia wektorowa.

STWIERDZENIE 1.4. S jest podprzestrzenia wektorowa wtedy i tylko wtedy,
gdy dla wszystkich A\, A2 € R i v1,v9, € S mamy

AV + Agup € S

Dow6D: Jedyna rzecza do sprawdzenia jest (oczywista) wykonalno$é dziatan doda-
wania wektorow i mnozenia ich przez liczbe. Pozostalte wtasnosci dziatan spetnione
sa automatycznie. ]

Ciag dalszy przykladéw:

(G) Funkcje wielomianowe na R tworza podprzestrzen wektorowa przestrzeni
wszystkich funkcji na R. Rowniez przestrzen W,, wielomianéw stopnia < n
jest przestrzenig wektorowa, podprzestrzenia przestrzeni wszystkich wielo-
mianéw (funkcji wielomianowych).

(H) Inne podprzestrzenie przestrzeni Map(R, R): wielomianéw parzystych, funk-
cji ciaglych, funkcji rézniczkowalnych, etc.

DEFINICJA 1.5. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa i niech bedzie dany ciag
wektoréw vy, vs, ... ,v, € V. Wektor przestrzeni V postaci

Mo+ A2 + - 4 Ny,

gdzie X' € K, nazywamy kombinacja liniowa wektoréw vy, ... ,vs.

Niech teraz S bedzie dowolnym, ale niepustym podzbiorem przestrzeni V. Zbior
kombinacji liniowych wektoréw z S oznacza¢ bedziemy (S).
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STWIERDZENIE 1.6. (S) jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V.
Dow6D: Niech v, w € (S), tzn. v = Moy + ... + A\, i w = plwy + .. + p"w, gdzie
v, w; € S'i A, ' € K. Dla dowolnych A, ¢ € K mamy

X0+ pw = ANy + -+ AN )on + (ppn)wr + - + (™ wn, € S

Uwagi:
a) Jezeli V. O W D S 1 W jest podprzestrzenia wektorowa to (S) C W.
b) (S) jest najmniejsza podprzestrzenia wektorowa zawierajaca S.

Przyktad: S = {1,z,7 + 22, 2}. (S) = Wa.
Inne przyktady beda podane pézniej.

1.2. Liniowa niezalezno$é. Baza.

DEFINICJA 1.7. Przestrzeni wektorowg V nazywamy skohczenie wymiarowa, je-
zeli istnieje skoriczony zbiér wektoréw S = {vy,vs,... , v} C V taki, ze (S) =V.

Przyktady:

(1) V=K"iS={ey,...,e,} gdzie e; = (814, .-, ni)-

(2) Przestrzen wielomianéw stopnia < 21 S = {1,z, 2%}

(3) Przestrzen funkcji Map(R, R) nie jest skonczenie wymiarowa (jest nieskon-
czenie wymiarowa). Réwniez przestrzen wektorowa wszystkich wielomianéw
nie jest wymiaru skonczonego.

DEFINICJA 1.8. Uklad wektoréw (ciag wektoréw - jesli uporzadkowany)
{Ul7v27 cee ,’Uk},’l)i S ‘/7
nazywamy linowo niezaleznym, jezeli zachodzi z réwnosci

)\1”01+"'+)\k

VE = 0
wynika, ze liczby \; sa réwne zero:

AM=X=...= )\ =0

Jezeli uklad wektoréw nie jest liniowo niezalezny, to méwimy, Ze jest liniowo zalezny.
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Przyklady:

(1) Wielomiany {1,¢,t3} sa liniowo niezalezne.
(2) Wektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) w R3 sa liniowo niezalezne.
(3) Wielomiany {1 +t,¢t —t2,1 + t?} sa liniowo zalezne:

(-)-Q+t)+ -t +1+t2)=0.

(4) Dowolny uklad zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny. Kombinacja
z zerowymi wspoétczynnikami przy wektorach niezerowych i jedynka przy
zerze daje wektor zerowy.

(5) Jezeli v # 0 to uktad {v} skladajacy sie¢ z jednego wektora jest liniowo
niezalezny.

DEFINICJA 1.9. Méwimy, ze wektor v jest liniowo zalezny od ukiadu wektoréw
V1, Vs, ... Uy, jezeli istnieja liczby \',... | \F takie, ze

v:)\lv1+~-~+)\kvk
Iub, réwnowaznie,

DS <{’Ul,’U2,... ,’Uk}>,

lub, réwnowaznie,

({v1,v9,... ;o)) = {v1,v2,... ,vk,0}).

Ponizsze stwierdzenie nie wymaga dowodu.

STWIERDZENIE 1.10. Niech S = {vi,...,vx} bedzie skoiczonym ukladem
wektoréw z przestrzeni wektorowej V. Wowczas

(1) Jesli Sy € S 1Sy jest liniowo zalezny, to S tez jest liniowo zalezny.

(2) Jesli Sy € S 1S jest liniowo niezalezny, to Sy tez jest liniowo niezalezny.

(3) Jesli0 € S, to S jest liniowo zalezny

(4) S jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego i wektor v; jest
kombinacja liniowa pozostalych wektoréw z S.

DEFINICJA 1.11. Ciagg (v1,...,v;) wektoréw z V nazywamy baza, jezeli kazdy
wektor v € V' da sie przedstawi¢ jednoznacznie jako ich kombinacja liniowa:

v=Auv +-+ v,

Przyktad:
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Niech

e1 =(1,0,0,...,0)
€9 :(0,1,0,...,0)

€i :(511', sy 5m‘)

e, =(0,0,0,...,n)

Ciag (e1,e2, -+ ,e,) jest baza w R™.

STWIERDZENIE 1.12. Zbidr {v1,..., v} jest baza jezeli jest liniowo niezalezny
i <{1}1,...,U}€}> =V

DowoD: Niech (vq,vs, -+ ,v,) bedzie baza przestrzeni V. Wektory bazy rozpinaja
cala przestrzen, wiec sprawdzamy, czy jest liniowo niezalezny. Niech teraz

0:)\1@1+...+)\”vn:M191+...+M”vn’
ale
0O-v1+---+0-v, =0.

7 jednoznacznosci rozktadu wektora zerowego mamy
AM=0,...,A"=0.

|
Warto tu zwréci¢ uwage na to, ze baza jest maksymalnym ukladem liniowo nie-
zaleznym, tzn. dotoznie choé¢ jednego wektora robi z niego uktad liniowo zalezny.

TWIERDZENIE 1.13. Jesli przestrzen wektorowa V posiada baze n-elementowa
iS={w,...,wg}, przy czym k > n, to uklad wektoréw S jest liniowo zalezny.

‘Whnioski:

(1) Jezeli (v1,...,vy,) jest baza i uklad wektoréw {wsy, ..., wy} jest liniowo nie-
zalezny, to k < n.
(2) Jezeli (v1,...,v,) 1 (w1,...,Wy) sa bazami w V, to m = n.

TWIERDZENIE 1.14. Kazda, rézna od zera (tzn zawierajaca co najmniej jeden
wektor niezerowy) przestrzeil skoniczenie wymiarowa posiada baze. Dla ustalonej
przestrzeni wektorowej V' liczba elementéw bazy jest taka sama dla kazdej bazy.
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DEFINICJA 1.15. Liczbe wektorow bazy przestrzeni wektorowej V' oznaczamy
dim V i nazywamy wymiarem przestrzeni V.

Przyktady:
(1) dimR™ = n. Jako baze¢ mozemy wybraé¢ uklad (e1,es,...,e,) (przyklad po

Definicji 1.11).
(2) Przestrzen W3 wielomianéw stopnia < 3 jest wymiaru 4. Przykladowa baza:

(1,t,£2,¢3).

(3) Przestrzen V jest przestrzenia wielomianéw stopnia < 3 i takich, ze 1 jest ich
pierwiastkiem. Jako baze mozemy wybraé¢ wielomiany ¢ —1,#(t—1),2(t —1).

Warto tu mie¢ na uwadze nastepujacy, pozyteczny fakt:

TWIERDZENIE 1.16. Dowolny ciag wektoréw liniowo niezaleznych w przestrzeni
V' da si¢ uzupeinié¢ do bazy tej przestrzeni.

1.2.1. Dalsze przyklady przestrzeni wektorowych.

(I) Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi. Iloczyn kartezjanski V x W
z dzialaniami:
a) (v,w) + (v, w') = (v+v,w+w)
b) Av,w) = (A, Aw)
jest tez przestrzenia wektorowa. Nazywamy ja iloczynem kartezjanskim prze-
strzeni wektorowych Vi W.

Jedli uklad (vy,---,vy,) jest baza V' i uklad (wq,---,wy,) jest baza W, to uklad
n + m wektoréow

((Ula(])v T ’<Un70)a (07w1)7 T 7(07wm))

tworzy baze V x W.
Stad mamy

STWIERDZENIE 1.17. dim(V x W) =dimV + dim W

Niech V' bedzie przestrzenig wektorowa i niech Wi, Wy C V beda jej podprze-
strzeniami. Wowczas

(J) Wi N W jest podprzestrzenia wektorowa

(K) Zbiér Wy U W nie jest w ogdlnosci przestrzenia wektorowa. (Jezeli jest, to
W1 C Wy lub Wy C Wy.) Sumg algebraiczng podprzestrzeni Wy i Wy nazy-
wamy podprzestrzen (W, UWs) i oznaczamy ja Wi +Ws. Jest to najmniejsza
podprzestrzen zawierajaca Wi i Wa.

Uwaga. Reprezentacja wektora v € Wi + Wy jako sumy v = w; + wa, gdzie
wy € Wy a wy € Wa, nie jest na ogodl jednoznaczna np. dla W; = Wo = W mamy
Wi+We=Wiw=04+w=w+0.
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TWIERDZENIE 1.18.
Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem K, a Wy i Wy jej podprze-
strzeniami. PoniZzsze warunki sa réwnowazne:

a) W1 n W2 = {0},

b) dla kazdego v € W = W7 + Wy istnieja jednoznacznie okreslone wektory
wy € W1, we € Wy takie, ze v = wy + wo,

¢) zachodzi wynikanie:
Jeéll w1 +we, =0 gdzie wy € Wy 1wy € W, tow; = ws =0.

DowOD:

a = b Niech wy +wy = w) +w} . Stad (w1 —w}) = (wh —ws) = 0, czyli w; = wj
1wy = wh, gdzie (w1 —w)) € W1 a (wh) € Wa.

b= c¢cNiech0+0=0=w; +ws . Stad w; =01 wy =0.

¢ = a Niech w € Wi N W, Ktadé w; = w € Wi 1 wg = —w € Wy dostajemy
wy + we = 0. Z jednoznaczno$ci rozktadu wy = wy = 0, czyli w = 0. [

Jezeli spelnione sa warunki o ktérych méwi twierdzenie, wprowadzamy oznaczenie
W1 + We = Wy & Wy i méwimy, ze mamy sume prostg podprzestrzeni Wi i Wa.

Na zakonczenie tej czesci wazne twierdzenie.

TWIERDZENIE 1.19. dim(W; + Wa) = dim Wy + dim W — dim (W, N W)



Rozdzial 2. Odwzorowania liniowe

BOISKO: dwie przestrzenie wektorowe
2.1. Definicja i postawowe wlasnoSsci.
DEFINICJA 2.1. Niech V,W beda przestrzeniami wektorowymi. Odwzorowanie
F:V — W nazywamy liniowym, jezeli Vv,vo € V 1V, Ao € K,
F()\lvl + )\2’02) = >\1F(7)1) + )\2F('U2).

Réwnowaznie, odwzorowanie jest liniowe, jezeli spelnione sa dwa warunki:

F(vy +vg) =F(v1)+ F(ve) 1 F(Aw) = AF(v).

Inaczej méwiac: najpierw wykonaé dzialania, a wynik ,przetransportowaé” przy
pomocy F' to to samo, co najpierw przetransportowac sktadniki dziatania, a potem
je ,ztozyé”.

7Z definicji odwzorowania liniowego wynika natychmiast, ze

F(0)=o0.
Istotnie, F(0) = F(0-0) =0- F(0) = 0.
Przyktlady.

(1) V = C([-1,1]) - przestrzen funkcji ciagltych na odcinku [—1,1] i W = R!.
Definiujemy odwzorowanie F:V — W wzorem F(f) = f(0). Liniowo$¢ F
jest oczywista.

(2) V =C(Ja,b]) (przestrzen funkcji rézniczkowalnych na odcinku ]a, b[), W =
C(RY) i F(f) = f" (pochodna funkcji f).

(3) Znéw V =C([-1,1]) i W = RL. Tym razem

F= [ f
[_171]
(4) V. =W =R Ktére z odwzorowan:

Fl(x) - mza F2(x) =T+ 17 Fg(l') =4z
jest liniowe?
Odwzorowania liniowe z V' do W mozna dodawaé i mnozy¢ przez liczby w/g poniz-
Szego przepisu
(F+G)(v) =Fv)+Gv), AF)(v)=AF()).

Pokazemy, ze tak otrzymane odzorowania tez sa liniowe. Inaczej mowiac, tworza
one przestrzen wektorowa.
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STWIERDZENIE 2.2. Niech F, G:V — W beda odwzorowaniami liniowymi i
niech A € K. Wéwczas

(1) F+ G jest odwzorowaniem liniowym,
(2) AF jest odwzorowaniem liniowym.

DowOD: Zgodnie 7 definicja dziatah w Map(V, W)

(F 4 G)(v1 +v2) = F(v1 +v2) + G(v + v2)
= F(Ul) + F(UQ) + G(’Ul) + G(Uz)
= (F+G)(v1) + (F + G)(v2).

Podobnie
(F + G) () = F(u) + Guv) = pF(v) + pG(v) = p(F + G)(v).

Zatem F + G jest odwzorowaniem liniowym. Tak samo pokazujemy, ze AF jest
liniowe. u

‘Whniosek: Wszystkie odwzorowania liniowe z V' do W tworza przestrzen wekto-
rowa; oznaczana bywa L(V,W).

STWIERDZENIE 2.3.

Niech V, W, U beda przestrzeniami wektorowymi. Jezeli F: V. — W oraz G: W —
U sa odwzorowaniami liniowymi, to zlozenie Go F:V — U jest tez odwzorowaniem
liniowym.

DowoOD: Mamy

G o F(\v1 + Aavg) = G(F(Av1 + Agvs))
= G(MF(v1) + Ao F(v2))
=M G(F(v1)) + AG(F(v2))
= MG o F(v1) + A2G o F(vg)

|
Uwaga: Niech F:V — K" bedzie jakim$ odwzorowaniem. Poniewaz odwzoro-
wania
o K" — KU (2, 20, -+, 20) — 24

sa liniowe to, jak latwo zauwazy¢, F' jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego ¢ ztozenie 7 o I jest odwzorowaniem liniowym.

STWIERDZENIE 2.4. Odwzorowanie liniowe F' jest wyznaczone jednoznacznie
przez jego wartosci na wektorach bazy.
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DowOD: Niech (e1,...,en) bedzie baza V i niech v € V. Wéwczas v = Alep +
oo+ A", i, z liniowosci F, mamy F(v) = A F(e1) + - + A" F(ey). m

Méwiac w skrocie, odwzorowania liniowe sa to odwzorowania ,respektujace”
strukture przestrzeni wektorowej. No i wszelkie jej przejawy. W szczegélnosci, ob-
raz podprzestrzeni wektorowej jest podprzestrzeni wektorowej jest podprzestrzenia
wektorowa:

STWIERDZENIE 2.5. Jezeli F:V — W iV} C V jest podprzestrzenia wekto-
rowa, to F'(V1) jest podprzestrzenig wektorowa przestrzeni W idim F(V;) < dim V.

DowoOD: To ze F(V1) jest podprzestrzenia wektorowa wynika natychmiast z linio-
wosci F. Jezeli (e1,...,en,) jest baza Vi, podprzestrzen F(V7) jest rozpieta na
wektorach F(eq),. .., F(en,). ]

STWIERDZENIE 2.6. Jezeli F € L(V,W) i jest bijekcja (tzn. F~ istnieje), to
odwzorowanie odwrotne tez jest liniowe: F~1 € L(W, V).

Dowo6D: Niech wy, wy € W. Istnieja vy, vy takie, ze F(vi) = wy i F(vg) = ws.
Wéwczas

F7 w1 + Xowsy) = F7Y O\ F(v1) + X\ F(v2))
= F Y (F(\v1 + dowy))
= M1 + Agv2
= MF N wy) + Mo FHwy)

|
Jezeli F € L(V, W) jest takie, ze F'~! istnieje, to méwimy, ze F jest izomorfizmem
przestrzeni wektorowych.
Przyktad
Jako V wezmy przestrzen W3 wielomianéw stopnia < 3. Odwzorowanie liniowe

F:Ws3 — R* ag 4+ ayz' + aga? + asz® — (ag, a1, a0,a3) € R* (2.1)

jest izomorfizmem.

2.2. Obraz i jadro odwzorowania liniowego.

7 odwzorowaniem liniowym wigzemy dwie podprzestrzenie: jedna w przestrzeni
argumentéw, a druga w przestrzeni wartosci. Ta druga juz poznalidmy: jest to obraz
odwzorowania F'(V). O drugiej méwi ponizsze stwierdzenie.

STWIERDZENIE 2.7. Jezeli odwzorowanie F:V — W jest liniowe, to zbiory
F(V)Cc W i F~1(0) C V sa podprzestrzeniami wektorowymi.



12 2. ODWZOROWANIA LINIOWE

DowOD:

(1) Jezeli wy,we € F(V) to istnieja wektory vy,vy € V takie,ze wy = F(v1) i
we = F(v2). Stad Mwy + A 2wy = AL F(v1) + A2 F(v) = F(A vy + \%03), wiec
/\1w1 + /\211]2 € F(V)

(2) Jezeli F(v1) =01i F(vg) =0 to F(Alvg + A\203) = M F(v1) + A2F(vq) = 0.

|
Whiosek: Jezeli U C V jest podprzestrzenia wektorowa i F: V' — W jest liniowe,
to F(U) C W tez jest podprzestrzenia wektorowa.
Terminologia i oznaczenia:
Podprzestrzen wektorowa F'(V) przestrzeni W nazywamy obrazem odwzorowania
liniowego F i oznaczamy im F. Podprzestrzen wektorowa F~1(0) przestrzeni V
nazywamy jgdrem odwzorowania liniowego F' i oznaczamy ker F.

STWIERDZENIE 2.8. Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Wéw-

czas
F(v1) = F(v2) <= v1 — vz € ker F.

‘Whioski:

(1) F jest injekcja wtedy i tylko wtedy, gdy ker FF = {0},
(2) F jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy im F' = W i ker F = {0}

A teraz wazne twierdzenie, przypominajace nieco Twierdzenie 1.19

TWIERDZENIE 2.9. Jezeli F € L(V,W) to
dim V' = dim(ker F) + dim(im F). (2.2)

‘Whnioski:

(1) FelL(V,W)1iF jest surjekcja, to dimV > dim W,
(2) FelL(V,W)iF jest injekcja, to dimV < dim W,
(3) dimV > dim W, to ker F # {0}

2.3. Réwnania liniowe (teoria ogdélna).

Réwnaniem liniowym nazywamy réwnanie postaci F'(z) = b gdzie F € L(V, W),
b € W. Inaczej moéwiac, szukamy x € V takich, ze F'x = b. Jesli b = 0 to réwnanie
nazywamy jednorodnym a jeSli b # 0 to réwnanie nazywamy niejednorodnym.
Fakty oczywiste:

(1) Aby zbiér rozwiazan réwnania Fz = b byl niepusty (inaczej méwiac — aby
istnialo rozwiazanie réwnania Fx = b) potrzeba i wystarcza, by b € im F.
(2) Jesli b = 0, to zbidér rozwiazan jest niepusty (F0 = 0).
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(3) Jedli b = 0, to zbiorem rozwiazan jest ker F'. W tym przypadku zbiér roz-
wiazan jest podprzestrzenia wektorowa (dla b # 0, jak latwo sprawdzié, nie
jest).

(4) Jesli 1,29 sa rozwigzaniami réwnania Fo = b, to x1 — x9 € ker F' czyli
1 — To jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego Fxz = 0.

(5) Jedli 21 jest rozwiazaniem réwnania Foz = bixg € ker F, to 21 + xq jest tez
rozwiazaniem réwnania Fa = b.

(6) Jezeli F jest izomorfizmem, to dla kazdego b istnieje dokladnie jedno roz-
wiazanie rownania F'x = b. Rownanie takie nazywa si¢ uktadem Cramera.

Jezeli w V mamy baze (e1,ea,... ,e,), to punkt 1 réwnowazny jest

((1’; be (F(e1),...,F(ey)), coz kolei jest réwnowazne
1”
(F'(e1),...,Flen)) = (F(e1),...,F(en),b). (2.3)

Jak opisaé¢ zbiér rozwiazan réwnania Fo = b7

Jezeli b = 0 to wystarczy podaé baze podprzestrzeni ker F. Nazywamy ja funda-
mentalnym ukladem rozwigzan. Jezeli b # 0 to, jak wynika z punktu 5, nalezy podaé
jedno rozwiazanie (szczegdlne) réwnania Fz = b i fundamentalny uklad rozwiazan
rownania jednorodnego Fz = 0.

Innym sposobem opisu jest podanie jakiej$ parametryzacji zbioru rozwiazan. Naj-
lepiej korzystajacej z odwzorowan liniowych i statych.

Przyktad. Niech F:R? — R2: (2,y) — (2 + y, 22 + 2y) i niech b = (2,4)
Rozwigzania mozna sparametryzowaé nastepujaco: R 3 X — (A + 1,1 — ).



Rozdzial 3. Przestrzen macierzy. Macierze odwzorowan liniowych

3.1. Definicja i podstawowe operacje.

DEFINICJA 3.1. Macierza o m wierszach, n kolumnach i o elementach ze zbioru
X nazywamy odwzorowanie {1,--- ,m} x {1,--- ,n} — X.

Na macierz mozemy patrze¢ jak na ,tabliczke” o m wierszach i n kolumnach,
zlozong z elementow ze zbioru X. Bedziemy pisaé

all a12 ... a,]‘n

= [a*}]
aml am2 e amn
Zbiér macierzy o m wierszach, n kolumnach i o elementach z X oznaczamy
M™, (X).
W dalszym ciaggu bedziemy sie zajmowaé¢ macierzami, dla ktérych aij € R. Na-
zywaé je bedziemy macierzami liczbowymi.
W zbiorze M™,,(R) okreslamy dodawanie i mnozenie przez liczbe:

[a'] + [b'] = [a*; +b'}]
Ala’;] = [Aa'y]
Z tymi dzialaniami M™,,(R) tworzy, co latwo sprawdzié, przestrzen wektorowa
(wymiaru nm).

Whprowadzimy operacje na macierzach zwana transpozycjq, polegajaca na zamia-
nie rolami wierszy i kolumn:

T, M",(R) — M",,(K): A — AT

zdefiniowana nastepujaco: jesli A = [a%;], to AT = [b?;] gdzie b?; = a/;.
Transpozycja respektuje dodawanie macierzy:

(A+B)T = AT + BT,

a ponadto
(ANHT = A.

Kazdy wiersz mozemy uwazaé za macierz o jednym wierszu i n kolumnach, a
kazda kolumn/e za macierz o jednej kolumnie i m wierszach. Przez a’ € M!,,(K)

oznaczaé bedziemy i-ty wiersz, a przez a; € M (K) j-ta kolumne macierzy [a*;].
W dalszym ciagu bedziemy (czasami) oznaczaé macierz A jako wiersz kolumn

A=la1,...,a,)

14
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lub jako kolumne wierszy

a
A=
dm
DEFINICJA 3.2.
Rzedem wierszowym macierzy A = [a';] nazywamy liczbe dim({a',...,a™}),
czyli wymiar podprzestrzeni przestrzeni M1, (R), rozpietej na wierszach macierzy.
Podobnie, Rzedem kolumnowym macierzy A = [a';] nazywamy dim({a,...,an}),

czyli wymiar podprzestrzeni przestrzeni M (R), rozpietej na kolumnach macierzy.
TWIERDZENIE 3.3. Rzad wierszowy jest rowny rzedowi kolumnowemu.

DEFINICJA 3.4. Rzad wierszowy (lub kolumnowy) macierzy A nazywamy rze-
dem macierzy A i oznaczamy rz A.

STWIERDZENIE 3.5.

(1) 1zA =1z AT,
(2) Jezeli macierz B otrzymalismy z macierzy A przez dodanie do wiersza a'
kombinacji liniowej wierszy

1 il il =m
torzB =1z A.

(3) Jezeli B otrzymalismy przez dodanie do ustalonej kolumny kombinacji linio-
wej pozostalych, torz B =1z A.

(4) Jezeli B otrzymaliSmy z A przez permutacje kolumn (wierszy), to rz A =
rz B.

Zdefiniujemy teraz mnozenie macierzy. Dla kazdych m,n, p jest to odwzorowanie
M",,,(R) x M™,(R) — M",(R) zdefiniowane przez

(4,B) = ([a'j], b)) — AB =[], ¢j =) a'sb";.
k=1

Mnozenie dwoch macierzy jest wiec mozliwe, jezeli liczba kolumn pierwszego czyn-
nika jest réwna liczbie wierszy drugiego czynnika.
Uwagi:

(1) Mnozenie macierzy jest nieprzemienne, tzn., na ogdt AB # BA. Znalezienie
przyktadu dla m = n = 2 zostawiamy jako ¢wiczenie.

(2) Mnozenie macierzy jest laczne i rozdzielne wzgledem dodawania.

(3) Mnozenie macierzy kwadratowych o wymiarach n x n posiada ,jedynke”.
Jest to macierz I = [6%;], gdzie 6°; = 0 dla i # j i 6 = 1 (jedynki na
przekatnej, a poza tym zera).
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(4) Jezeli A € M",(K), to macierz B € M",,(K) taka, ze BA = I nazywamy
macierzq odwrotng do macierzy A i oznaczamy A~!. Latwo zauwazy¢ (éwi-
czenie!), ze nie kazda macierz (nawet rézna od zera) ma macierz odwrotna.

Te i inne wlasnoSci mnozenia macierzy wynikaja natychmiast z interpretacji ma-
cierzy jako macierzy odwzorowan, o czym bedzie mowa w nastepnej czesci.
3.2. Macierze odwzorowan.

BOISKO: Dwie przestrzenie wektorowe z bazami: (V,By), (W,Bw) i
odwzorowanie liniowe F:V — W.

Niech e = (ey,...,e,) bedzie baza przestrzeni wektorowej V. Kazdy wektor
v € V ma jednoznaczna reprezentacje v = Ale; + - - - + A"e,. Odwzorowanie

)\1
Vove— | ¢+ | e M (R)
)\n
jest izomorfizmem przestrzeni wektorowych. Kolumne
)\1
)\."
oznaczaé bedziemy [v]BV.

Niech f = (f1,..., fm) bedzie baza przestrzeni W i niech F' : V. — W bedzie
odwzorowaniem liniowym. Mamy

F(v) = AF(ey) + -+ \"F(e,)

)\1
F@IB = MF(e)]® 4+ X [Fle))® =B | | |,
ATL
gdzie B = [b';] i b; = [F(e;)]P". Wprowadzona tak macierz B oznaczaé¢ bedziemy
[F]Bw 5, - Nazywamy ja macierzq odwzorowania liniowego F' w bazach By 1 By .

Poniewaz
)\ 1

manmy
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STWIERDZENIE 3.6.

(1) [F+ G, =[FIP7 g
B _ B
(2) NE]PW g, = ALF]PY 5,
(3) Odwzorowanie L(V,W) — M™, : F — [F]BWBV Jjest wzajemnie jedno-
znaczne, to znaczy, ze przy zadanych bazach odwzorowanie liniowe jest jed-
noznacznie okreslone przez swoja macierz.

+[GIPv g, -

v \4

Zastepowanie odwzorowania liniowego przez macierz liczbowa jest bardzo wy-
godne dla celéw rachukowych. Zobaczymy to przy omawianiu réwnan liniowych.
F.atwo zapamietaé regute sktadania odwzorowan reprezentowanych macierzami: ma-
cierz zlozenia jest iloczynem macierzy. Dokladniej,

STWIERDZENIE 3.7. Jezeli By jest baza w V', By baza w W, By baza w U i
jesli F e L(V,W), GeL(W,U), to[GoF)Pv, =I[G]Pv, [F]PW

Ve

Dowo6Dp: Mamy dla kazdego wektora v € V

(G o F(v)]% = [G(F(v))]P = [G]% g, [F(v)]"

= [G}BUB ([F]BWB [U]Bv) = ([G}BUB [F]BWBV)[U]BV~

w \4 w

|
‘Whnioski:

(1) Poniewaz skladanie odwzorowan jest laczne, wiec réwniez mnozenie macierzy
jest taczne.
(2) Jezeli F € L(V,W) jest izomorfizmem, to [F_l]BVBW = [F)Bw ,
Istotnie,
I=[1d g, =[F'FI% g = [F15 5 [FIg, .

\2 w

(3) Poniewaz (F~1)~1 = F, wiec réwniez dla macierzy zachodzi (A71)~! = A.
(4) Poniewaz dla odwzorowan (FoG)~t = G 1o F~! wigc i dla macierzy mamy
podobnie: (AB)™! = B~1A~1.
Spostrzezenie: 1z [F]/ = dimim F
3.3. Réwnania liniowe.

Niech F:V — W bedzie odwzorowaniem liniowym i niech b € W. Jezeli e, f sa
bazami odpowiednio przestrzeni V, W, to réwnanie liniowe F'x = b mozemy zapisaé
réwnowaznie:

Abstrahujac od odwzorowania, mamy réwnanie macierzowe Az = b, gdzie szu-
kamy kolumny z € M"(R), przy zadanych A € M™,(R),b € M™1(R).
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Przettumaczmy na jezyk macierzy uwagi na temat réwnan wypowiadane wcze-

$niej.

(1)

(2)
(3)

Aby istniato rozwigzanie potrzeba i wystarcza, by przestrzenie rozpiete na
kolumnach macierzy A = [ay,...,a,] 1 [A,b] = [@1,...,dn,b] byly réwne. Do
tego potrzeba i wystarcza, by ich wymiary byly réwne czyli, by rz A = rz[A, ]
(tw.Kroneckera-Capelliego).

Jesli m = n, to réwnanie Az = b ma dla kazdego b dokladnie jedno rozwia-
zanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A~'. Wéwcezas © = A~ 1b.

Dodajac do réwnania kombinacje liniowa pozostatych dostajemy uktad réw-
nowazny, tzn., majacy te same rozwiazania. Operacja ta odpowiada przejéciu
do innej bazy w przestrzeni W. Mozna zmienia¢ baze¢ réwniez w przestrzeni
V', ale ze wzgledéw praktycznych tego sie nie robi.

Przyktad: Rozwiazmy uklad réwnan

5561 —+ 31‘2 + 5I3 —+ 12564 = 10
2’1’1 —+ 2(132 —+ 3:]']3 + 5!174 = 4
ry + Txos + 923 + 4dzy =2

Szukamy mozliwie prostego uktadu réwnowaznego. Macierz ukladu A jest réwna

12

A:

= N Ot

3
2
7

© W Ot

5
4

Przez ~ oznacze, ze macierze daja uktady réwnowazne. Mamy wiec

5 3 5 12 10] 1 4 2
2 2 3 5 4|1 ~10 —12 —15 -3 0
179 4 2] 0 =32 —-40 -8 0
1 7 9 4 2 1 3 4 3 2
~10 45 1 0l~|0 4510 32_51?2
0 4 5 1 0 00 0 0 O
Otrzymalismy
1
x1=1(8+$3—9$4)
fl( 5 )
I2—4 €T3 Zya).
Stad
2 1 -9
0 -5 -1
z=1, tal, +0 0
4 0 4



Rozdzial 4. Wyznaczniki

4.1. Definicja i istnienie.

Spoéjrzmy teraz na macierz n X n jak na uklad m kolumn, czyli na element z
M™,(R)i M™(R) x -+ x M™{(R) (n razy).

DEFINICJA 4.1. Odwzorowanie D:M",(R) — K nazywamy wyznacznikiem,
jezeli posiada nastepujace wasnoci:

(1) wlasnosé wieloliniowoéci: D([ay,. .. ,ad; + (b, ... ,a4,]) =
= aD([a1,... ,Giy... ,8n]) + BD([G1, ... 1 b, ... ,Gp]
dlai=1,...,n,

(2) wlasnosé antysymetrii:

D(lar,... ,84,...,85,...,8,)) = =D([@1,... ,Gj,... ,Gi,... ,qn))
dla kazdej pary i # j,
(3) spelnia warunek unormowania:

D(I,) =1, gdzie

In:[aj]v(sj:{ *#]

STWIERDZENIE 4.2. Jezeli funkcja D jest wyznacznikiem, to

(1) Jezeli jedna z kolumn macierzy A jest zerowa, to D(A) = 0,

(2) jezeli dla pewnych i # j a; = aj, to D(A) =0,

(3) D([C_Lh. .. ,l_),',. .. ,C_ln]) = D(A), Jezeh BZ = a; + )\1&1 =+ e+ Aiilai_l +
AHla, 1 +- -+ A\"a,. Inaczej méwigc: wyznacznik macierzy nie zmienia sie,
jezeli do kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostatych.

DowoOD: Oczywiste (punkty (1) i (3) definicji). ]

Uwaga! W dalszym ciagu bedziemy, dla przejrzystosci zapisu, uzywaé symbolu

’ (zamiast a’;) dla oznaczenia elementu macierzowego.

a;

TWIERDZENIE 4.3. Dla kazdego n istnieje dokladnie jeden wyznacznik D: M™,, (R) —
R.

Dow6D: Oznaczmy przez €; kolumne, w ktorej na i-tym miejscu jest jedynka, a
poza tym sa zera. Kazda kolumna jest oczywiscie kombinacjg liniowa kolumn é;. Z
wieloliniowos$ci wyznacznika wynika, ze jego obliczenie sprowadza sie do obliczenia
wyznacznika masierzy postaci

[éil,éiz, .. .éin}.

19
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7 wtasnosci antysymetrii wyznacznik takiej macierzy wyraza si¢ poprzez wyznacz-
nik macierzy I,,, a ten jest réwny jeden. [

Poniewaz wyznacznik jest tylko jeden, to zastuguje na specjane oznaczenie: wy-
znacznik macierzy A oznaczaé¢ bedziemy

det A.

Pozostale, wazne dla nas wlasnosci wyznacznika ujmijmy w nastepujacym twier-
dzeniu:

TWIERDZENIE 4.4. Niech 4, B € M",(K).

det AB = det Adet B
(jest to Twierdzenie Cauchy’ego),
(1) Wyznacznik macierzy jest réwny wyznacznikowl macierzy transponowanej:
det A =det AT.

(2) detlaq,...,bi,... ,a,] # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny macierzy sa
liniowo niezalezne, czyli tworza baze w przestrzeni kolumn. Daje to sposéb
na sprawdzanie liniowej niezaleznosci.

(3) A~ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Ponadto

det A™! = (det A)~L.

(4) Mamy rozwiniecie Laplace’a
n n
det A= af A} => a, A, (4.1)
i=1 i=1
Al jest tu wyznacznikiem macierzy otrzymanej przez skreslenie i-tego wier-
sza i j-tej kolumny, pomnozonym przez (—1)71.

4.2. Przykltady i zastosowania.
Przyktady:

(1) Schemat Sarrusa obliczania wyznacznikéw 3 x 3.

ayawa

a b c a b c a b
N N S - A7
N . S S . il
ai b1 C1| — (a1 b1 C1 ai b = (4 2)
A Ed n
// X >\/ \
Vs Va ES A ES
a2 by C2 a2 bs C2 ag bo
N N N
\\i \A \:L
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= abica + bcias + ca1by — asbic — bacia — caarh

(2)
1 3 4 2 05 8 1
302 —1| 130 2 -1
2 10 3| 2|2 10 3
005 2 00 5 2
) 5 8 1 5 8 1
=—(-3[1 0 3[+2[0 2 -1
2 05 2 05 2

1
= 5(=3(5 — 75— 16) +2(20 +25)) = (3- 43 + 45) = 174,

Pewne zastosowania wyznacznikow:

(A) Wzory Cramera. Rozpatrzmy réwnanie Az = b, gdzie A € M",(K)idet A #
0. Piszac

331

dostajemy to réwnanie w postaci aiz' + - + @nz™ = b lub, réwnowaznie,
(12! —b) + agz? + - + @apa™ = 0, czyli

det[&lxl —b,as,... 7(7%] =0.
Stad
ztdet[ay,. .. ,a,) = det[b, ag, ... ,an],
czyli
1_ det[b, as, ... ,dn]
det[ay, ... ,an]
i, ogblnie,
. detl@y,...,b,...,a,]
L 4.3
. det[al,... ,@n] ( )

Sa to wzory Cramera.
(B) Jezeli A € M™,(K) i det A # 0 to, jak wiemy, istnieje A~1. Pokazemy, ze
elementy macierzy odwrotnej zadane sg wzorem

bl = Ai(det A)~,
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gdzie A; jest dopelnieniem algebraicznym elementu a{ macierzy A. Istot-
nie, niech B bedzie macierza o elementach macierzowych b} = A%(det A)~!
Mamy z rozwiniecia Laplace’a (4.1)

Z k(l detAZ = det[al,... ,ai,17dj,di+1... ,Eln] :(5;
k

Zatem BA =1, czyli B= A""'.
(C) Jezeli AP jest macierza dopelnien algebraicznych macierzy A, to z poprzed-
niego punktu mamy

AAP = AP A = (det A)I. (4.4)

4.3. Wektory i wartos$ci wlasne.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa, F' € L(V, V) i niech By, By’ beda bazami
w V. Mamy
[F15Y g, = )P g [FIPY 5, [1d]PY

By

ale [Id]Pv 5 , = ([Id]Pv' 5 )7%, cayli det [Id]BV 5 , = (det([Id]®V 5 ))7' i, w kon-

sekwencji,
det([F]PV 5 ) = det([F]®V 4 /) .

Znaczy to, ze wyznacznik zalezy tylko od odwzorowania F', nie zalezy od wyboru
bazy.

DEFINICJA 4.5. Wyznacznik

det([F]BVBV) .

macierzy przeksztalcenia F' nazywamy wyznacznikiem przeksztatcenia F.

Wyznacznik przeksztalcenia F' oznaczamy det F'. Jak wiadomo, F' jest izomor-
fizmem (tzn. istnieje F~1) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz odwzorowania [F]¢,
jest odwracalna (posiada macierz odwrotna). Z kolei, macierz jest odracalna wtedy
i tylko wtedy, gdy jej wyznacznik jest rozny od zera. Zatem F' jest izomorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy det F' # 0.

DEFINICJA 4.6. Wielomian w zmiennej A\ okreslony wzorem
w(A) = det(F — Aldy) (4.5)

nazywamy wielomianem charakterystycznym przeksztalcenia F' € End(V) i ozna-
czamy Wr.
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Pierwiastki wielomianu charakterystycznego to sa takie liczby, dla ktérych wy-
znacznik det(A — M) jest réwny zeru, czyli odwzorowanie A — I nie jest izomor-
fzmem. Nie jest wiec injekcja, czyli istnieje wektor v # 0 taki, ze

(A= Av=0.

DEFINICJA 4.7. Wartoscig wlasng endomorfizmu (operatora) F nazywamy pier-
wiastek jego wielomianu charakterystycznego.

DEFINICJA 4.8. Niech A bedzie wartoécia wlasna F'. Wektor v # 0 taki, ze F'v =
Av nazywamy wektorem wlasnym operatora (endomorfizmu) F odpowiadajacym
wartosci wlasnej .

Przyktady.

(a) Niech V = R?iniech F bedzie odbiciem wzgledem osi x: F((x,y)) = (x, —y).
Warunek F((z,y)) = A(z,y) moze by¢ spelniony dla A =1 1lub A = —1. Sa
to wartosci wlasne. Wektorami wtasnymi wartosci wiasnej A = 1 sg wektory
postaci (x,0). Wektorami wlasnymi wartosci wlasnej A = —1 sa wektory
postaci (0,y).

(b) Niech V = R? i niech F' bedzie obrotem wokét punktu (0,0) o kat 7/2. F
nie ma wartosci i wektorow wtasnych.

DEFINICJA 4.9. Podprzestrzen wektorowa W przestrzeni V nazywamy podprze-
strzenia niezmienniczg operatora F' € End(V), jezeli FW C W.

Przyktad: Podprzestrzen wektoréw wlasnych ustalonej warto$ci wlasnej, uzu-
pelnionych zerem, jest podprzestrzenia niezmiennicza.



Rozdzial 5. Przestrzenie euklidesowe

5.1. Iloczyn skalarny.

DEFINICJA 5.1. lloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej V nazywamy
funkcje g: V x V' — R o wlasnoéciach:

(1) g(v,v) > 0 dla v # 0 (dodatnio$é),
(2) g(o,w) = glw,v) (symetria),
(3) g jest funkcja dwuliniowa:

g\t + N2ug,w) = Mg(vr, w) + Mg (va, w).
Liniowos¢ ze wzgledu na drugi argument wynika juz z symetrii.

Przestrzen wektorowa z ustalonym iloczynem skalarnym nazywamy przestrzeniq

euklidesowg.
Oznaczenia:

(1) g(v,w) oznaczaé¢ bedziemy (v|w).
(2) v/g(v,v), oznaczaé¢ bedziemy ||v|| i nazywaé¢ bedziemy norma (dlugoscia)
wektora.

Majac iloczyn skalarny mozemy méwié o kgcie miedzy wektorami. £ (v, w) jest to

taka liczba « € [0, 7], ze
cosa — Luw)
[ollfjwl

Przyklady

1) Przestrzen R3 7z iloczynem skalarnym
( y y
((z,y,2)|(2',y', 2") = xa’ +yy' + 22",
2) Ogdlniej: R™ z iloczynem skalarnym
(2) Ogdlniej ¥ y
(1,2, 2n) | (W1, y2, - Yn)) = T1y1 + Tay2 + -+ + Tn¥n.

(3) Przestrzen wielomianéw stopnia < 3 z iloczynem

1
(w1|w2)=/0 wy (t)ws (t)dt

5.1.1. Podstawowe wlasnosci iloczynu skalarnego:.

24
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STWIERDZENIE 5.2 (T0ZsAMOS$¢ ROWNOLEGLOBOKU). |lv+w|?+|v—w|?* =
2([[ol1* + flwlf?)
Dowo6D: (v+w|v+w) + (v —w|v—w) = 2(v|v) + 2(w|w) z dwuliniowosci iloczynu
skalarnego. [
TWIERDZENIE 5.3 (NIEROWNOSC SCHWARZA). Jesli V jest przestrzenia wek-
torowa z iloczynem skalarnym, to

|(wlw)] < [lol lw]-

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v i w sa liniowo zalezne.

DowoD: Jesli v = 0, to twierdzenie jest trywialne.
Jedli v # 0, to rozpatrzmy funkcje a:R > t — |[|tv + w||? € R. Mamy a(t) =
t2(v|v) + 2t(v]w) + (v|w). Oczywidcie a(t) > 0, zatem wyréznik tego tréjmianu jest
niedodatni, tzn:
(v]w)? = (llo]l w])* < 0.
Jezeli w = Av, to
|(wlw)l = [Alllol* = ol - floll = [lo]l - Jwll.

Niech teraz |(v|w)| = ||v| - |w] 1 |(v|w)| = e(v]w). Rozwazmy funkcje

Bit = B(t) = [letv +w|* = £[lv]|* + 2t (v]w)| + [Jw]|* =

= t*|[v)| + 2tl|oll[[w]| + lwl|* = (tlv] + [lw])?.

0 jest wiec réwne zero dla ty = —%, czyli 0 = —e¢

[ w]]
o1l

vtwiw= e‘"fjl‘llv. m

STWIERDZENIE 5.4 (NIEROWNOSC TROJKATA).
[o+wlf < [lofl + [lw]-
Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (vlw) = ||v|||w]| lub, réwnowaznie, gdy

v I w sa liniowo zalezne.

DowOD:
lv+wl? = (v+wlv+w) = [[o]]* +2(v]w) + [Jw]]* <
2 2 2

< ol + 2[wllllwll + lwll® = (o]l + [lw]]).
Pozostata cze$é stwierdzenia wynika bezposrednio z tego rachunku i z poprzedniego
stwierdzenia. [

Ustalmy sobie wektor w € V' i zbudujmy przy jego pomocy funkcje na V:
Vv (wv) eR.

7 dwuliniowoéci iloczynu skalarnego wynika, ze tak wprowadzona funkcja jest li-
niowa. Okazuje sie, ze kazda funkcja liniowa na V jest tej postaci. Oznacza to, ze
funkcje liniowa na przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym mozna utozsamiaé
z wektorem tej przestrzeni. W fizyce bardzo czesto korzysta sie z tej mozliwosé, a
nawet jej sie naduzywa.
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TWIERDZENIE 5.5 (O POSTACI FUNKCJI LINIOWEJ). Dla kazdej funkcji liniowa
f:V — R istnieje dokladnie jeden wektor wy € V' taki, ze

f(v) = (v]wy)

dla kazdego wektora v € V.
5.2. Prostopadlo$é. Rzut prostopadty.

DEFINICJA 5.6. Niech v,w € V. Moéwimy, ze wektor v jest prostopadly do w
(piszemy v L w) jezeli (v|w) = 0.

STWIERDZENIE 5.7 , PITAGORASA” . Jezeli (vjw) =0 to

lv +wl* = [Jv]* + lw]|*.

Niech A C V bedzie dowolnym podzbiorem. Zdefiniujemy podzbiér A+ prze-
strzeni A wzorem

At ={weV:(vw) =0 Vw € A} = F;H(A°).

Sprawdzamy, ze AL jest podprzestrzenia wektorowa:
Dlaa € A,v,w € A i A € R mamy

(alo + w) = (alv) + (alw) = 0, (alAv) = Aa]) =0,

czyli v+ v, v € AL

TWIERDZENIE 5.8. Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad R z iloczynem
skalarnym g. Niech W C V' bedzie podprzestrzenia wektorowa. Wowczas

V=W+W" WnW"=o0.

Dow6D: Niech v € W N WL, Wtedy (vjv) = [|v||* = 0, czyli v = 0; zatem
wnwt=o.

Czy V=W+Wt?

Wystarczy policzy¢ wymiary. Jezeli dimV =n i dimW = k, to dim W+ = n — k.
Zatem

dim(W + W) = dim W 4+ dim W+ —dimW N W+ =n =dim V.
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Kazdy wektor z V da sie wiec jednoznacznie przedstawi¢ jako suma wektoréw z
wiwt:
v=w+w', weW, weW.

Sktadowa w nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen W. Cze-
sto oznacza sie go Py (v). Szczegdlnie prosto wyraza sie rzut wektora v na podprze-
strzen (jednowymiarowa) W rozpieta przez wektor w # 0:

0w
P () =ty

Mozemy teraz zdefiniowaé objetosé (powierzchnie) S réwnolegltoboku rozpietego na
wektorach v, w:

S = llv = Pwoll - [[wl]].

Podobnie wprowadzamy objeto$¢ réwnolegloécianu i jego odpowiednikéw wyzszego
wymiaru.

5.3. Baza ortonormalna.

lloczyn skalarny pozwala wyrézni¢ wérdd baz te, ktérych wektory sg wzajemnie
prostopadle i unormowane (tzn. odlugosci 1). Baze taka nazywamy bazg ortonor-
malng. Innymi stowy — By = (e1, ..., ey) jest baza ortonormalna jezeli (e;|e;) = d;;.
Wynika stad, ze jezeli
v="0vle; + -+ 0",
jest rozkladem wektora w w bazie ortonormalnej, to v* = (v|e;). Ponadto, iloczyn

skalarny wektorow wyraza si¢ bardzo prosto poprzez wspoélrzedne w bazie ortonor-
malnej:

(w]v) = Zwivi = ([w]®) T[e]®.

Pokazuje sie, ze w kazdej przestrzeni z iloczynem skalarnym istnieje baza orto-
normalna.

5.4. Przeksztalcenia ortogonalne.

Wisréd przeksztalcen przestrzeni euklidesowej wyrézniamy te, ktore respektuja
iloczyn skalarny.

DEFINICJA 5.9. Odwzorowanie F:V — V nazywamy przeksztalceniem (od-
wzorowaniem, operatorem) ortogonalnym, jezeli (Fx|Fy) = (x|y) dla wszystkich
z,y €V.
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Uwagi:

(1) Operator ortogonalny jest nieosobliwy (ma trywialne jadro). Istotnie, mamy
|Fz| = ||z, jesli wiec Fz = 0, to = = 0.

(2) Jezeli operatory F i G sa ortogonalne, to F~1, F oG sa tez ortogonalne. Nie
sg natomiast, na ogdl ortogonalne odwzorowania F' + G, A\G.

(3) Przeksztalcenia ortogonalne zachowuja diugosci wektoréw i katy. Odbicia,
obroty sa przeksztalceniami ortogonalnymi.

Niech By = (ey, ..., e,) bedzie baza ortonormalna w Vi F:V — V odwzorowa-
niem ortogonalnym.
Mamy

([w]®) T[] = (vlw) = (Fw|Fv) = ([Fw]®)T[Fo]® = ([w]®)T([FI5)) T [FIE 0]

Odwzorowanie F' jest wiec ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy w (dowolnej)
bazie ortonormalnej By

([FIg)T[FIgr = 1.

DEFINICJA 5.10. Kwadratowa macierz A taka, ze AT A = I nazywamy macierza
ortogonalna.

W bazie ortonormalnej macierz przeksztalcenia ortogonalnego jest wiec macierza
ortogonalna. Oczywiscie, macierz A jest macierza ortogonalna wtedy i tylko wtedy,

gdy
a; a; = 0, (5.1)
gdyz (i, j)-tym wyrazem AT A jest Zzdej.

STWIERDZENIE 5.11. Niech F' bedzie operatorem ortogonalnym a e - baza
ortonormalng. Wtedy Fe jest tez baza ortonormalna.

DowoD:
(Fei | Fej) = (ei | €j)4;-
|
Twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe: jezeli dla pewnej bazy ortonormalnej
(e1,...,e,) clag (Fey, ..., Fey,) jest tez baza ortonormalna, to F' jest ortogonalny.

Wynika to z prostego rachunku:

(Fv, Fw) = (F(\ey + -+ A"e,) | F(uter + -+ p"en))
= SN (R () | Fleg)) = YNt = (v w)

5.5. Przeksztalcenia (operatory, odwzorowania) symetryczne.
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DEFINICJA 5.12. Operator F:V — V nazywamy symetrycznym, jezeli dla
v,w € V zachodzi rownosé

(v] Fw) = (Fv | w).

W przeciwienstwie do operatoréw ortogonalnych, kombinacja liniowa operatoréw
symetrycznych jest operatorem symetrycznym. T'worza one przestrzen wektorowa.
Z kolei ztozenie operatorow symetrycznych nie jest, na ogdl, symetryczne.

Jezeli By jest baza ortonormalna, to dla odwzorowania symetrycznego zachodzi

[Flgy = (F)g) "

Dla odwzorowan (operatoréw) symetrycznych zachodzi wazne twierdzenie:
TWIERDZENIE 5.13. Niech F bedzie operatorem symettrycznym. Wéwczas

(1) Pierwiastki wielomianu charakterystycznego sa rzeczywiste.

(2) Wektory wilasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa do siebie
prostopadte.

(3) Istnieje ortonormalna baza zlozona z wektoréw wlasnych operatora F.



