
1 Rozwi¡zanie zadania 1B

Funkcja falowa (unormowana) ma posta¢:

Ψ(r, θ, φ) =

√
5

7πa5
re−

r
a cosθ(1 + cosφsinθ + ısinφsinθ).

Wiemy, »e eıφ = cosφ + ısinφ, co pozwala zapisa¢ f.f. jako:

Ψ(r, θ, φ) =

√
5

7πa5
re−

r
a (cosθ + cosθsinθeıφ),

nast¦pnie patrzymy na list¦ harmonik i widzimy, »e:

Ψ(r, θ, φ) =

√
5

7πa5
re−

r
a (

√
4π

3
Y10 +

√
8π

15
Y21),

mo»na to chwilowo tak zostawi¢, ale polecam rzucenie okiem na wspóªczynniki przy harmonikach
i bªyskawiczne stwierdzenie, »e si¦ nie normuj¡ do jedno±ci, tzn.:

|
√

4π

3
|2 + |

√
8π

15
|2 =

28π

15
6= 1,

tak wi¦c dokonujemy odpowiednich machinacji i zapisujemy f.f.:

Ψ(r, θ, φ) =

√
4

3a5
re−

r
a (

√
5
7
Y10 +

√
2
7
Y21).

Teraz wspóªczynniki przy harmonikach podniesione do kwadratu daj¡ odpowiednie prawdopodobie«stwa
(i nie trzeba liczy¢ caªeczek).

(i) mo»liwe wyniki pomiarów:

L̂2 −→ ~2l(l + 1) : 2~2, 6~2

L̂z −→ ~m : 0, ~.

(ii) obliczenie 〈L̂2〉, 〈L̂z〉

poniewa¹ funkcja jest unormowana, a wspóªczynniki przy harmonikach podniesione do kwadratu
i dodane do siebie daj¡ 1, wi¦c nie musimy zajmowa¢ si¦ cz¦±ci¡ radialn¡ f.f. oraz wspóªczyn-
nikiem mno»¡cym caªo±¢ (a tylko cz¦±ci¡ w nawiasie). I tak:

〈L̂2〉 =
5
7

~2 · 1(1 + 1) +
2
7

~2 · 2(2 + 1) =
22
7

~2,

〈L̂z〉 =
5
7

~ · 0 +
2
7

~ · 1 =
2
7

~.
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(iii) obliczenie 〈r〉 oraz odlegªo±ci najbardziej prawdopodobnej (rp)

〈r〉 =
4

3a5

∫ ∞

0
drr4 · re−

2r
a =

5
2
a,

przy tych obliczeniach mo»na byªo skorzysta¢ np. ze znanej wszystkim ksi¦gi przepisów matem-
atycznych lub te» przypomnie¢ sobie niejak¡ (dla niektórych legendarn¡) funkcj¦ Γ(z). Wszystkie
chwyty dozwolone (oprócz ±ci¡gania), byleby tylko wyszªo dobrze:)
Aby wyznaczy¢ rp trzeba wiedzie¢, czym jest g¦sto±¢ radialna:∫ ∞

0
drr2

∫
4π

dΩΨ†Ψ =
∫ ∞

0
drρr(r) = 1,

czyli w naszym przypadku:

ρr(r) =
4

3a5
r4e−

2r
a .

Nast¦pnie szukamy maksimum ρr, tzn. liczymy dρr(r)
dr = 0, rp odpowiada temu r dla którego ρr

ma maksimum.
rp = 2a.

2 Rozwi¡zanie zadania 1A

Funkcja falowa (unormowana) ma posta¢:

Ψ(r̄, 0) = f(r̄)χ+
n̄ ,

gdzie n̄ = (0, sinα, cosα). Operator spinu zgodny z kierunkiem wyznaczonym przez n̄:

n̄ · S̄ =
1
2

~
(

cosα −ısinα
ısinα −cosα

)
,

warto±ci wªasne to oczywi±cie +1
2~,−1

2~.

(i)Poszukujemy spinowych funkcji wªasnych χ+
n̄ , χ−n̄ .

Z postaci operatora wida¢, »e wektory (1, 0), (0, 1) nie s¡ f. wªasnymi (dla α 6= 0, π (*)).
Dla warto±ci wªasnej +1

2~: (
cosα −ısinα
ısinα −cosα

)(
a
b

)
=
(

a
b

)
,

co daje warunek na a:

a =
ısinα

cosα− 1
b,

odwoªuj¡c si¦ do argumentu (*), zapisujemy:

χ+
n̄ = N+

(
ısinα

cosα−1

1

)
,

z normalizacji wyznaczamy staª¡ N+:

N+ =

√
1− cosα

2
.
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Analogicznie post¦pujemy dla drugiej warto±ci wªasnej (−1
2~) i dostajemy:

χ−n̄ = N−
(

ısinα
cosα+1

1

)
,

N− =

√
1 + cosα

2
.

Nie trzeba byªo pzedstawia¢ tych funkcji jako funkcji k¡ta α
2 (cho¢ oczywi±cie mo»na), poniewa»

ju» od nast¦pnego punktu przyjmujemy α = π
4 .

(ii) dla α = π
4
znale¹¢ prawdopodobie«stwo tego, »e w stanie opisanym f.f. Ψ

rzut spinu na o± Ox wynosi 1
2
~.

(w dalszej cz¦±ci zadania nale»aªo przyj¡¢, »e α = π
4 .) Funkcje wªasne σx:

χ+
x =

1√
2

(
1
1

)
, χ−x =

1√
2

(
1
−1

)
.

Natomiast dla α = π
4 :

χ+
n̄ =

1
2

√
2−

√
2

(
ı

1−
√

2

1

)
.

Funkcja falowa jest unormowana, i unormowana jest cz¦±¢ spinowa, co nas cieszy ogromnie, bo
uªatwia liczenie. Szukane prawdopodobie«stwo:

|〈χ+
x |χ+

n̄ 〉|2 =
1
2
.

(iii) obliczy¢ 〈S̄〉.

Przypominam, »e:

〈S̄〉 =

 〈Sx〉
〈Sy〉
〈Sz〉

 ,

czyli musimy policzy¢ 3 ±rednie (dla α = π
4 ). Ta cz¦±¢ nie powinna ju» budzi¢ w Was w¡tpliwo±ci

(zbyt wielkiego entuzjazmu by¢ mo»e te» nie, ale to ju» kwestia gustu). Po kilku intryguj¡cych
rachunkach dochodzimy do chwalebnego wyniku:

〈S̄〉 =
1
2

~

 0√
2

2√
2

2

 .

(fajnie, co?)

(iv) wyznaczenie 〈S̄〉t.

Poniewa» Ĥ zawiera tylko cz¦±¢ spinow¡, wi¦c wystarczy si¦ ograniczy¢ do zmiennych spinowych
- czyli spinowych funkcji wªasnych. Oczywi±ci w chwili t = 0 mamy:

χ(0) =
(

a(0)
b(0)

)
= χ+

n̄ .

3



Równanie Shrodingera (B̄ = (0, 0, B)):

ı~
∂

∂t

(
a(t)
b(t)

)
= µB̄ · σ̄

(
a(t)
b(t)

)
= µB

(
a(t)
−b(t)

)
.

Co daje: (
a(t)
b(t)

)
=

(
a0e

− ıµB
~ t

b0e
ıµB

~ t

)
,

gdzie: (
a0

b0

)
= χ+

n̄ .

Na tym stanie liczymy nast¦pnie 〈S̄〉t, co daje nam ±redni¡ postaci:

〈S̄〉t =
1
2

~

 ∼ sin(2ıµB
~ t)

∼ cos(2ıµB
~ t)

const

 .
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