
I Kolokwium z PFW2. Rozwi¡zanie zad.3.

Cz¡stka o masie m w potencjale:

V (x) =
1
2
mω2x2.

a) w chwili t = 0 mamy superpozycj¦ stanów wªasnych:

Ψ(x, 0) =
ı√
2
u2(x) + βu3(x) + ıβu4(x),

gdzie un(x) s¡ ortonormalnymi stanami wªasnymi 1-wym. oscylatora harmonicznege o energiach
En = ~ω(n + 1

2).

wyznaczenie β

Z warunku normalizacji mamy:

1 = 〈Ψ|Ψ〉 =
−ı√

2
· ı√

2
〈u2|u2〉 + β∗β〈u3|u3〉 + (−ıβ∗)ıβ〈u4|u4〉 =

1
2

+ 2|β|2,

wiemy, »e β jest rzeczywiste wi¦c:

β2 =
1
4

i mo»na jak zwykle przyj¡¢, »e β jest dodatnia, co daje:

β =
1
2
.

wyznaczenie Ψ(x, t)

Korzystamy z faktu, »e:

Ψ(x, t) =
∑

i

ciexp{− ıEit

~
}ui(x),

oraz wyra»enia na energi¦:
E2 = 5

2~ω,
E3 = 7

2~ω,
E4 = 9

2~ω,

tak wi¦c:

Ψ(x, t) =
ı√
2
e−ı 5

2
ωtu2(x) +

1
2
e−ı 7

2
ωtu3(x) +

ı

2
e−ı 9

2
ωtu4(x).

wyznaczenie 〈p〉t

Szukana ±rednia jest ±redni¡ na stanie Ψ(x, t), czyli:

〈p〉t = 〈Ψ(t)|p̂Ψ(t)〉.

Maj¡c dany wzór na â (wi¦c tak»e na â†, je±li obliczy¢ hermitowskie sprz¦»enie) mo»emy wyrazi¢
operator p̂ przez operatory anihilacji i kreacji:

p̂ = ı

√
~ωm

2
(â† − â).

1



Dla wygody mo»emy chwilowo wprowadzi¢ oznaczenie A ≡ ı
√

~ωm
2 . Nat¦pnie liczymy (pami¦-

taj¡c o odpowiednich sprz¦»eniach):

〈p〉t = A(〈Ψ(t)|â†Ψ(t)〉 − 〈Ψ(t)|â†Ψ(t)〉) =

√
~ωm

2
(1 −

√
3
2
)cos(ωt).

Przy czym w rachunku tym korzysta si¦ z nast¦puj¡cych wlasno±ci:

â†|un〉 =
√

n + 1|un+1〉,
â|un〉 =

√
n|un−1〉,

〈un|uk〉 = δnk,
cos(x) = 1

2(eıx + e−ıx).

b) rozpatrujemy teraz zaburzenie potencjaªu oscylatora harmonicznego V (x)
postaci:

δV (x) = λx̂4,

gdzie zakªadamy, »e λ jest maªym parametrem. Chcemy obliczy¢ poprawk¦ δE do energii stanu
podstawowego (u0(x)) E0 = 1

2~ω:

δE = 〈u0|δV (x)u0〉 = λ〈u0|x̂4u0〉.

Wyra»amy najpierw x̂ przez operatory anihilacji i kreacji:

x̂ =

√
~

2mω
(â† + â).

Wprowad¹my oznaczenie B ≡
√

~
2mω ; dalej:

x̂4 = B4(â† + â)4.

Nale»y podnie±¢ wyra»enie w nawiasie do 4 pot¦gi (co da 16 czªonów), pami¦taj¡c, »e mamy do
czynienia z operatorami, które nie komutuj¡, wi¦c nie mo»emy dowolnie zmienia¢ kolejno±ci (!).
Poniewa» liczymy iloczyn skalarny mi¦dzy stanami u0 wi¦c niezerowy wkªad na tych stanach
dadz¡ jedynie dwa wyra»enia:

x̂4 ∼ â2â†2 + ââ†ââ†,

zatem:

δE = λB4
(
〈u0|â2â†2u0〉 + 〈u0|ââ†ââ†u0〉

)
= λB4(2 + 1) =

3λ~2

4m2ω2
.
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