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I Kolokwium/Zadanie 2
Cz ↪astka o masie m porusza si ↪e w polu si ly o potencjale

V (x, y) =
{

0 : x ∈ [0, a] ∧ y ∈ [0, a]
∞ : x poza [0, a] ∧ y poza [0, a]

a) W chwili t=0 funkcja falowa cz ↪astki by la dana wzorem

ψ (x, y, t = 0) =
2
a

sin
(πx
a

)
sin

(
2πy
a

)
Znaleźć prawdopodobieństwo znalezienia tej cz ↪astki w chwili t = 0 w obszarze

Ω =
{

(x, y) ∈ R2 :
a

8
≤ x ≤ a

2
∧ a

4
≤ x ≤ a

2

}
Znaleźć ψ (x, y; t).

b) Znaleźć poprawk ↪e do energii pierwszego stanu wzbudzonego po w l ↪aczeniu dodatkowego potencja lu
δV (x, y) = λxy, gdzie λ jest ma le. Czy w l ↪aczenie dodatkowego potencja lu usuwa degeneracj ↪e pierwszego
poziomu wzbudzonego?

Rozwi ↪azanie
a)
Prawdopodobieństwo znalezienia cz ↪astki opisanej powyższ ↪a funkcj ↪a w podanym obszarze dane jest
wyrażeniem

P (Ω) =
∫ a/2

a/8

dx
∫ a/2

a/4

dy ψ∗ (x, y)ψ (x, y) =
(

2
a

)2 ∫ a/2

a/8

dx sin2
(πx
a

) ∫ a/2

a/4

dy sin2

(
2πy
a

)
=

(
2
a

)2

IxIy

Ix =
∫ a/2

a/8

dx sin2
(πx
a

)
=

1
2

∫ a/2

a/8

dx
[
1− cos

(
2πx
a

)]
=

1
2

{
x|a/2

a/8 −
a

2π

[
sin

(
2πx
a

)]a/2

a/8

}
= ... =

a

2

[
3
8

+
√

2
4π

]

Iy =
∫ a/2

a/4

dy sin2

(
2πy
a

)
=

1
2

∫ a/2

a/4

dy
[
1− cos

(
4πx
a

)]
=

1
2

{
x|a/2

a/4 −
a

4π

[
sin

(
4πx
a

)]a/2

a/4

}
= ... =

a

8

P (Ω) =
(

2
a

)2
a

2

[
3
8
−
√

2
4π

]
a

8
=

1
4

[
3
8
−
√

2
4π

]
Z postaci funckcji

ψ (x, y, t = 0) =
2
a

sin
(πx
a

)
sin

(
2πy
a

)
odczytujemy, e nx = 1, ny = 2. Korzystaj ↪ac z wyrażenia na energi ↪e n-tego stanu znajdujemy

E1 =
~2

2m

(π
a

)2

E2 =
~2

2m

(
2π
a

)2

Dostajemy

ψ (x, y, t) =
2
a

sin
(πx
a

)
sin

(
2πy
a

)
e−i(E1+E2)t/~

b)
Pierwszy stan wzbudzony potencja lu niezaburzonego opisywany jest przez funkcje {ψ21, ψ12}. Rozpisujemy
zaburzenie δH = λxy w bazie tych funkcji

δH = λ

[
〈ψ21|xy ψ21〉 〈ψ21|xy ψ12〉
〈ψ12|xy ψ21〉 〈ψ12|xy ψ12〉

]

1



Do znalezienia elementów tej macierzy b ↪edzie trzeba policzyć ca lki postaci

I1 =
2
a

∫ a

0

dxx sin2
(nπx

a

)
=
a

2

I2 =
2
a

∫ a

0

dxx sin
(πx
a

)
sin

(
2πx
a

)
=

1
a

∫ a

0

dxx
[
cos

(πx
a

)
− cos

(
3πx
a

)]
Ogólnie ∫ a

0

dxx cos
(nπx

a

)
=

[
x
a

nπ
sin

(nπx
a

)]a

0
− a

nπ

∫ a

0

sin
(nπx

a

)
=

( a

nπ

)2 [
cos

(nπx
a

)]a

0

=
a2

π2

1
n2

[cos (nπ)− 1] =
a2

π2

1
n2

[(−1)n − 1]

Czyli

I2 =
1
a

∫ a

0

dxxcos
(πx
a

)
− 1
a

∫ a

0

dx cos
(

3πx
a

)
=

1
a

[
a2

π2
[−1− 1]

]
− 1
a

[
a2

π2

1
9

[−1− 1]
]

= −16
9
a

π

Korzystaj ↪ac z tych obliczeń możemy macierz zaburzenia przepisać w postaci

δH = λ

[
(a/2)2 (−16a/9π)2

(−16a/9π)2 (a/2)2

]
Wprowadzamy oznaczenie

α =
[
−16

9
a

π

]2

Poprawki do energii znajdujemy z warunku zerowania si ↪e nast ↪epuj ↪acego wyznacznika

det [δH − 1δE] = 0

Czyli

det
[
λ (a/2)2 − δE λα

λα λ (a/2)2 − δE

]
= 0

Z tego warunku dostajemy równanie kwadratowe postaci(
λ
a2

4
− δE

)2

− (λα)2 =
[(
λ
a2

4
− δE

)
− λα

] [(
λ
a2

4
− δE

)
+ λα

]
= 0

Czyli

λ
a2

4
− δE = ±λα ⇒ δE = λ

[
a2

4
∓ α

]
Czyli w l ↪aczenie zaburzenia znosi degeneracj ↪e pierwszego poziomu wzbudzonego.

Punktacja
3pt - znalezienie prawdopodobieństwa z pktu a)
2pt - znalezienie ψ (x, y, t)
2pt - zapisanie zaburzenia z pktu b) w bazie funkcji w lasnych dla potencja lu niezaburzonego
2pt - znalezienie elementów macierzowych (czyli policzenie ca lek)
2pt - rozwi ↪azanie równania w lasnego
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