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Funkcja Blocha

funkcja
Blocha

0, (F)=u_ (F)-explik -7)

Wtasnosci funkcji Blocha

1. wektor falowy ]2 nalezy do pierwszej strefy Brillouina i jest dobra
liczbg kwantowg; n numeruje rézne rozwigzania odpowiadajgce temu
samemu k (indeks pasm)

2. funkcja u E(f)(amplituda blochowska) jest funkcja periodyczna z
okresem sieci:

U, (r) = U, (r+R)
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Funkcja Blocha

3. @) =0, (F)

4. E (];) =F (E + é) — wynika z punktu poprzedniego
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Funkcja Blocha

Z niezmienniczosSci hamiltonianu wzgledem inwersji czasu (bez pola
magnetycznego):

E, (k)= E, (~k)

Jesli operacja inwersji (przestrzennej) nalezy do grupy punktowej
krysztatu, to niezaleznie od spinu:

E,(k)=E,(-k)



Funkcja Blocha

Przypadek trywialny — staty potencjat (a wiec takze periodyczny!)

(—’;—A%j o (F)=Ek) ¢ (F)
m

rozwigzaniem sg fale ptaskie — tez funkcje Blocha z U (¥) = const:

Q.(r)=u_(r)- exp(il_é : F)z A- exp(ilg : F)

hk?
z widmem energii: E(];) _ 4 Vo
2m

W tym przypadku hk jest wartoscig wtasng operatora pedu



Ped krystaliczny (kwaziped)
Czy zawsze funkcja Blocha opisuje elektron o dobrze okreslonym pedzie?

f?[un]; (r)- exp(il; : 17)] = —ihV U, (r)- exp(i/; : 17)] =
= |nku ) -invu_ ()| explik -7)= plu_ (7)-explik -7

. funkcja Blocha w ogélnosci nie opisuje elektronu o dobrze okreslonym
pedzie — ik nie jest w ogdlnosci wartoscig wtasnq operatora pedu

. wyjatkiem jest przypadek, kiedy U (I”) jest funkcjg statg (a wiec
funkcja okresowg, dla ktorej kazdy okres jest dobry)

. h/; nazywa sie kwazipedem lub pedem krystalicznym
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Prawa zachowania

przy oddziatywaniu z innymi kwaziczgstkami (elektrony, fonony, magnony
etc.) uwiezionymi w krysztale i prawdziwymi czgstkami przenikajgcymi
przez krysztat (np. fotony, neutrony) prawo zachowania pedu nalezy
zastapi¢ prawem zachowania kwazipedu:

'hk,+Y p,=> hk, + Y p, +hG

prawo zachowania energii nie ulega w krysztale zmianie:

ZEi =ZE,
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Strefy Brillouina

Przypomnienie — 2 wazne wtasnosci funkcji Blocha:
1. g0n,l€+é (]7) - qon,l; (]7)

2. E,(k+G)=E,(k)

wystarczy wiec, jesli chodzi o zaleznos¢ od wektora falowego k
ograniczyc sie np. do obszaru najmniejszych co do dfugosci wektoréw
k , lezacych wewnatrz komérki prymitywnej sieci odwrotnej. Taka
komadrka jest wystarczajgcym obszarem zmiennosci wektora
falowego.

Komodrka prymitywna w sieci odwrotnej skonstruowana w taki sam
sposob, jak komdrka Wignera-Seitza w sieci Bravais nazywa sie

pierwszq strefq Brillouina
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Strefy Brillouina

Pierwsza i druga strefa Brillouina w dwuwymiarowej, kwadratowe;j
sieci odwrotnej
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Ptaszczyzny (tutaj — linie) dzielgce na pot
odpowiednie wektory sieci odwrotnej
wyznaczajg obszary nalezgce do kolejnych
stref Brillouina. Kazda strefa ma taka
samag objetosc (tutaj — powierzchnie).

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php
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Strefy Brillouina

Wektor & . Z granicy I strety Brillouina:

‘ #‘ = 5 — z definicji strefy Brillouina

1 dalej:
2

2

k,—G

g

—

k

g

- — —12
2kg-G:‘G‘ -

Wektor:  k g G=k' lezy po przeciwnej stronie I strefy Brillouina 1 jest
rownowazny wektorowi k (w sensie wiasnosci funkcji Blocha). Dla wektorow
tych spelniony jest warunek Lauego:

F—F=AE=G
Stany 7z granicy I strefy Brillouina odpowiadajq elektronowym falom stojgcym
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Strefy Brillouina

Pierwsza strefa Brillouina dla struktury fcc - czternastoscian

I strefa Brillouina dla strukturu regulame;
powierzchniowo centrowanej. Punkt I znajduje
si¢ w srodku strefy. Punkty typu A na
kierunkach typu [100] z punktem X na granicy
strefy; punkty typu A na kierunkach typu [111]
z punktem L na granicy strefy. Zauwazmy ze
punkty K 1 U réznig sie o d siebie o sieciowy
wektor falowy (w kierunku [111]) sq zatem
rownowazne. Linia UX réwnowazna jest
przedhuzeniu lini1 I'K poza I strefe Brillouina.

Odlegtosci:

\Eﬂ 27
— er -

a a

dFL




Strefy Brillouina

Struktura heksagonalna

3
:
r(}‘y K
______ | S BT
\\ M

Struktura bcc &

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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{a) Simple Cusic

Ky ={1,0,0), Kz =(0,1,0), Ka =(0,0,1)

{b) Body-Centered Cublc

Ky =011}, Kz=(1,0,1), K5 =(1,1,0}

{2) Rhombohedral

2020-04-01 & 4 i
Ko =013, -1, ae), Ky =(1043,1 ale), Ka =(-2/43,0,a/c)

(c) Face-Centered Cubic

X
e e
—_—

L —

Mizutani & Sato,
Crystals 7,9 (2017)

K, =(-1,1,1}, Kz =(1.-1,1), Ky =(1,1,-1}

(d) Hexagonal Close Packed

|

Ky =(2/43,0,0), K, =(1/43,1,0), K5 =(0,0,a/c)

(f) Base-centered orthorhombic

K.=(1,-a/b.0), Ky=(1,+a/b,0), K:=(0,0,alc)
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WARUNKI PERIODYCZNOSCI
BORNA-KARMANA



Struktura pasmowa stanow elektronowych

MODEL PUSTEJ SIECI

2020-04-01
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Model pustej sieci

Zalezno$¢ E(k) = E(k + G), dla potencjatu periodycznego, ale
dazgcego do zera daje:

- L 2 L 2
E(k)zE(k+G):h—‘k+G‘
2m

. w przypadku jednowymiarowym:
=
L 21 2n Ln 5
“Ta a Gp:ZCI1 a a k

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Model pustej sieci

(a) A E (b) AE

> >
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Fig. 2.1. The band structure of a free particle shown in (a) the extended zone scheme and
(b) the reduced zone scheme

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Model pustej sieci

. w przypadku tréjwymiarowym (struktura sc):
Pasmo Ga/27c
1 000
2,3 100, 100
8,9,10,11 o =
4,5,6,7 010,010, 001, 001
8,9,10,11 110, 101, 110, 101
12,13,14,15 110,101,110, 101
16,17,18,19 011,011,011,011
£(000) £(ks, 00)
0 k2
(27t/a)? (ks == 29t/ a)®
(27t/a)? k2 + (27t/a)?
2(27t/a)? (kz + 27t/a)? + (27t/a)?
2(27t/a)? (kz — 270/a)? + (271/a)?
“a b T 2(27/a)? k2 + 2(271/a)2

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego.
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Model pustej sieci

W obrazie zredukowanym do | strefy Brillouina wystepuje wiele
roznych zaleznosci E(k) i konieczne jest ich numerowanie (numer

pasma): E (E)

Funkcje Blocha (bez uwzglednienia spinu) sg wigc numerowane
wektorem falowym k& oraz indeksem pasma n:

o () =u_ (F)-explik -7)



Model pustej sieci

Struktura diamentu

pusta siec

rachunki metoda pseudopotencjatu
Energy

r2'+r25'+r| o
N [200]

[$44] 3
L|+L2~+L3+L3* [] 1 l] A|+A2'+A5 Eﬁ
L
[011] Xy+X, &
r|+r2-+r25'+r15
Al
[100] X,
18]
[222] Al
Ly+L,. r
L I [000] X L A r A X UK b r
W
Wavevector k avevector k
P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
02.04.2025
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Wektor li jest dobrg ,liczbg” kwantowg; dla kazdego rownowaznego
k'=k + G funkcja Blocha jest taka sama

Co robig operacje symetrii z wektorem falowym k (awieciz
funkcjami falowymi)? Czy transformujg go w rownowazny mu
k'=k +G czytez nie?

Zbidr tych operacji symetrii petnej grupy punktowe; krysztatu, ktore
transformujg dany wektor falowy & w réwnowaznymu k'=k+G
stanowi grupe wektora falowego k (i jest podgrupa petnej grupy
punktowej krysztatu)

W zaleznosci od tego, czy k jest jakims symetrycznym punktem 1BZ
(np. T, X, L), czy lezy na jakims symetrycznym kierunku (np. A, 4) czy
tez nie — grupa wektora falowego k jest inna

Dla k =0 (punkt I strefy Brillouina) kazda operacja grupy punktowe;j
krysztatu przeprowadza go w wektor mu rownowazny, a wiec grupa
wektora falowego z punktu I rdwna sie petnej grupie punktowe;j
krysztatu



Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

. Stany klasyfikujemy (nazywamy) nieprzywiedlnymi reprezentacjami
odpowiednich grup wektora falowego. Przyjeto sie w tym wypadku

uzywaé w nazwach reprezentacji nazw punktow (kierunkow) w strefie
Brillouina

. Przyktad: struktura blendy cynkowej, grupa punktowa T,. Reprezentacje
nieprzywiedlne: A, (1-wym.), A, (1-wym.), E (2-wym.), T, (3-wym.), T,
(3-wym.). Grupa wektora falowego z punktu I — tez T,. Teraz jednak
nazewnictwo inne:

Table 2.4. Commonly used notations for the irreducible representations of the 7, point
group

@’* Bouckaert, Smoluchowski,
Koster notation®  BSW notation Molecular notation Vierret

I Iy Ay

[> s As

i . JFlz . .

'1”4_':' | 5 F}’i - "11 ' T . | P.Y. Yu,-M. Cardona, Fundamentals
: o - rzs | . Tl ... of Semiconductors

Note that [y and /5 are sometimes reversed in the literature.
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

- Wektor falowy z punktu L lub By

na kierunku A: operacje, ktore A

przeprowadzajg taki wektor w

rownowazny mu tworzg b

grupe C,,. Trzy nieprzywiedlne

reprezentacje: A; (1-wym.), A, T+l

(1-wym.), E (2-wym.) = [311] r\

/11, /12, /13 Li+L,+2L, [111] 2A+As+A,

22T
[OL1] X+ X5+ X

- Podobnie z punktem X (grupa A

D,4) czy z kierunkiem A (grupa 11001 X, +X,

C,,)- Repre?entacje: X1 X5 X3, [zjff] A

X, (wszystkie 1-wym.), X; (2- Iy

L " [000] X

wym.)oraz 4,, 4,, 45, 4,
(wszystkie 1-wym.).

Wave vector k

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals
of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego
Uwzglednienie spinu

. Mechanika kwantowa uczy, ze obrét funkcji spinowej |a) = CI‘T> + cz‘¢>
wokoét wybranej osi (tutaj — z) o kat ¢ daje wynik:

), = U= eng| =52 ) = enp{ -2 1) ene 2 ) |4

. Dla kata f = 2 otrzymujemy:

&), =[N -e,V) = ) (111)

. a wiec obrot funkcji spinowej o kat 2m nie jest operacjg tozsamosciowa.
Dodanie takiej operacji do grupy podwaja liczbe elementéw grupy

— grupy podwaojne
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Table 2.23. Character table of the double group of the point I' in zinc-blende-type semi-
conductors

65} - ool T BCE . {E) - I6ES) R

61_:?\0}

T 1 1 i 1 1 1 1 1
e 1 -1 -1 1 1 -1 1
Is 2 2 0 0 -1 2 0 -1
I 3 —1 -1 1 0 3 - 0
r 3 —1 1 —1 0 3 1 0
T 2 0 2 0 1 =2 . 2
I 2 0 —v2 o T 2 v |
Iy 4 0 0 0 ~1 -4 0 1
N

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

6__144,5 // / X
é’rg
3
/\_//\’
X. | GaAs GaAs
Iy .
_ r "\,
Z %,
)
3 XN\
&
__/
X7
—10 — —
, Xe
Le
12} Iy I
I, A I A X K 2 |

Wavevector k
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MODEL PRAWIE SWOBODNYCH
ELEKTRONOW



Model prawie swobodnych elektronow

J Bez potencjatu: stany na granicy
rE
strefy — zdegenerowane

. Fale elektronowe z granicy strefy
spetfniajg warunek Bragga

U

N Dla k = G/2 = m/a mamy kombinacje

liniowq fali padajacej:

1Gx

W, =CXp| ——

i odbitej: 2

_2K 2 21  OCPIte): —iGx

a (= It a Ve ZC%P
a

Ich interferencja prowadzi do
powstania fal stojgcych
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Model prawie swobodnych elektronow

Wezmy rzeczywisty potencjat przyciggajacy, w ktorym tylko 2 fourierowskie
sktadowe s3g rézne od zera:

V(x)=V, -expliGx)+V_ -exp(—iGx) = -2V cos(Gx)

W okolicy k = G/2 (k= G/2+n) mozemy poszukiwaé rozwigzania w postaci
kombinacji liniowej rozwigzan dla elektronu swobodnego:

w(x)=C, - exp{i(g + njx} +C, - exp{i(— g + njx}



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. po przemianowaniu wskaznikdw sumowania k' +G — k otrzymujemy:
- hk?
Zexp(ikr)- ( - —EJC]; +ZV6C/€-G =0
k G
. skoro powyzsze réwnanie ma by¢ spetnione dla dowolnego 7 , to:
- h2k2
\va (2’% —EJCE+ZVGCEG=O
G

. A wiec dla kazdego k z osobna bedg istniaty rozwigzania

o(F) = ;q exp(ikr) - N o
® _ zawierajgce wspotczynniki C/E rozwiniecia
roznigce sie od k& o dowolny wektor sieci odwrotnej|Oznacza to, ze
wektor k jest dobrg liczba kwantowg, numerujacg zaréwno stany, jak
ich energie.
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k

nk?

m

Potencjat periodyczny (krysztat),

twierdzenie Blocha

- E]CE +Q VsCr =0
G

‘ 2 niezerowe sktadowe fourierowskie

21.2
(hk )Ca+VC~G+V C;

2m

k+G —

33



Potencjat periodyczny (krysztat),

twierdzenie Blocha

nk’
( - —E]CE +ZGZV@CN =0

m




Potencjat periodyczny (krysztat),

twierdzenie Blocha
.

k

m

]c,; +Q VsCr =0
G

V@(

h2(k—G)?
(Qm ) o E) V—_C
A2k
Va ( T E) Vs
h2(k+G)?
Va (—zm -k Vg

Cztony pozadiagonalne ignorowane w | rzedzie rachunku zaburzen...

... chyba, ze s w obrebie podprzestrzeni zdegenerowanej




Model prawie swobodnych elektronow

Wezmy rzeczywisty potencjat przyciggajacy, w ktorym tylko 2 fourierowskie
sktadowe s3g rézne od zera:

V(x)=V, -expliGx)+V_ -exp(—iGx) = -2V cos(Gx)

W okolicy k = G/2 (k= G/2+n) mozemy poszukiwaé rozwigzania w postaci
kombinacji liniowej rozwigzan dla elektronu swobodnego:

w(x)=C, - exp{i(g + njx} +C, - exp{i(— g + njx}



Model prawie swobodnych elektronow

. Podstawienie do rownania Schrodingera daje:

- , -
h_(g _|_77j —F -V Cl 0
2m\ 2 _

(G Y
-V —| — - -E||C 0
] 2m(2 77) |
o Rozwigzanie:

2 2 2 2 2 2 o) 22 )
Y178 SESTT 0 N T D T
- 21 2m\ 2 2m\ 2 2m\ 2 2m\ 2

'S




Model prawie swobodnych elektronow

Energie obu stanow:

A0 ¢

'&‘ *'l-
**+ *;
35 T "',‘_ '.., g
+ . J"
*, o
a0 F o : =
+ #
*, &
* &
25 *4;' E + *‘t‘l -
., #
— * ‘ﬁ
S5 f & I
" ;
~— *“‘4..*
Ll.l 15 B ‘:‘*“:‘. —
-
“ﬂmwgﬁ
10 F #4** =
*
I e T
“hﬁ* -
5 M

_5 1 1 1 1 1 1 1 1
a 0.2 04 06 0.5 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

k (w jednostkach G/2)



Model prawie swobodnych elektronow

Wspotczynniki C, i C,:

N o e o e e
k (w jednostkach G/2)
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Model prawie swobodnych elektronow

.
Forbidden band

A R)‘:Véd— b—aina |W M
|

1
B gl

Allowed

0

Allowed
band

Forbidden band

Allowed
band

¢ 9z -g 9g 3% Sk k
P
Brillouin
Zzone H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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METODA CIASNEGO WIAZANIA (cao)



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

dos¢ dobrze opisuje pasma elektronowe powstate na bazie
wewnetrznych powtok elektronowych atomu; stabo dziata dla
elektronéw przewodnictwa

OK np. do opisu pasm d metali przejsciowych czy pasm
walencyjnych krysztatéw kowalencyjnych

Bazg do poszukiwania rozwigzania problemu bedga funkcje falowe
(jednoelektronowe) elektronéw znajdujacych sie na poziomach E;
swobodnych atomow A rozmieszczonych w weztach sieci

krystalicznej: HA (77 _ R’n)¢i (;: _ﬁn) = Ei Q. (17 —En)

gdzie H, jest hamiltonianem elektronu zwigzanego przez swobodny
atom A umieszczony w punkcie R



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

2. Hamiltonian elektronu (przyblizenie jednoelektronowe!), w

potencjale pochodzgcym od wszystkich atomoéw:
2

h R R
H=H, 6 +v= —%AH/A(r —R)+v(r—R))
3. Jesli n-ty atom umieszczony jest w krysztale, na elektron
poczatkowo na nim zwigzany dziata takze potencjat pochodzacy od
wszystkich pozostatych atomow:

wWF—R)=>V,(F-R))

m#*n

4, Elektron jest jednak relatywnie silnie zwigzany przez ,,swoéj” atom,
potencjat v(¥ —R ) jest staby i moze byc¢ traktowany jako
zaburzenie
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Metoda ciasnego wigzania (LCAO)
5. Przyblizonego rozwigzania szukamy w postaci:
ktora ma wszelkie wtasnosci funkcji Blocha, np.:
@, (F)= expli(k +G)R,1¢,(F —R,) = Y exp(ikR,)exp(iGR,) ¢,(F —R,) = ©(¥)
O_(7F+T)=> exp(ikR,)p,(F+T —R,) =
=exp(ikT)Y_explik(R, —T)p,[F —(R, —T)] = exp(ikT) - @ .(¥)

6. Energia: . l; < <CD1€ ‘H‘(D,;>
P o o)




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

7. Liczymy norme przy zatozeniu matego nakrywania sie funkgji
falowych dla n#m (nie jest to konieczne, ale upraszcza rachunki):

(@, |@,) = explik(R, - R,)]- [ ¢ (F =R, ), (7 ~R,)dV =

~> [¢/G—R)p,(F=R)dV =N

8.  Stad wartos¢ oczekiwana energii:

E(k) = %Zexpw?(ﬁn ~R)I-[ ¢/ (F=R,)E,+v(F =R )lg, (F =R,)dV



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

9. Dalsze postepowanie w najprostszej wersji polega na:
. ograniczeniu sie do wyrazow diagonalnych ( ﬁn = ﬁm ) w cztonie
zawierajgcym E;
. uwzglednieniu nakrywania sie funkcji falowych co najwyzej najblizszych
sgsiadow w cztonie zawierajgcym zaburzenie W7 _En)

10. Jesli jeszcze funkcje ¢, (7 — f?n) sg sferycznie symetryczne (stany s),
to catki nakrywania zaleza wytacznie od odlegtosci pomiedzy
poszczegdlnymi weztami i otrzymujemy:

E(k)~E,—4,—B,Y explik(R, - R,)]

gdzie sumowanie odbywa ’gie wytacznie po weztach I_ém

—

odpowiadajacych najblizszym sgsiadom R :

A4, ==[p](F-R) Vi -R,) ¢ (F-R,)dV

B,=—[¢/(F=R,)-v(F—R,)-0, F—R,)dV



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

11.  Wynik sumowania z punktu (10) zalezy od struktury dla ktorej
wykonujemy rachunki (!!!):

—

e np.dlascmamy: R —R =(a,0,0);(0, a,0);(0,0,+a)
E(k)~E,— A —2B.(cosk a+ cosk,a+cosk_ a)

o dla bcc:

. k a
E(k)~E, — A, —8B, cos k.a cos| —— |cos ka
2 2 2

J dla fcc:

- k
E(k)=E, —A —4B, {cos(;a] cos(k;a] +c. p}




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

4EVIr) irE 4E

E, l
A, il
f 128,
\ 4
Es
g T T &
0 at o g 25 3T k
(Distance)™ Wave vector k along [111]

B, ==[¢;(F-R,)v(F-R,)-, (F—R,)dV

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics

stabe nakrywanie funkcji falowych = mate B, = wgskie pasma
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Metoda ciasnego wigzania — uwagi

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako

efekt wzajemnego oddziatywania standw atomowych poszczegdlnych

atomow tworzgcych ciato state. Stany atomowe klasyfikujemy jako nalezgce
o odpowiednich powtok:

1
|
|
|
[
|
|
l

L shell

Electron energy E

1@

1s/ K shell

A\

To
Separation r

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, elements such as Be with two outer electrons also become
metallic. Deep-lying atomic levels are only slightly broadened and thus, to a large extent,

they retain their atomic character H. Ibach, H. LUth, Solid-State Physics
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Metoda ciasnego wigzania — uwagi

Ale w ciatach statych taka ,,atomowa” klasyfikacja nie powinna by¢
traktowana dostownie, gdyz:

stany sie mieszajg — przyktadem moze by¢ np. hybrydyzacja sp? standéw
tworzgcych wigzania w krysztatach kowalencyjnych, domieszki stanow d
do pasm p itp.

mowiac o stanach (pasmach) o symetrii s, p, d etc. mamy na mysli
wtasnosci transformacyjne pod dziataniem operacji grupy symetrii

punktowej krysztatu — stany te transformuja sie tak jak odpowiednie
stany atomowe

degeneracje standw okreslone sg przez wymiar nieprzywiedlnych
reprezentacji odpowiedniej grupy wektora falowego i sg nizsze niz stanoéw
atomowych (rozszczepienia stanéw atomowych z powodu obnizenia
symetrii)

stany majg oczywiscie inne energie niz odpowiednie stany atomowe, z
ktorych sie wywodzg i ich kolejnos¢ w skali energii moze by¢ inna



Model ciasnego wigzania — zadania

Rozne sieci krystaliczne

Uwzglednienie Il, Ill, itp. sgsiadow w energii
Uwzglednienie sgsiadow w catce przekrycia
Niesferyczne orbitale atomowe



ROWNANIE K-P,
TENSOR MASY EFEKTYWNE)



Rownanie k-p

. Funkcja Blocha ¢, ;(F)=u ;(r)- GXP(Z'E : 77) jest dobrym
rozwigzaniem jednoelektronowego rownania Schrodingera z
periodycznym potencjatem: KA ~ ~ . ~

(_ P i (r)=E, (k)-gon’]; (r)

. Po podstawieniu postaci funkcji Blocha i skroceniu przez czynnik exp(i/??)
otrzymujemy:
2712
Ao )= -2 E bv) |u ) =] BB | )= B, G, )
" 2m m 2m n, n,
. Jest to tzw. rownanie k-p. Czesto wykorzystywane jest ono do

obliczen metodami rachunku zaburzen energii i funkc;ji falowych

—

stanéw odpowiadajacych k # kO, jesli znamy rozwigzaniaw k = k,:

Hkoun,;o<r>=( MALRE,. 13+V<r>ju C()=E, (k) (F)

2m  m



Rownanie k-p
+  Petny hamiltonian: A u (F)=\H; +H')u (7)=E, F)-u, ()

. Zaburzenie: ﬁv:E<E—EO)-]%

m
. Funkcji U, ; (7) i energii E' (k) poszukujemy w ramach rachunku
zaburzen (odpowiednio — dla stanéw niezdegenerowanych lub

zdegenerowanych)

blisko lezagce pasma /

5~ InSh Z/ X\
G Y

Springer Materials The Landolt-Bornstein Database &) Springer
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Rownanie k-p

—

e Jedli k=0 i E(k=0) - niezdegenerowany, to:

_ 2712 H'
En(k):En(O)+h k +H' Z ‘ +

gdzie:
H',=[u no<r>H'ulo<r>dr———k [0 )V, o (F)dsr

—

. H'  jestliniowg funkcja k

U

iV

ity
i=1 j=1
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Tensor masy efektywne;

e jedliw k=0 jestekstremum E, (k) , to cztony liniowe znikaja i:

nkk,
2

— 1
E,(k)~E,(0)+) | —
i,j \ My .
gdzie: ou, - (7) ou . (7)
hzj“n,o(?)mdsr'juz,o(?)md3’”
1 B 51]- N 2 Z 5)61. 8xj
m, ) m omt E,(0)-E,(0)

y

jest tensorem odwrotnosci masy efektywnej.
. Jest to tensor symetryczny. Po sprowadzeniu do osi gtownych:

2 2 2 2
En(k)zEn(0)+h2 (kl* + ks + ks j

* *
m, m, m

. mf, m;, m; — masy efektywne dla kierunkdow osi gtownych
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Tensor masy efektywne;

elipsoida statej energii:

2 2 2 2
E (k) =En(0)+h2 [kl* - i + k{k]:const

ES
mm, ni

w krysztale kubicznym, izotropowym w punkcie G masa efektywna
jest skalarem:
~ 2k2
E (k)=E (0)+ -
2m

w krysztale osiowym (np. GaN) w punkcie G masa efektywna nie jest
skalarem:

T
n, m”

2 2 2 2
En(k)=En(0)+h2 [kl vk ]



. W ogolnosci energia elektronu jest funkcjg sktadowych wektora

Tensor masy efektywne;

falowego k =(k,, k,, k;)

. W zaleznosci  E, (E) wystepujg cztony wyzszych rzedow w k; ,

(wyzsze rzedy rachunku zaburzen), poza tym powierzchnie statej
energii mogag byc¢ bardzo skomplikowane:

pasmo

nieparaboliczne

2020-04-07

EJL

n

Przykladowa zaleznos¢ energii stanow
pasma n od wektora falowego k.

K

Przykladowe powierzchnie stalej energii w
dwuwymiarowe] przestrzeni k.

Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 6
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WARUNKI PERIODYCZNOSCI
BORNA-KARMANA



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

. krysztaty sg skorniczonych rozmiarow — mozna wprowadzi¢ warunki
brzegowe znikania funkcji falowej na brzegach krysztatu

. prowadzi to jednak do tego, ze wszystkie fale (elektronowe,
sieciowe etc.) bedg stojgce, co w wielu wypadkach utrudnia opis

. poniewaz w krysztatach makroskopowych drogi swobodne
elektrondw sg duzo mniejsze niz rozmiary krysztatow,
najwygodniejszym rozwigzaniem jest przyjecie tzw. warunkow
periodycznosci Borna-Karmana:

W(F+N,d,)=YF); j=1,2,3

gdzie . sa wektorami sieci Bravais, a Nj duzymi liczbami
catkowitymi, takimize N g. = [.. jestrzedu rozmiaru catego
krysztatu 7 ’



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

02.04.2025

w przypadku funkcji Blocha mamy:

o (F+N,d)=u (F+N.d) explk-(F+N )=
=u_(r)- exp(il; : 17)- exp(iNjE-ﬁj)

zadanie, aby exp(ile; : le)z 1
prowadzi do:
= n — % n — % n — %
k=—a, +—=ad, +—a, n,n,,n, €7
N, N, N

dozwolone wektory falowe k& stanowia dyskretna sie¢ punktéw
rownomiernie roztozong w przestrzeni wektora falowego; komaorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

N,-N, - N,
takich punktow. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N,,N,,N,moga byc rozne, ale najczgsciej przyjmujemy takie same
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Struktura pasmowa stanow elektronowych

GESTOSC STANOW ELEKTRONOWYCH

2020-04-07 Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 6

62



Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

. Warunki periodycznosci Borna-Karmana prowadzg do:
= n — n — % n — %
k=—a, +—=a, +——a, n,n,,n, €
Nl Nz N3
. dozwolone wektory falowe k stanowig dyskretng siec punktow

rownomiernie rozfozonqg w przestrzeni wektora falowego; komorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

Nl * N2 * N3
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N,,N,,N; moga byC rézne, ale najczesciej przyjmujemy takie same

. Gestosc stanow w przestrzeni wektora falowego bed:zie stata:
py (=2 *
v Vv gdzie V', — objetos¢ komorki
el

elementarnej sieci odwrotne;j
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

V,=a, -(a, Xas):(V—)(az ><a3)-[(a3 xa, )% (a, Xaz)]:
el

(@, xd@y)-{d, [(@, xa)-d, |-a,[ (@, |}=

Va
(2z) . _(2z) przy wykorzystaniu wzoru:
— 2 B R ystanit oru:
— Vj Va = Vv, AX(BXC)=B(A-C)—C(A.B)
-~ N -N,-N 1
Gestoéé stanow: oy (k) =—"—"7""V, =— V.

(272_)3 (272_)3 crystal

Gestos¢ stanow w przestrzeni wektora falowego liczona na jednostke
objetosci krysztatu (bez uwzglednienia mozliwosci obsadzenia kazdego
stanu przez 2 elektrony o przeciwnych spinach), dla n-wymiarowe;
przestrzeni wektora falowego (n=1, 2, 3):

l‘c’ _ 1 x2 w przypadku uwzglednienia
'0”( ) N (272_)11 degeneracji spinowej
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

p(EYE = | p(k)dV,
prostopadty do powierzchni

— ~ E - —
o dE = (VkE(k)). dk = ‘VkE(k statej energii

element powierzchni

IS
—

o dVIE ) kL statej energii
E+dE
o p(BYE= [p(k)av; = L I 4S: ik
E (27[) E(%)zconst VkE(k)‘
. obszary, w ktorych:
VkE(];)‘ ~ () daja istotny wktad do (£

— osobliwosci van Hove
L. van Hove, Physical Review 89, 1189 (1953)
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

N = p(E)dE = j p(k)dv,




Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

N = p(EYdE = | p(k)dV,
prostopadty do powierzchni

R - E - /—>
° dE = (VkE(k)). dk = ‘VkE(k statej energii
¢
(-
dy
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

p(EYE = | p(k)dV,
prostopadty do powierzchni

— ~ E - —
o dE = (VkE(k)). dk = ‘VkE(k statej energii

element powierzchni

IS
—

o dVIE ) kL statej energii
E+dE
o p(BYE= [p(k)av; = L I 4S; ik
E (27[) E(/;)zconst VkE(k)‘
. obszary, w ktorych:
VkE(];)‘ ~ () daja istotny wktad do (£

— osobliwosci van Hove
L. van Hove, Physical Review 89, 1189 (1953)
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02.04.2025

Osobliwosci van Hove

depositphotos

Analogia troche kulawa — dlaczego?

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 7
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02.04.2025

Osobliwosci van Hove

3D:

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

MO M 1 MZ M3
Minimum Saddle point | Saddle point Il Maximum
D(E) D(E) D(E) D(E)
IP T 'y Jr
' |
[ | l
| |
| _/{_ |
: I
[
: > I > I —> : &
Ee E E. E E. E E. E
1 1
D=Dp+CIE-E? | D=Dp-ClE.-ER | D=Dy-ClE-E D=DyCIE.-ER
0’1' (12,C13 >0 a«], az> 0; a3<0 0(1 >0,-0.2, a3<0 C{T,Ctz,(13 <0
and cyclic and cyclic

permutations

permutations

E(k)=Ec+ ¥ ailki-kei)?, i=12,3

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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02.04.2025

Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

3D:

MO Ml MZ M3
Minimum Saddle point |
D(E) D(E)
.IP T | pE O( dS
| | VE]|
f B
! 2
| - } - SO((]{Z—ICC@) OCE’—_E'C
E. E E. E
1 -
D =Dp+CIE-E )2 D:DG—C(EC—E)% IVE| = z 20 (ki — kei)ei| <V E — E.
a,, a,0; >0 Q, a,>0; a;<0 ¢
and cyclic Cijemey e v
permutations permutations
E(k)=Ec+ ¥ ailki-kei)?, =123

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

2D:
minimum punkt siodtowy maksimum

A

p(E) p(E)t Jk p(E)

v



Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

1D:

minimum maksimum

pE) p(E)}




