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ELEMENTY KRYSTALOGRAFII



Elementy krystalografii (résumé )

e Siec punktowa (Bravais):
zbior wszystkich punktéw przestrzeni, ktére sg wyznaczone przez

wektory: R =n,d, +n,d, +n,d,

gdzie a, —wektory jednostkowe (prymitywne) rozpinajgce przestrzen 3-
wymiarowa, tzn. a, -(a, xa;) #0, za$ n,n,,n; € Z

. i * J/ Wybdr wektoréw jednostkowych dla

) / danej sieci jest niejednoznaczny

* Prymitywna komorka elementarna: wyrdzniona objetos¢, ktora po
translacjach o wszystkie wektory danej sieci Bravais wypetni catg
przestrzen — bez dziur i bez ,przekryc”.

Kazda prymitywna komorka elementarna ° <>
zawiera jeden punkt sieci Bravais. Wybor o oV,

takiej komorki nie jest jednoznaczny
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Elementy krystalografii (résumé )

e Komorka elementarna:
wyrozniona objetosé, ktéra po translacjach o pewien podzbior
wektorow danej sieci Bravais wypetni catg przestrzen — bez dziur i bez
,przekry¢”. Komorka elementarna moze zawiera¢ wiecej niz jeden
wezet sieci Bravais (nie myli¢ z pojeciem ,sieci z bazg” !)

Primitive unit cells

1 * 1 1 i Mon-primitive unit cells

http://www.chm.bris.ac.uk/webprojects2003/cook/periodicstructures.htm
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Elementy krystalografii (résumé )

e Proste sieciowe:
proste, na ktorych lezy nieskonczenie wiele weztow sieci

e Ptaszczyzny sieciowe:
ptaszczyzny, na ktérych lezy nieskoriczenie wiele weztéw sieci
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Elementy krystalografii (résumé )

e Wspofrzedne punktow (np. w komérce elementarnej):
wyraza sie tak samo, jak w geometrii analitycznej, ale jednostkami na
osiach sq parametry komorki

0 0,0, 0 (Origin)
A 1.0.0
B 0.1.0

D
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27 a4 E G 1,0, 1
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11.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3



Elementy krystalografii (résumé )

e Wskazniki kierunkow sieciowych:
wyrazane sg przez trzy liczby catkowite, wzgledem siebie pierwsze
[h k ]]. Jezeli prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych,
to wspotrzedne pierwszego wezta lezgcego na prostej, o ile s3
catkowite, stanowig wskazniki proste;j. Jesli nie sg catkowite, to trzeba
je sprowadzi¢ do wspdlnego mianownika (najmniejszego), a liczniki
beda wtedy poszukiwanymi wskaznikami kierunku.

A A

[1001] [010]

* y rodzina kierunkdw rownowaznych
TABLE 3-3 W Directions of the form {110 in cubic systems

[110] [110]
[101] [101]
[011] [011)
L1107 [110]

[T0T
[017] [011]
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Elementy krystalografii (résumé )

e Wskazniki ptaszczyzn sieciowych.

u nas:
n,=2;,n,=3;,n;=4
stad:

p=12
(hkl)=(643)
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Rownanie ptaszczyzny sieciowej przechodzacej
przez punkty (n,a,,0,0), (0, n,a,,0), (0,0, n,a,):

AR SRR

ma, n,d, n;d,

Po pomnozeniu przez p — najmniejszg wspolng
wielokrotnos¢ n,, n, i n; otrzymujemy réwnanie z
catkowitymi h, k, I

Ay Ay =p
a, a, dy

W ogodlnosci: p =0, £1, £2, £3....

(h k |) — wskazniki Millera opisujace zbior
rownolegtych ptaszczyzn sieciowych



Elementy krystalografii (résumé )

Rodzina ptaszczyzn sieciowych (4 3)

W ogdlnym przypadku kierunek [h k /] nie
jest prostopadty do ptaszczyzny (h k )
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Elementy krystalografii (résumé )

11.03.2025

Rodzina ptaszczyzn rownowaznych

TABLE 3-4 W Planes of the form {110} in cubic systems

[110}4

Note: The negatives of the planes are not unique planes.

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Sie¢ odwrotna

Sie¢ odwrotna do danej sieci Bravais jest to takze sieC Bravais, rozpieta

* —

ok - * .. S
przez wektory a,, a,, a, takie ze: q, a, :27z§lj

e a, Xd
a, =2r———-
@ -(a, xa,) o
Goxa czasami w definicji omija sie 2n
a, =21 ———" (tak byto na wyktadzie prof.
a,-(a,xa,) Stepniewskiego)
. a, xa
a, =2r———=
a,-(a, xa,) a,* jest prostopadty do a,

a,* moze nie by¢ rownolegty do a,

11.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 11



Sie€C odwrotna a ptaszczyzny sieciowe

Twierdzenie 1

Wektor sieci odwrotnej R[h’k’l] jest prostopadty do ptaszczyzny
sieciowej (h k)

Dowdd:

Wezmy 2 dowolne, liniowo niezalezne wektory lezgce w ptaszczyznie

(h k1), np.: B oo|%_4 R=|B_%
“\k n) 1k

wystarczy teraz pokazac¢, ze wektor R[*h k] jest do nich prostopadty:

]_é[*hkl]' %—%j ~hd, - 62+k** &——27z+27z:0

~* C_i C_i ok a ok a
Ry —3——2j=—a2 —2+1a 73——27r+27z=0




Sie€C odwrotna a ptaszczyzny sieciowe

Twierdzenie 2

Odlegtosc d(h,d) pomiedzy sgsiednimi ptaszczyznami (h k /) jest

rowna: 2T
d(hkl) ~— =+
‘R[hkl]‘
Dowod:

Rownania dwdch sgsiednich ptaszczyzn (h k 1):

kL vl 220 oraz W+ kX 41 -1
a a, ds; a, a, as;

Niech h # 0; wtedy odlegtos¢ d ,;;, mozna wyznaczy¢ jako rzut

=

wektora g, / h na kierunek wektora R[hkl]

—
—

671 . R[h,k,l] a, . (hé_il +k672 +Ia3) _ 27

‘R[h,k,l] ‘ h ‘R[h,k,l] ‘ ‘R[h,k,l] ‘

d (hid) —



Sie€¢ odwrotna a warunki Laue’go

e Rozpraszanie elastyczne fali (np. promieniowania X);
e Zmiana wektora falowego przy rozpraszaniu:

—_

k—>k A=k -k

e Interferencja konstruktywna od-w
zachodzi, gdy:

rstkich weztdw rozpraszajacych

warunki
Laue’go

—

— kK — K — kK
G = ma, +m,a, +myd,; - wektor sieci odwrotnej
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Typy sieci Bravais, uktady krystalograficzne

Uklad cechy Typy siect Bravais
Trojskosny azbzc o£P=y trojskosna
Jednoskosny a=b=c o=y=m/2#p jednoskosna P,
jednoskosna C
Rombowy a=b#c o=p=y=n/2 rombowa P

rombowa C
rombowa I
rombowa F

Tetragonalna a=b+c o=B=y=n/2 tetragonalna P
{
Heksagonalny* a=b#c o=PB=n/2, y=27/2 W
IO yczna
Regularny a=b=c o=B=y=n/2 re aP

regularna I

regularna F
v

P —sie¢ prosta (lub prymitywna), C— o centrowanych podstawach, |-
przestrzennie/objetosciowo (lub wewnetrznie) centrowana, F — sciennie (lub
ptasko) centrowana



Siec krystaliczna

e Siec krystaliczna — kazdemu weztowi sieci Bravais przyporzagdkowany
jest atom lub grupa atomow (takich samych badz innych). Atomy te
stanowig baze tej sieci.

/ sie€ krystaliczna

baza (dwuatomowa)

wektory jednostkowe
sieci Bravais
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11.03.2025

Siec krystaliczna

|

wektory jednostkowe

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wykfad 3

Grafen

baza
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktury gestego upakowania

% e Sie¢ Bravais —
r .j

heksagonalna e Sie¢ Bravais — regularna
o I e baza dwuatomowa E’fasko;entrowana
] ¢ baza jednoatomowa
g + . [ATIABIGHINe, AT
Wl oy |
hcp fcc
11.03.2025
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Przyktady struktur krystalicznych

Struktura regularna centrowana objetosciowo (bcc)

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura regularna centrowana objetosciowo (bcc)

e Siec Bravais — regularna centrowana objetosciowo

(LK=8) e baza jednoatomowa
» e [N
[ ]
(LK=8) e Sie¢ Bravais — regularna prosta

baza dwuatomowa

o [T
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura prosta regularna (sc)

—@

e Struktura NaCl

11.03.2025

NaCl

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura prosta regularna (sc)

e Siec Bravais — prosta regularna

(LK=6)

e baza jednoatomowa

. np.-

e Struktura NaCl

NaCl e Sie¢ Bravais — regularna ptasko centrowana
e baza dwuatomowa

(LK=6) e dwie podsieci Na i Cl, kazda z nich fcc, przesuniete
wzgledem siebie o potowe boku lub potowe gtéwne;j
przekatnej

11.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 22



Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura diamentu

11.03.2025
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura diamentu

e Sie¢ Bravais — regularna ptasko centrowana
(LK=4)  baza dwuatomowa utworzona z jednakowych atomoéw
(jeden atom w wezle sieci Bravais, drugi w % gtownej

przekatnej)

e np.:|C, Si, Ge

@ 1,=0357nm

e Struktura ZnS (blendy cynkowej)
¢ e Sie¢ Bravais — regularna ptasko centrowana

e baza dwuatomowa utworzona z réznych atomow
(jeden atom w weZle sieci Bravais, drugi w % gtdwne;j
przekatnej)

e np.:| GaAs, CdTe

(LK=4)
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura wurcytu

11.03.2025
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura wurcytu

©Ga Sie¢ Bravais — heksagonalna hcp
e N

baza czteroatomowa utworzona z réznych atomow

struktura o wigzaniach tetraedrycznych

dwie sieci hcp przesuniete wzgledem siebie wzdtuz osi c
— podsie¢ anionowa i kationowa

e np.:|CdS, ZnO, GaN
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Co ,transformuje sie wg reprezentacji”?

Pole skalarne (np. V(7))
Pole wektorowe (np. E(7))

Dowolna ich kombinacja (iloczyn, gradient, itp.)

O pe ratO I ( N p . H am | |t0 N |a N - petny Hamiltonian odpowiada reprezentacji

petnosymetrycznej, ale np. Hamiltonian zaburzenia niekoniecznie)

Deformacja czasteczki 0

Generatory obrotow R,, RyR, o—o @

)

@

@
o9 o
o
o.
é—o o




Symetrie punktowe

Operacje symetrii danego obiektu — przeksztatcenia nie zmieniajgce
wygladu tego obiektu

Symetrie punktowe — takie, dla ktorych operacje symetrii zachowuja

przynajmniej jeden punkt przestrzeni
Elementy symetrii, wzgledem

Podstawowe punktowe ktorych wykonywane sq dane
operacje symetrii: operacje symetrii:

e  Obroty whasciwe =  osie obrotu

N Inwersja =  srodek inwersji

N Odbicie zwierciadlane =  pfaszczyzna zwierciadlana

. Obroty niewfaéciwe (obréti =  osie obrotow niewtasciwych
nastepujace po nim odbicie
od ptaszczyzny L do osi)

lub: e Obroty inwersyjne (obréti  —  osje inwersyjne

nastepujgca po nim
inwersja)
12.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 29



Symetrie punktowe - obroty

i : = %

C;\ D

c. \J a)

o o

15.1 Niektore elementy symetrii szeScianu.
b)

0§ dwukrotna, tréjkrotna 1 czterokrotna

zostaly oznaczone zgodnie z obowigzujacg 15.2 Czasteczka NH; (a) ma of tr6jkrotna
(C3), natomiast czasteczka H,O (b) ma o8
dwukrotng (C>). Obydwie czgsteczki maja
rowniez inne elementy symetrii

konwencja

P.W. Atkins, Chemia fizyczna
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Symetrie punktowe - odbicia

15.3 Czasteczka H,O ma dwie plaszczyzny
zwierciadlane. Obydwie sa plaszczyznami
wertykalnymi (tzn. zawierajg o§ giéwna),
oznacza si¢ je wiec jako oy i o)

P.W. Atkins, Chemia fizyczna

12.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Symetrie punktowe — obroty niewtasciwe

15.6 a) Czasteczka CHy4 ma czterokrotng o§ niewlasciwg (S,); czasteczka ta jest nieodréznialna
po obrocie 0 90° i nastgpujgcym po nim odbiciu w plaszczyZnie horyzontalnej, ale zadna

z tych operacji z osobna nie jest operacjg symetrii czasteczki. b) Etan w konformacji
naprzemianlegtej ma oS Sg, ktéra jest ztozeniem obrotu o kat 60° i odbicia

P.W. Atkins, Chemia fizyczna
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Symetrie punktowe —

£\

2

obroty inwersyjne

0

b
b
5\
b
A\

\
N

|
|
Y

Rys. 1.5. Obrot inwersyjny. Punkt P, przechodzi w P pod wplywem obrotu o kat ¢ wzgledem osi pionowej,
a nastepnie w punkt P, przez inwersje wzgledem punktu O lezacego na osi obrotu

J. Ginter, Wstep do fizyki atomu, czgsteczki i ciata statego

12.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur
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Symetrie punktowe — obroty inwersyjne

] ==

Rys. 1.7. Odbicie zwierciadlane wzgledem plaszczyzny po-
ziomej jest ztozeniem obrotu o kat = wzgledem osi piono-
wej i inwersji wzgledem punktu O

J. Ginter, Wstep do fizyki atomu, czgsteczki i ciata statego
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Podstawowe symetrqi&e szescianu
24

Six 2-fold axes Center of inversion

Nine mirror planes

@ 2007 Thomson Higher Education

http://www.nyu.edu/classes/tuckerman/honors.chem/lectures/lecture 20/nodel.html
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Stosowane oznaczenia

Element symetrii Schonflies | Hermann- | Streitwolf Operacja
(czasteczki) | Mauguin | (krysztaty)
(krysztaly)
Tozsamos¢ E 1 < 1-krotny obroét
Os obrotu Cn n 5n n-krotny obrot (360°/n)
Plaszczyzna symetrii o m D odbicie
Srodek symetrii J 1 J Inwersja

OS obrotu S . . n-krotny obrot + odbicie
niewtasciwego &

Os obrotu _ n bor n-krotny obrot + inwersja
inwersyjnego n

W krysztatach mozliwe s3 osie obrotu 1-, 2-, 3-, 4- i 6-krotne

12.03.2025

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 36




Grupy punktowe

e a b c d I

. rzad tej grupy wynosi 6

a a b e d I & . . :

° grupa JESt nieprzemienna
b b e o ,f C d ° np.:. cea-= d
( ¢ f d ¢ b a aec=f

P. Kowalczyk, Fizyka czgsteczek



12.03.2025

Klasy elementow sprzezonych

Jesli x i z s dowolnymi elementami grupy, to przeksztatcenie
podobienstwa y =zlexez prowadzi do elementu y sprzezonego do
X za pomocg elementu z

Petny zbidr elementow grupy, ktdre sg ze sobg wzajemnie sprzezone
(za pomoca dowolnych elementéw grupy) nazywa sie klasgq.

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Grupa symetrii czasteczki amoniaku, C,,
Tabela grupowa grupy C,,

(notacja Schonfliesa)

Czgsteczka NH,

H

Gl ElGlal ol o e rzad tej grupy wynosi 6
> > > 12| O o grupa jest nieprzemienna
O 3 3
| | : X 5 . grupa zawiera 3 klasy:
alo|laoal|lo|c E | G

— {E} — klasa elementu

(o]

s 5 neutralnego
—  {G;, G’} —obroty
- {0y, 0,, 03} —odbicia

P. Kowalczyk, Fizyka czasteczek



Macierze operacji symetrii

Punktowe operacje symetrii s3 izometriami, a wiec kazdej z nich mozna
przypisac¢ jakgs macierz ortogonalng M (tzn. taky, ze M1 = M" oraz
detM = £1)

W oczywisty sposdb macierze te bedg spetniaty reguty mnozenia
grupowego:

jesli: aebh =c

to: M(a)-M(b) = M(c)

Zbiodr takich macierzy, z dziataniem mnozenia macierzy takze bedzie
stanowit grupe — jedng z mozliwych reprezentacji grupy operacji
symetrii G

12.03.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Macierze operacji symetrii
Na przyktad:

M. ,)=
M (i)

M(o,.)

XZ

COS&x

sin &

0

-1 0

—sina 0
cosa O
0 1_
0
0
_1_
0
0

— macierz obrotu wokot osi z o kat a

— macierz inwersji

— macierz odbicia w ptaszczyznie y =0



Charaktery reprezentacji

Charaktery reprezentacji to slady macierzy reprezentacji

Dla wszystkich wzajemnie sprzezonych elementdow grupy charaktery
sg takie same (tzn. dla wszystkich elementdéw danej klasy)

Charaktery wszystkich macierzy /, A, B, ... danej reprezentacji G
tworza wektor charakterow reprezentacji:

(x(D))
x(A)
x(B)
L

2(1) =




Charaktery reprezentacji

Wiasnosci wektorow charakterow reprezentaci

Dla kazdej reprezentacji nieprzywiedlnej (i tylko dla nieprzywiedlnej)
I kwadrat dtugosci wektora charakterow tej reprezentacji jest rowny

rzedowi grupy, n: uzyteczne kryterium
‘)—(»(1—»)‘2 — 5 nieprzywiedlnosci
reprezentacji!ll

Wektory charakterow dwoch réznych reprezentacji nieprzywiedlnych
sg ortogonalne

)?(E)'ﬂ?(rz)zo



Charaktery reprezentacji

Wsrod reprezentacji nieprzywiedlnych zawsze istnieje
jednowymiarowa reprezentacja jednostkowa, dla ktorej wektor
charakteréw ztozony jest z samych jedynek (najczesciej nazywana
jest ona reprezentacja A;)

Rozktadu reprezentacji przywiedlnej 1" na nieprzywiedlne I, mozna
dokonad poprzez rozktad wektora charakteréw reprezentacji
przywiedlnej ¥ na wektory charakteréw reprezentacji
nieprzywiedlnych I :

Z(Y) — Zai .;?(Fi)

a, okresla ile razy w blokowej postaci 1" wystgpi blok macierzy
reprezentacji I



Charaktery reprezentacji

Tabela charakteréw reprezentacji nieprzywiedlnych grupy C;,,

lub krocej:

E 2 -1 0 | (xy), (Ry,R))




Teoria grup a mechanika kwantowa

Rownanie Schrodingera opisujace dany uktad fizyczny jest niezmiennicze
wzgledem operacji symetrii tego uktadu. Tak wiec dziatanie tych operacji
symetrii nie moze zmieniac energii uktadu (nie wyprowadza poza dany
poziom energetyczny)

Funkcje falowe zwigzane z danym poziomem energetycznym uktadu przy
operacjach symetrii przechodzg nawzajem na siebie, czyli wyznaczajg pewng
reprezentacje (nieprzywiedlng !) grupy symetrii ukfadu.

Wymiar reprezentacji okresla liczbe réznych funkcji falowych o tej samej
energii, a wiec degeneracje stanu.

Bardzo czesto stany nazywa sie nazwami nieprzywiedlnych reprezentacji,
wedftug ktorych transformujq sie ich funkcje falowe.



Teoria grup a mechanika kwantowa

Teoria grup pozwala np.:

1. przewidzieé zerowanie sie elementéw macierzowych operatoréw z
funkcjami falowymi réznych standw (a wiec znalez¢ np. reguty
wyboru przejs¢ optycznych)

2. przewidzie¢ schemat rozszczepien stanow zdegenerowanych pod
wptywem zaburzenia obnizajgcego symetrie hamiltonianu

Ad. 1

- Stan poczatkowy ma okreslong symetrie (repr. )

- Hamiltonian zaburzenia ma okreslong symetrie (repr. ;)

- Przejscie do stanu koncowego o symetrii I, jest dozwolone gdy:

I'nel'y x Fp _
Pojedynczy foton o polaryzacji F||z
transformuje sie jak f(x) =«



§ y
| 80
/ Y -—-N -— -—- -
& e I( IIr X ( |l %
| | ' i|! |
| | | | |

<

\
/x
y

B

(w tym wypadku i tak wszystkie reprezentacje sg 1-wymiarowe)
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ELEMENTY MECHANIKI
KWANTOWEJ CIALA STALEGO



Klasyczny model Drudego

Naiwny obrazek: sztywne kulki — elektrony zderzajg sie ze
sztywnymi kulkami — rdzeniami atomowymi; rozproszenie jest

izotropowe
" o %e

—> YV, <«— E|

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Electrona_in_crystallo_fluentia.svg
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4d/Electrona_in_crystallo_fluentia.svg

Klasyczny model Drudego

Srednia droga swobodna lgr— rzedu odlegtosci miedzyatomowych

sredni czas pomiedzy zderzeniami:

[,
— sr
Ts'r _ y
sr d{ v N —
klasyczne réwnanie ruchu: M — —eF — _<p>
dt Ts'r
w stanie ustalonym dostajemy:
N 2
B - P ent, - _
]:—envu=—en< >: E =0oF
m m

liczymy t,, dla miedzi:

o (300 K) ~5,85-107 /Q'm _14
n~8,5-1028 m-3 — T, =~ 2,5 -10

m=9,1-1031 kg

S



Klasyczny model Drudego

e  jakobliczy¢ v, ?
— tak jak Drude — gaz doskonaty (rozktad Boltzmanna), T=300K:

vs,rzwf%—Tzl,ZlOsm/S = [,~3nm=30A
m

- tak jak Sommerfeld — zdegenerowany gaz Fermiego (rozktad Fermiego-

Diraca):
Vv, = 2L, ~1,6-10°m/s — [,=40 nm = 400A
m
. to juz jest znacznie wiecej niz odlegtos¢ miedzy atomami, a w

niskich temperaturach i czystych metalach /_ér moze by¢ jeszcze
znacznie wieksze (rzedu milimetréw)

klasyczny obraz zatamuje sie



Dygresja — prawo Wiedemanna-Franza

i . k — przewodnictwo cieplne
—=LT . o — przewodnictwo elektryczne
O . L — liczba Lorentza
2
3(k
. Drude: L, . == £
20 e

Sind nur einfache Kerne vorhanden, deren Ladung + e
18t, so folgt:
k

(20) LIS (-.“‘_)ﬂ 7,

o €



Dygresja — prawo Wiedemanna-Franza

i . k — przewodnictwo cieplne
—=LT . o — przewodnictwo elektryczne
o3 . L — liczba Lorentza
2
3(k
. Drude: Ly . =— £
2\ e
2
7’ (k,
e  Sommerfeld: Lsommerfeld =
3 \e
. Model Drudego kompletnie zle opisywat elektronowy wktad do

ciepta wiasciwego



Rownanie Schroedingera catego uktadu

e Zacznijmy od wypisania petnego hamiltonianu...



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Petny nierelatywistyczny hamiltonian uktadu jader i elektrondéw:
Z,Z.e

—

RN—EK‘:

p; P; 1 e’ 1
+2 + Zi - Z‘r_ ‘ 47ngNZ<;‘<

—2m S'2M, 4ng S —rj\ 47ng ~

gdzie: ¥ =(F,7,F,....), R=(R,R,,R;,..)

H =

P2 1 e’
E + E — +V(r, R)+G(R)
2M,  Ars, S| -7

2m

wspotrzedne obu poduktadow — elektronowego i jgdrowego
(jonowego) s3 nietrywialnie przemieszane, sugerujac, ze separacja

zmiennych elektronowych i jgdrowych jest niemozliwa

mozliwe rozwigzanie: przyblizenie adiabatyczne Borna-Oppenheimera



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

1.  Jony (sie¢) drgajg powoli w porodwnaniu z czestoSciami charakterystycznymi
dla elektrondw; mozna wobec tego przyjac, ze dla kazdego chwilowego
pofozenia jondw elektrony znajdujg sie w stanach kwantowych
odpowiadajgcych potencjatowi aktualnej konfiguracji jonéw.

2. ,Zamrazamy” wiec jony w ich chwilowych potozeniach i rozwigzujemy
elektronowe rownanie Schrodingera:

2 2
.3 D; 1 e
H,y"(F;R) = + > +V(F,R) ! (#R)= EX(R)-wh (¥;R)

—2m  4re, 171.—7’].‘

i<j

otrzymujemy wieloelektronowe funkcje falowe wfl (7; R) zalezne od
potozen wszystkich elektronow, sparametryzowane chwilowymi
pofozeniami wszystkich jgder (jonow) R . Wskaznik k reprezentuje zblor
liczb kwantowych wieloelektronowego stanu kwantowego. Energie Ee, (R)
takze zalezg od parametrow R.



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Rozwigzania dla petnego hamiltonianu uktadu elektrondw i jader (jonéw)
poszukujemy teraz w postaci (ewentualnie w postaci kombinacji liniowej
takich rozwigzan odpowiadajgcych réinym mozliwym funkcjom sz (7¥;R)):

W(7, R) = D(R)- /' (7 Ry
Pamietajac, ze operatory pedu dla jonéw beda dziataty takze na v’ (7; R)
otrzymujemy:

HY(#,R) = [Z 2;; +EN(R)+ G(R)j‘l’(r R)=

—y m){z Zf; +EL(R)+ G<é>}®<ﬁ) +

N N

RV, DR)-V, yh (75 R+ D(R)A , v (7 )|



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Jesli mozna zaniedbac drugg linijke powyzszego wzoru (rézniczkowania
wieloelektronowej funkcji falowej po wspadtrzednych jonéw) — patrz J.M.
Ziman, ,\Wstep do teorii ciata statego”, to otrzymujemy réwnanie na funkcje
CD(]?) w formie rownania Schrodingera:

2

P k
[Z R +E! (R)+G(R)jCD(R) E*®(R)

tzn. (D(E) ma sens funkceji falowej opisujacej ruch jader (jonow) w
potencjale wzajemnego ich oddziatywania G(R) oraz adiabatycznego
wktadu elektronow w energie ruchu jgder/jonow (energie sieci) Ek (R)

Cztony zaniedbane dajg sprzezenie pomiedzy poduktadami elektronow i
jader (jondw) — sprzezenie elektron-fonon



Ruch jondéw (drgania sieci), przyblizenie harmoniczne

Réwnowagowy ukfad potozen jader/jondw (réwnowagowa wartos¢ statej
sieci) odpowiada minimum efektywnego potencjatu:
k 5 k(D 5
U* o (R) = L (R)+ G(R)
w ktérym poruszajg sie jadra (jony)

—

Rozwijajac U, wokdt potozenia rownowagi R0 (czton liniowy zniknie)
Uy (R)=U; (R,)+U'(5R)

otrzymujemy energig potencjalng sieci jako funkcje zawierajaca cztony co
najmniej kwadratowe we wzglednych przesunieciach jonow OR.
Ograniczenie sie do cztondw kwadratowych daje nam obraz drgan sieci jako
zbioru sprzezonych oscylatorow harmonicznych; dotozenie wyzszych
cztondw rozwiniecia daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalnos¢
termiczng, oddziatywanie fonon-fonon)



Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

2 2
H,y}(F;R) = ot D = q‘+V<r,R> vy (FiR)=Ey(R)-w,(F;R)
i 0 i<y

ri_rj

Jak je rozwigzac?
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