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Klasyczny model Drudego

Naiwny obrazek: sztywne kulki — elektrony zderzajg sie ze
sztywnymi kulkami — rdzeniami atomowymi; rozproszenie jest

izotropowe
" o %e

—> YV, <«— E|

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Electrona_in_crystallo_fluentia.svg
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Klasyczny model Drudego

Srednia droga swobodna lgr— rzedu odlegtosci miedzyatomowych
Sredni czas pomiedzy zderzeniami:

|

Sr

- d(p)

klasyczne rownanie ruchu: — L =—ek-——-

T. =

Sr

w stanie ustalonym dostajemy:

2 2
j=—-env, = en<p>:enré”I§:oE
m m

!

liczymy t,, dla miedzi:

o (300 K) ~5,85-107 /Q-m 1
n~8510% m3 — Ty = 2,510 S

m=9,1-1031 kg



Klasyczny model Drudego

jak obliczy¢ v, ?
tak jak Drude — gaz doskonaty (rozktad Boltzmanna), T=300K:

vérz‘/?’k—Tzl,Z-losm/s = |,.~3nm=30A
m

tak jak Sommerfeld — zdegenerowany gaz Fermiego (rozktad Fermiego-
Diraca):

2F,
m

Ve = ~16-10°m/s => |~ 40 nm = 400A
to juz jest znacznie wiecej niz odlegtos¢ miedzy atomami, a w
niskich temperaturach i czystych metalach /_ér moze by¢ jeszcze
znacznie wieksze (rzedu milimetréw)

klasyczny obraz zatamuje sie



Dygresja — prawo Wiedemanna-Franza

i . k — przewodnictwo cieplne
— =T . o — przewodnictwo elektryczne
O . L — liczba Lorentza
2
3(k
. Drude: LDrude =—| £
2\ e

Sind nur einfache Kerne vorhanden, deren Ladung + e
18t, so folgt:
k

(20) LIS (-.“‘_)ﬂ 7,

o €



Dygresja — prawo Wiedemanna-Franza

i . k — przewodnictwo cieplne
— =T . o — przewodnictwo elektryczne
O . L — liczba Lorentza
2
3k
. Drude: LDrude = —| —
2\ e
2
1 B 7° (kg
. Sommerfeld: Sommerfeld — 3 o
. Model Drudego kompletnie zle opisywat elektronowy wktad do

ciepta wiasciwego



Rownanie Schroedingera catego uktadu

e Zacznijmy od wypisania petnego hamiltonianu...



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Petny nierelatywistyczny hamiltonian uktadu jader i elektrondéw:

Pz 1 % 1 < Z,Z,¢€

gdzie: F=(F,F,,F,...), R=(R,R,,R;,...)

Z P, 1 S ez 1V (F,R)+G(R)
2m 2M,, F rj\ |

472.‘90 i<j (N —

. wspoitrzedne obu poduktadow — elektronowego i jgdrowego
(jonowego) sg nietrywialnie przemieszane, sugerujac, ze separacja
zmiennych elektronowych i jgdrowych jest niemozliwa

. mozliwe rozwigzanie: przyblizenie adiabatyczne Borna-Oppenheimera



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

1.  Jony (sie¢) drgajg powoli w porodwnaniu z czestoSciami charakterystycznymi
dla elektrondw; mozna wobec tego przyjac, ze dla kazdego chwilowego
pofozenia jondw elektrony znajdujg sie w stanach kwantowych
odpowiadajgcych potencjatowi aktualnej konfiguracji jonéw.

2. ,Zamrazamy” wiec jony w ich chwilowych potozeniach i rozwigzujemy
elektronowe rownanie Schrodingera:

2

e _— — _. R
> ——+V(F,R) [wq(F;R)=E4(R) - vy (F;R)
om 47ng Sn-r

Hawe (F;R) = Z

otrzymujemy wieloelektronowe funkcje falowe l//ek| (F; R) zalezne od
pofozen wszystkich elektrondw, sparametryzowane chwilowymi
pofozeniami wszystkich jgder (jonow) R . Wskaznik k reprezentuje zblor
liczb kwantowych wieloelektronowego stanu kwantowego. Energie EeI (R)
takze zalezg od parametrow R.



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Rozwigzania dla petnego hamiltonianu uktadu elektrondw i jader (jonéw)

poszukujemy teraz w postaci (ewentualnie w postaci kombinacji Iiniowel

takich rozwigzan odpowiadajgcych réinym mozliwym funkcjom z//ekI (r;R)):
¥(F,R) = ®(R) v’ (F;R)

Pamietajac, ze operatory pedu dla jonow bedg dziataty takze na Wd (r; R)

otrzymujemy:
2

HY¥(F,R) :(Z 2|F\)/|N

N N

EX(R) +G(F§)]\P(r, R) =
P

ViERIT

2
N

EX(R) +G(F§)}q>(fa) +

n’ 5 5 3 R
_ZZM {2V§N®(R)-V§ng(riR)+CD(R)AF;N‘//:|(“R)}
N

N



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Jesli mozna zaniedbac drugg linijke powyzszego wzoru (rézniczkowania
wieloelektronowej funkcji falowej po wspadtrzednych jonéw) — patrz J.M.
Ziman, ,\Wstep do teorii ciata statego”, to otrzymujemy réwnanie na funkcje
®(R) w formie rownania Schrédingera:
P2 e
> EX(R)+G(R) |®(R) = E*O(R)
2M

N

tzn. cI)(R) ma sens funkcji falowej opisujacej ruch jader (jonow) w
potencjale wzajemnego ich oddziatywania G(R) oraz ad/abatycznego
wktadu elektronéw w energie ruchu jgder/jonéw (energie sieci) EeI (R)

Cztony zaniedbane dajg sprzezenie pomiedzy poduktadami elektrondw i
jader (jondw) — sprzezenie elektron-fonon



Ruch jondéw (drgania sieci), przyblizenie harmoniczne

Réwnowagowy ukfad potozen jader/jondw (réwnowagowa wartos¢ statej
sieci) odpowiada minimum efektywnego potencjatu:

U« (R) = EX (R)+G(R)
w ktérym poruszajg sie jadra (jony)

—

Rozwijajac U, wokdt potozenia rownowagi Ro (czton liniowy zniknie)
Ug (R)=Uy (R))+U (R)

otrzymujemy energie potencjalna sieci jako funkcje zawierajacg cztony co
najmniej kwadratowe we wzglednych przesunieciach jonéw JOR.
Ograniczenie sie do cztondw kwadratowych daje nam obraz drgan sieci jako
zbioru sprzezonych oscylatorow harmonicznych; dotozenie wyzszych
cztondw rozwiniecia daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalnos¢
termiczng, oddziatywanie fonon-fonon)



Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

2

e - —_ - —_ — - —_
> ——+V(F,R) [wq (F;R) = E4(R) -y (F;R)
2m 47[50 = T — rj‘

Hawe (F;R) = Z

Jak je rozwigzac?
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Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

. Jedna z metod: LCAO-MO z przyblizeniem Hartree-Focka — metoda
samouzgodniona (rozwigzania iteracyjne), n-elektronowa funkcja
falowa w postaci pojedynczego wyznacznika Slatera, automatycznie
zapewniajgcego antysymetrycznosc funkcji falowej ze wzgledu na
przestawienie dwoch dowolnych elektronéw:

(Dls (rl’S) (Dlp(rZ’S ) p(rn’ n)
o 1 @)y (F,s P (r,,s,) .. @o;(F,s,
¥(r,F,, 1. [,8,5,5,. S )=—x|’ (F:8,) @2°(T2:52) ( )
(rl’sl) (an(rZ,S) p(rn’ n)

. kazdy z jednoelektronowych spinorbitali (p,p( i1 ,) musi by¢

inny — dwa spinorbitale mogg np. miec¢ te samg czesc orbitalng, ale

wtedy muszg sie rdznic¢ spinem: 11 _ 10
@; (1) 0 ' o, (1) 1




Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

. W metodzie ,,oddziatywania konfiguracji” poszukuje sie rozwigzania
zagadnienia wieloelektronowego w postaci kombinacji liniowej
réznych mozliwych wyznacznikdw Slatera (jeszcze trudniejsza

rachunkowo)
. Dla duzej liczby elektrondw metody te sg niewykonalne!
. Sposob na efektywne zmniejszenie uktadow — np. metoda super-cell:

relatywnie nieduzy ukfad periodycznie powtarzany, co imituje uktad
duzy i np. pozbywamy sie w ten sposéb wptywu ,brzegdow” (zerwane
wigzania etc.) — rachunki defektow w krysztatach, struktur
pasmowych krysztatéw mieszanych etc.



Metoda super-cell

Rachunki energii tworzenia defektow w Al,O,

FIG. 1. (Color online) Supercell of Al,O3 containing 2 X2 X 1
copies of the hexagonal unit cell with 120 atoms. Left: side view
along the a axis. Right: top view down the ¢ axis.

N. D. M. Hine. K. Frensch. W. M. C. Foulkes. and M. W. Finnis PHYSICAL REVIEW B 79, 024112 (2009)
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Teoria funkcjonatu gestosci

ELECTRONIC STRUCTURE OF MATTER - WAVE
FUNCTIONS AND DENSITY FUNCTIONALS

Nobel Lecture, January 28, 1999
by
WALTER KOHN

Department of Physics, University of California, Santa Barbara, CA 93106-
9530, USA

wave-number-dependent susceptibility of the uniform gas. This suggested the
hypothesis that a knowledge of the groundstate densily of n(r) for any electronic
system, (with or without interactions) uniquely determines the system. This hypothesis
became the starting point of modern DFT.

Hohenberg-Kohn

A. The Density n(r) as the Basic Variable

The Basic Lemma @he groundstate density nir} of a bound system of

interacting electrons irsome external potential v(r) determines this potenti-
[l

al uniquely

:> the ground state properties of a many-electron system are uniquely determined by an
electron density that depends on only 3 spatial coordinates
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Przyblizenie Hartree (podejscie jednoelektronowe)

Poszukujemy rozwigzania w postaci:
W, B £) =0, (£)-0,(5) 05 (B) - 0, (F,)

Zaktadamy, ze na kazdy elektron dziata sredni potencjat pochodzacy
od jonow i pozostatych elektronow:

2
[Zzprin+ZVi<ﬁ>]‘P(ﬁ,n,@,--- )= B V(0,5 By Ty)

2
Stad mamy: [grln +V; (T, )j ¢, () =E; - ¢,(F) Z E; = E

Jesli kazdy z potencjatéw jest w przyblizeniu taki sam

Vi(n) =V, () = .=V, () =V(r)

to ...



Jednoelektronowe rownanie Schrodingera

2

V() | 0,(1) =, 0,(")
m

gdzie n — zbior liczb kwantowych numerujgcych jednoczgstkowe stany
kwantowe @,(F) oenergiachE,

. stany jednoczgstkowe mogg by¢ obsadzane przez kolejne elektrony
zgodnie z zasadg Pauliego

. trzeba pamietag, ze jesli np. zmienimy istotnie liczbe elektronéw w
danym pasmie, to mozemy spodziewac sie modyfikacji potencjatu V (")
i zmiany widma jednoczgstkowego! (patrz np. renormalizacja przerwy
energetycznej)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

,Nieskonczony problem”: funkcja falowa w catej nieskonczonej przestrzeni

U(f) FeR’

,0graniczony problem”: funkcja falowa gdzie r i k sq ograniczone do 1 komorki
elementarnej (odpowiednio w sieci prostej i odwrotnej)

up(7) - exp (ZE F)

Zysk: k jest dobra liczbg kwantowg, a postac u(r) nas zwykle nie interesuje



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

e dla funkcji periodycznych z okresem sieci: ~ f (F+R_) = f (F)

gdzie: ~ N . .
R, =na, +n,a, +n,a, n,n,,n,eZ

jest dowolnym wektorem sieci Bravais,
dobrg baza rozwiniecia na szereg Fouriera sg funkcje postaci:

g, (7) = exp(iGF)

—_

gdzie: G=ma, +m,a, + m,a, m,m, m, e’z
— wektor sieci odwrotnej

rzeczywiscie:

exp[ié(F+§ )] exp( ) exp(éﬁ ) exp( ) exp[27i - (nm, +n,m, +n,m,)]= exp(iéf)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. (jednoelektronowe) réwnanie Schrodingera:

[2'“+V(r>] o(F) = E-o(F)
m

. rozwinigcie potencjatu: V(r) = ZVG exp(iéF)
G

. rozwiniecie funkcji falowej:  ¢(T) = ZCE eXp(iIZF)
k

U

C, exp(ikP) + 3. C,V; expli (K +G)F|= E- Y C, exp(ikr)
k ,G k

7k ?
Z 2m

k




Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. po przemianowaniu wskaznikéw sumowania k' +G —>k otrzymujemy:
Zexp(lkr) K jC + Z }
. skoro powyzsze réwnanie ma by¢ spetnione dla dowolnego T, to:

— h°k®
vk ( P EJCE +ZVGCE_G =
G
. A wiec dla kazdego K zosobna bedg istniaty rozwigzania

o(F) = ;C exp(ikF)
zawierajgce wspotczynniki C rozwiniecia
roznigce SIQ od k o dowolny wektor sieci odwrotne;j. Oznacza to, ze
wektor k jest dobrg liczba kwantowg, numerujacg zaréwno stany, jak
ich energie.
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Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

—

rozwigzanie numerowane ,liczba kwantowa” K :
@.(F) = ZCE—G exp[i(k —=G)-r]
G

odpowiadajgce energii wtasnej EE = E(k)
kazde Kk — G jest rownie dobre do numerowania stanéw; wygodnie
jest wybraé wektor najkrotszy (nalezacy do pierwszej strefy Brillouina)

inaczej:

0. (T) = {ZC exp( iG-T )]exp(il?-F):UE(F)-exp(iIZ-F)



Funkcja Blocha

_ . i unkcja
gon,ﬁ(r):unik.(r)-exp(lk-r) fBIochla

Wtasnosci funkcji Blocha

1. wektor falowy |Z nalezy do pierwszej strefy Brillouina i jest dobra
liczbg kwantowgq; n numeruje rézne rozwigzania odpowiadajgce temu
samemu K (indeks pasm)

2. funkcja U . () (amplituda blochowska) jest funkcjg periodyczna z
okresem sieci: N
u (F)=u (F+R)
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Funkcja Blocha

E,(k)=E,(k +G)

expl-iG'T )} expli(k +G)-F=

— wynika z punktu poprzedniego



