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Grupy punktowe
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Klasy elementow sprzezonych

Jesli x i z s dowolnymi elementami grupy, to przeksztatcenie
podobienstwa y =zlexez prowadzi do elementu y sprzezonego do
X za pomocg elementu z

Petny zbidr elementow grupy, ktdre sg ze sobg wzajemnie sprzezone
(za pomoca dowolnych elementéw grupy) nazywa sie klasgq.
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Grupa symetrii czasteczki amoniaku, C,,
Tabela grupowa grupy C;,

(notacja Schonfliesa)

Czasteczka NH,

N

01 O] O3 o2 I C ’:2 (_'-_:_. d I’Zad tej grupy WynOSi 6
0> 0> 0] ok ( E ( }2 ° grupa jESt nieprzemienna

- : . grupa zawiera 3 klasy:
alo|lo|a|G|Cc E

- {E} — klasa elementu
neutralnego

- {G;, G2} —obroty

P. Kowalczyk, Fizyka czasteczek - {0,, 0,, 03} — odbicia




Macierze operacji symetrii

Punktowe operacje symetrii sg izometriami, a wiec kazdej z nich mozna
przypisac¢ jaka$ macierz ortogonalng M (tzn. taky, ze M1 = M" oraz
detM = £1)

W oczywisty sposdb macierze te bedg spetniaty reguty mnozenia

grupowego:
jesli: aebh =c
to: M(a)-M(b) = M(c)

Zbiodr takich macierzy, z dziataniem mnozenia macierzy takze bedzie
stanowif grupe — jedng z mozliwych reprezentacji grupy operacji
symetrii G
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Macierze operacji symetrii
Na przyktad:

cosa —sina 0]
M(C,,)=|sihna cosa O
0 0 1
-1 0 0
M@{@=0 -1 0
0 0 -1
1 0 O]
M(o,,)=|0 -1 O
0 0 1

— macierz obrotu wokof osi z o kat a

— macierz inwersji

— macierz odbicia w ptaszczyznie y =0



Os symetrii x=0

Czesc Czesc
flx)
antysymetryczna symetryczna
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Os symetrii x=0

 Rozwazmy grupe z symetrig odbicia x—>-x
e Grupama 2elementy: E, o
* Tabela charakterow reprezentacji nieprzywiedlnych:

+1 Symetryczna: f(-x) = f(x)
-1 Antysymetryczna: f(-x) = -f(x)

Czes$¢ symetryczna: ( f(x)+f(-x) ) /2
Czes¢ antysymetryczna: ( f(x)-f(-x) ) /2
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Os symetrii x=0

e Ogodlnie rzutowanie obiektu (tu: funkcji) na dang
reprezentacje:

a — operacje symetrii w grupie
f (z) = Z Xr(a)f(a(a:)) x' (a) — charaktery danej reprezentacji
a

+1 Symetryczna: f(-x) = f(x)
-1 Antysymetryczna: f(-x) = -f(x)

Czes$¢ symetryczna: ( f(x)+f(-x) ) /2
Czes¢ antysymetryczna: ( f(x)-f(-x) ) /2
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Funkcje zgodne z symetrig

* Grupa z 1 ptaszczyzng symetrii (C,):
— Funkcje antysymetryczne: f(x) = x, (rowniez x3, sin(x), ...)
— Funkcje symetryczne: X2



Funkcje zgodne z symetrig

* Grupa z 2 ptaszczyznami symetrii (C,,)

y

+ ]+
+ ]+

| +
a,
B

-+
x

'X

2020-03-25 Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 4

X

y
y

X

B

11



Funkcje zgodne z symetrig

* Grupa z 2 ptaszczyznami symetrii (C,,)

ﬂ-nﬂ-- -+
“ +1 +1 z X% y? 72
+1 -1 -1

N - xv
“ -1 +1 -1 X Xz
ﬂ -1 -1 +1 y yz

f(r) ==
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Funkcje zgodne z symetrig

* Grupa z 3-krotng osig symetrii (Cs,)

‘v ®— = b
Zaktadajac, ze reprezentacja jest 1-wymiarowa
g F(Cs(7) = X(Cs) - ()
°
o2 6 >C>0->GC G 2G6G2>G6G
o, X
‘e 1 x(o) - x(C3) - x(a) - x(Cs) =1 x(C3) - x(C3) - x(C3) =1
X(C3))° =1 X(C3)]? =1
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Funkcje zgodne z symetrig

* Grupa z 3-krotng osig symetrii (Cs,)
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Funkcje zgodne z symetrig

* Grupa z 3-krotng osig symetrii (C;,)

H HHI-
: X2+y?, 72
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(x*-y?, xy)
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(xz, yz)
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Dygresja:
Gdy charaktery sg zespolone, czesto paruje sie je w wiekszg
reprezentacje (przywiedlng)

G|E G G G |E ¢ ¢

A |1 1 1 Al1 1 1

> {1 € E*} E |2 -1 1
1 ex €

1 2v3
e =exp (2mi/3) = —3 + %
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Co ,transformuje sie wg reprezentacji”?

Pole skalarne (np. V(7))
Pole wektorowe (np. E(7)
Dowolna ich kombinacja (iloczyn, gradient, itp.)

O pe ratO I ( N p . H am | |t0 N |a N - petny Hamiltonian odpowiada reprezentacji
@

petnosymetrycznej, ale np. Hamiltonian zaburzenia niekoniecznie)
Deformacja czasteczki ,® Cp 0@
Generatory obrotow R,, R, R, ¢ —¢—% &
® ¥ -
é o o




Charaktery reprezentacji

Charaktery reprezentacji to slady macierzy reprezentacji

Dla wszystkich wzajemnie sprzezonych elementdow grupy charaktery
sg takie same (tzn. dla wszystkich elementdéw danej klasy)

Charaktery wszystkich macierzy /, A, B, ... danej reprezentacji G
tworza wektor charakterow reprezentacji:

(1))
x(A)
x(B)
_—

x(I) =




Charaktery reprezentacji

Wiasnosci wektorow charakterow reprezentacii

Dla kazdej reprezentacji nieprzywiedlnej (i tylko dla nieprzywiedlnej)
G kwadrat dtugosci wektora charakterow tej reprezentacji jest

rowny rzgdowi grupy, n: uzyteczne kryterium
py 2 _ nieprzywiedlnosci
‘Z(r)‘ =N re HI
prezentacji!!!

Wektory charakterow dwoch réznych reprezentacji nieprzywiedlnych
sg ortogonalne

2(I)- x(T3)=0



Charaktery reprezentacji

Wsrod reprezentacji nieprzywiedlnych zawsze istnieje
jednowymiarowa reprezentacja jednostkowa, dla ktérej wektor
charakteréw ztozony jest z samych jedynek (najczesciej nazywana
jest ona reprezentacja A;)

Rozktadu reprezentacji przywiedlnej 1" na nieprzywiedlne I, mozna
dokonad poprzez rozktad wektora charakteréw reprezentacji
przywiedlnej Y na wektory charakterow reprezentac;ji
nieprzywiedlnych G, :

7(00) =, ()

a, okresla ile razy w blokowej postaci 1" wystgpi blok macierzy
reprezentacji I



Charaktery reprezentacji

Tabela charakteréw reprezentacji nieprzywiedlnych grupy C;,

lub krocej:

E 2 -1 0 | (x), (Ry,R))




