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Obsadzenie pozioméw domieszkowych
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
tensor naprezen

Tensor naprezen oy

. naprezenie — sita na jednostke powierzchni
o symetryczny
Xy U
- J 3 ?aprqzenia osiowe 0,,, O,y Oz,
3 scinania o,,=0,,, 0,,= 0,,, 0,,= O,
(|Ub Txyz tyx' U™ Lo Tyzz tzy

\ * dla cisnienia hydrostatycznego:

-p O 0
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —

tensor naprezen
Notacja Voigta

O,
_ _ o,
O, Og O
O3 zastepujemy tensor
Oij—|0s Oy Oy|— - drugiego rzedu
oy, O, O, 4 wektorem
| i o,
Os

konwencja:
11—>1; 22—>2; 3353, 23—>4; 13—>5; 12— 6;



Wtasnosci sprezyste ciat statych —
tensor naprezen

Tensor odksztatcen (deformacji) g;

o = 1 5Ui N 5Uj gdzie U — wektor przemieszczenia
9 OX. OX. wywotany deformacja
J I
_gl_
_ - E
& Vg Y& ? Znowu zastepujemy
& tensor drugiego rzed
s >\ Yrey &, Yorg, | } " Uglego rzead
' £, wektorem (uwaga na %
Yoo, Y25, & w definicji !)
_ _ £
€6
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
liniowa teoria sprezystosci
Liniowa teoria sprezystosci (prawo Hooke’a)

. Tensory naprezen i odksztatcen sg powigzanie relacjami liniowymi (stosujemy
konwencje sumowania po powtarzajgcych sie wskaznikach):

S = Sklijaij lub: Ou = Cklijgij
gdzie Sy i Cy; s tensorami 4 rzgdu — odpowiednio: tensor podatnosci
sprezystej i tensor sztywnosci sprezystej (tensor modutow sprezystosci)

Poniewaz 0 i €;; 53 symetryczne, to:  Cy;; = Cy; = Gy (podobnie dla Sy ;)

Z3danie jednoznacznosci gestosci energii sprezystej:

u—lC EyE
2 klijC Kkl Cij — Ck,,j i Sk,,j majq co najwyzej po
prowadzi do: Ck”j _ Cijkl 21 niezaleznych wspofczynnikow
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

. Stosujgc konsekwentnie notacje Voigta otrzymujemy:
& =30 o, =Cye,
gdzie 0; i €; s3 6-wymiarowymi wektorami odpowiednio naprgzen i

odksztatcen, zas Sl-j i C,-j sg macierzami 6x6 odpowiednio wspotczynnikow
podatnosci sprezystej i modutdw sprezystosci (wspotczynnikow sztywnosci)

. Macierze sprezystosci S,-j i C,-j:
struktura kubiczna (3) struktura heksagonalna (5) ciato izotropowe (2)
e . e . e .
AT e \’\I L
® + -« - @.\;
wspotczynniki jednakowe zera rowne odpowiednio 2(S,,-S;,) lub %(C,,-C;,)
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

W ogdlnosci wspotczynniki macierzy S,-j i C,-j mozna wyrazic przez siebie

poprzez odwrdcenie macierzy

- P
- P
- P
o, =
0
0
- 0 -
14.06.2022

Dla struktury regularnej:

S, +2S,| =

-

C44 - S4_i
C11 - C12 = (811 - 812)_1
kC11 +2C,, = (811 T 2812)_1

-

Scisliwosé dla struktury reqularnej. Cidnienie hydrostatyczne:

- . AV
S11 + 2512 7 = — p . 3(811 + 2312)
S,,+2S,, Scisliwosc:

K:_i' 5_V :3(811+2812)
V L dp ),

modut sprezystosci objetosciowe;j:

4 1 _
B=x 1:§(Sll+2812) 1
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

Modut Younga E i wspofczynnik Poissona v dla struktury regularnej.
Naprezenie osiowe:

O, St = O
) = S.. £&=0,-S,=—=
0 S
0 = g=0y| £, =8 =01"9,="V &
0 0
0 0 U
L O - L O -
modut Younga: wspotczynnik Poissona:
=1 Lo _Su
S11 Sll
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

. Moduf scinania G dla struktury reqularnej. Naprezenie Scinajace:
0 0
o]
0 = 0 — o =04 Sy =—"
0 B 0
%=1 0 5T% modut $cinania:
0 0 1
G=—
| O | | Sua Sy
struktura regularna:
1 S 1
E=— y=——% BZK_1:}(811+2812)_1: = G=—
Sll Sll 3 3 (1— 2V) S44
ciato izotropowe:
1 S E
E=— v=—"1F B:K—1:E(311+2512)—1: = -
S, S, 3 3(1-2v) 2(1+v)

14.06.2022
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Witasnosci sprezyste ciat statych

Cisnienia hydrostatyczne:

zmieniajg strukture pasmowa (energie standw, a wiec np. przerwy
energetyczne, masy efektywne etc.)

Naprezenia osiowe, planarne etc.:

mogg zmienia¢ symetrie, co prowadzi do rozszczepien standw
zdegenerowanych (np. pasm walencyjnych w strukturze diamentu i blendy
cynkowej, bocznych minimdéw pasm przewodnictwa, stanow
domieszkowych etc. etc.)

Potencjaf deformacyjny:

Zmiana energii\danego stanu pod wptywem deformacji jest w przyblizeniu
liniowym proporcjonalna do deformacji, np. zmiana energii ekstremum
pasma pod wptywem deformacji zmieniajgcej objetosc:

Ok, ﬂj podobnie dla innych deformacji, w
\ tym scinajgcych
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Wtasnosci sprezyste ciat statych
— efekt piezoelektryczny

W krysztatach bez srodka inwersji naprezenia prowadzq do zjawisk
piezoelektrycznych:

_ D - wektor indukcji elekt i
Di — ; Ej D — wektor indukcji elektryczne;
E - wektor natezenia pola elektr.

‘/‘ S

|

Przyczynek od efektu piezoelektrycznego ij tensor przenikalnosci elektr.

W notacji Voigta dla krysztatu
o strukturze wurcytu: -

O,
D] [0 0 0 0 d, 0]|°%| [e, 0 O7[E
D,|=l0 0 0 d, 0 0|+ 0 e, 0/|E
D,| |d, dy, dy 0 0 0/|7*| |0 0 eul|E

Macierz wspotczynnikdw piezoelektrycznych
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FALE SPREZYSTE W OSRODKACH
CIAGLYCH



Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Sprobujmy napisac¢ rownanie ruchu dla kostki o wymiarach Ax-Ay-Az

objetos¢ Ax Ay Az

o — O (X)

o, (X+ AX)

\ Pig
\ -
\ //’

\
\ //
\ Pl
\ -
\ e
A\ P2
-
PN
\
\
\
\
\
\

. x-owa sktadowa sity dziatajacej na powierzchnie prostopadte do osi x:

F, =0, (x+Ax)—o, (X)]- Ay Az ~ aag(x) . AX Ay Az
X
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

. analogicznie mozna napisac€ dla x-owych sktadowych sit dziatajgcych na
pozostafe powierzchnie, co prowadzi do wyrazenia na x-owg sktadowa
sity wypadkowe;j: "

Fx — [ao-xx (X) 6ny (X) + aO'ZX(X)
OX

J-AxAyAz

. Réwnanie ruchu na x-owgsktadowa wektora wychylenia G(T,t)
o‘u, oo, 0o, OJc
pP—F =——+ L 41 p — gestosé
o> ox oy oz
. Sktadowe tensora naprezeno,. , w ramach liniowej teorii sprezystosci

ij 7
dajg sie wyrazi¢ przez sktadowe tensora odksztatcen &;; (ktore z kolei sg

odpowiednimi pochodnymi wychylen u,):

1( ou, 8U j
&y =
i OX; ax.

|
oraz maC|erz wspodtczynnikow sztywnosci C;
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

. Dla réznych krysztatéw otrzymane wzory bedg sie roznity; dla krysztafu
kubicznego otrzymuje sie:

2 2 2 2 aZU 2
pa U _ ¢ 0 uX+C44(8 uX+a qu+(C12+C44)( y +8 UZ}

ot2 M ox? oy oz X0y  OXOz
o°u o°u o°u. o4 2 2
/0 zy _Cll 2y +C44 2y + zy +(C12+C44)[a ux + a uzj
ot oy OX 0z oxoy 0yoz
o°u o°u o’u. o4 o%u, O°u
t=C,—++C L4 —2 |+(Cp+ *
P~ 1 44( e oy ] (Ce 44)(8xaz oyoz

sq to klasyczne rownania falowe
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Pﬁazt‘ix — Cn% — fala podtuzna poruszajgca sie z predkoscia v, = %
o°u ou, |
P 5’[2y = Va4 aXzy ~9 44 . | |
[ zdegenerowane fale poprzeczne poruszajgce sie z
p@ZUZ _~ O, predkoscia

o2 448—X2 J
V., = %<V
L [
\ o

predkosc¢ fal poprzecznych jest mniejsza
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

i(ﬁ+ﬁ—a)tJ
o Fale rozchodzgce sie w kierunku [110]: ( (F, t) =U 0 € V2 2
U — fala podtuzna poruszajgca sie z
o, 0%, 0%, o, | , . [c,+c,+2C
Pz = Clly + CMW +(Cpp + C44)@ predkoscig v = [—= 21,20 +
2% o2 o2 22U [ oraz fala poprzeczna U, || [110]
P—7=Cu—= +Cu—+ (C12 T C44) - oruszajgca sie z predkosci
ot oy ox oxoy | P J4 eZpre C)
o°u 0%u, o v = [Cu=Cp
P 8’[22 =Cy 8X22 T 8y22 1L = 25
fala poprzeczna U || [001] poruszajgca
Wyznaczenie 3 predkosci fal sie z predkoscia
rozchodzqgcych sie w kierunku V. — %
[110] umozliwia wyznaczenie 2L P

wszystkich wspotczynnikow C;;
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

K

AT “Tl {
T /ﬁ 1 =

» T
/K
fala w kierunku [100] fala w kierunku [110] fala w kierunku [111]
L:Cll L% (C1‘+C12+2C44) L:—;“(C“ +2C12+4C44)
Y C44 Tl s C44 T :%(Cu = C12 =+ C44)

T,:5 (Ci1—Cr2)

Rys. 20. Efektywne moduty sprezystosci dla trzech rodzajéw fal sprezystych, rozchodzacych sig
wzdluz trzech gléwnych kierunkéw w krysztale o strukturze regularnej. Dwie fale poprzeczne,
ktére rozchodza sie w kierunkach [100] i [111], sa zdegenerowane

Ch. Kittel, ,Wstep do fizyki ciata statego”
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

. Dla kazdego kierunku rozchodzenia sie fali (wersora propagacji) istnieja 3
rodzaje fal — 1 ,,podtuzna” i 2 ,,poprzeczne” z klasycznymi (liniowymi)
relacjami dyspersyjnymi

. W ogdlnosci wszystkie te fale majg rozne predkosci

. Czasami fale poprzeczne sg zdegenerowane (tzn. maja te same predkosci, a
wiec i takie same relacje dyspersyjne)

. Dla dowolnego kierunku propagacji fale nie sg ani scisle podfuzne, ani
scisle poprzeczne
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FONONY
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Przypomnienie — ruch jednowymiarowego, nieskoriczonego tancucha

ztozonego na przemian z
, . a C
roznych mas: : : g;)

n-1 n n+1 n+1

n
M, My Mg Wy | My

stata sitowa

o(q) gatgz drgan

1 1 12
[2C(7,+72)] W Ll i
Q2CIM,)" S,f'\\\\ A | ,-/’ g |
MI>M2 L \’\‘C\\‘;;_‘;’y,/’:’ ‘ ‘ | ! ,\Q\\\‘
@cimy)"” : d;_J T L ;

Rys. 5. Fala przedstawiona za pomoca linii ciaglej nie zawiera zadnych dodatkowych informacji

: ”.?'"—‘s
- i

i g

w stosunku do fali przedstawionej za pomoca linii przerywanej. Do opisania ruchu czastek

ga{aj drgar’] potrzebne sa tylko fale o dlugosci wigkszej niz 2a
akustycznych

q Ch. Kittel, ,Wstep do fizyki ciata statego”

Qla
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Fonony

1.  3rNdrgan normalnych = 3rN jednowymiarowych oscylatorow
harmonicznych

2. kwantowanie oscylatoréw = oscylatory ,numerowane” numerem gatezi s
(jest ich 3r) oraz wektorem falowym (:

Eosc = (nsq + 1/2) ha)s (q)

3. kwant wzbudzenia danego oscylatora nazywamy fononem (kwaziczastka).
Stan kwantowy fononu opisujg liczby kwantowe s i (. Dowolnie duzo
fonondw moze obsadzac ten sam stan kwantowy (bo dany oscylator moze
by¢ w dowolnie wysokim stanie kwantowym) = fonon jest bozonem:

ESq =ha,(q) — energia fononu

h q — kwaziped fononu
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

4.  wrownowadze z termostatem o temperaturze T obsadzenie stanu
fononowego (Srednia liczba fononéw w danym stanie fononowym):

1 . KT w wysokich temperaturach liczba
<nsq (T)> = ha (G) Towo 7 # (—») oc T fononow jest proporcjonalna do
— @ 4 temperatury
e
5. gestos¢ stanow fononowych w przestrzeni wektora § (patrz gestos¢ stanow
elektronowych!) jest stata i wynosi (3D):
_ 1
p0) =
(27)

6. w krysztale z bazg sktadajgcg sie z r atoméw mamy 3 gatezie fononow
akustycznych, dla ktérych w(g=0) =0 (1 ,,podtuznych” LA i2
,poprzecznych” TA) oraz 3r-3 gatezi fonondw optycznych, dla ktorych
w(g=0) # 0 (r-1 ,podtuznych” LO i2r-2, poprzecznych” TO)
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10.

Drgania sieci krystalicznej, fonony

fonony akustyczne w(d=0 odpowiadajg drganiom wszystkich r atomow bazy
w zgodnych fazach (brak momentu dipolowego zwigzanego z drganiami); w
przypadku fonondw optycznych, jesli atomy bazy nie sg jednakowe, takie
momenty dipolowe sie pojawiajg — mozliwe sprzezenie z falg
elektromagnetyczna: dla krysztatdw jonowych silna absorpcja dla czestosci
odpowiadajgcych fononom optycznym (Reststrahlen)

w ogdlnosci (dla dowolnego () ani gatezie ,poprzeczne” ani ,,podtuzne” nie
odpowiadajg scisle drganiom poprzecznym i podtuznym (patrz fale sprezyste
w osrodkach ciggtych!)

w przyblizeniu harmonicznym fonony sq kwaziczgstkami catkowicie ze
sobq nieoddziatujgcymi

wyjscie poza przyblizenie harmoniczne pozwala np. zrozumiec :
skad sie bierze rozszerzalnosé termiczna
dlaczego (fononowe) przewodnictwo cieplne jest skoriczone...
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Aluminium, r = 1 (tylko fonony akustyczne)

10—
Tz | ® [o0g)

1THz =~ 4 meV tak jak to byto przewidziane przez model osrodka ciggtego

R. Stedman, G. Nilsson, Physical Review 145, 492 (1966)

14.06.2022 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 8 32



Drgania sieci krystalicznej, fonony

Krzem Si, r =2 D o = Wrg

25 e e e cam——— S ..__..._,,.i_.... B e

1THz = 4 meV

0 ] | A R R R B LN
00 02 04 06 08 10 08 06 04 02 00 01 02 03 04 05

: : :

J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony
GaAs, r=2

/ WD o > Wro

4! SO

o~ 300}

TYYYY? S TerYYYYII

-

200

Frequency (cm
—
o
S

Pt NP g e

0

L X W L

8cmlx1meV

P. Giannozzi et al., Physical Review B 43, 7231 (1991)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony
NaCl, r=2

k‘\‘-.- / C()LO > a)'l'o

0.0d —To00Td 000 555

g

G. Raunio et al., Physical Review 178, 1496 (1969)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony
GaN (wurcyt), r=4

I K M I A
800 | I I | 1 I ] 1 I | I |
1 E,(LOJ § \\.(LO) :
700 I e 3
< 1 1 ;
600 :Q IE .
— I \D\\ -
1 T 500 I ] E.(TO) 3
8cm*=1meV c I A(TO) ]
O - -
400 ¥ .
5 1 B, :
"_._,\_\__‘___’_’__'.’— _'
g 300 _—— ]
AT 1 ]
200 ! 8
2 E
100
1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 | 1

0
0 01020304050403020.1 0 0102030405

1/2
q, (rl.u.) 37q,(rlu) q, (rl.u.)
T. Ruf et al., Physical Review Letters 86, 906 (2001)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Relacja Lyddane’a—Sachsa—Tellera

(0) gdzie £(0) i () s niskoczestosciowq i
=—3 wysokoczestosciowg statg dielektryczna

(o)  wh

Jedna z ,dynamicznych” definicji tadunku efektywnego —
efektywny, poprzeczny tadunek Borna:

* Eold dzie u jest masg zredukowana, a N —
" = @ |2~ [£(0) — g(c0)] BOZIE K JES: Md>a 3
N koncentracjg drgajgcych par atomow

Czym bardziej spolaryzowane wigzanie pomiedzy
atomami, tym wieksza roznica pomiedzy @, i ;g
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POJEMNOSC CIEPLNA SIEC]
KRYSTALICZNE)



Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej

. Doswiadczalna obserwacja — w wysokich temperaturach molowe ciepto przy
statej objetosci C,~=3R. Jest to zgodne z modelem klasycznym i zasada
ekwipartycji energii — prawo Dulonga-Petita (~3N, jednowymiarowych
oscylatorow na mol, na kazdy wypada Srednio kT energii = molowa
pojemnosc¢ cieplna 3RT). Jednak w niskich temperaturach T—> 0w
niemetalach C,,~T° (a prawo Dulonga-Petita przewiduje C,=const)

. Wktad fononéw do energii wewnetrznej (na jednostke objetosci, bo 0(()
jest liczone na jednostke objetosci):

U()= Z Ihws (9) <nsq (T)>p(ﬁ)d3q gdzie s numeruje gatezie fononéw
s 1SB
. Znajomosc relacji dyspersyjnych dla wszystkich gatezi fononowych pozwala

znalez¢ fononowy wktad do U(T) i ciepto przy statej objetosci liczone na

jednostke objetosci:
oU
- ‘(aT )



Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej

Dwa proste analityczne modele fononowego wktadu do pojemnosci cieplnej
sieci krystaliczne;j:

Model Einsteina: zbior 3N oscylatorow kwantowych, wszystkie o jednakowe;j
energii @, (model w przyblizeniu stuszny dla fonondéw optycznych dla

ktorych o(q) =~ const)

U(T)=3N %@, -(n(T))=3Nfic, - ,ml
ek —1
jesli wzig¢ N=N, , to molowe ciepto:
2 A X
X“e : ho
_2R. N dzie x=—2
C, =3R > 3R g o

2 x—0
@X—Q (T—)
w ten sposob odtwarzamy prawo Dulonga-Petita, ale w niskich
temperaturach otrzymuje sie zaleznosc szybszg niz doswiadczalna !



Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej

@ Model Debye’a: fonony akustyczne z uproszczong (liniowga) dyspersja:

@, =U;(Q (2 gatezie)
@\ =U(q (1 gataz)
. gestosc stanow na jednostke czestosci, na jednostke objetosci, na jedng
(i-t) gataz: 2
— 1 2 1 w
p(w)do, = Pq (G;)d;q; = (27[)3 4z g °dg, = 572 u—;?,da)i

. wszystkie 3 gatezie (zaktadajgc degeneracje obu gatezi poprzecznych):

(w)_a)z. 2 1 _ 30" 1
P 272 \ud u¥) 27 U

u jest pewna Srednig predkoscia
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Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej

. Zatozenie sferycznej symetrii relacji dyspersyjnych zmusza do ograniczenia
sie¢ do obszaru w< ,_ , tak aby catkowita liczba (koncentracja) stanéw
fononowych wyniosta 3N:

®max 1 a)ﬁax
3N = j p(w)dw = T

0

stad: @, =3/67°N -u

oraz definicja temperatury Debye’a: = ha&”‘ax =3/67°N h?u

. Wktad fononow do energii wewnetrznej (na jednostke objetosci):
a)max 3 h a)max a)3
U(()= jha)-p(a))-<n(a),T)>da): 7 o do
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Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej

. , ho
o Zamiana zmiennych: X:ﬁ

3 7 (kTY °7 3 3 k) o
U — . . . dX= .T4. | . dx
(M) 27 U’ (hj I e* -1 27 (huj I e" -1

0 0

i wreszcie, wykorzystujac zwigzek:  ©® =3/67°N h?u

otrzymujemy:
T T 4 QT 3 wktad fononow

Ul — [=9NkO | — | - j - dx (akustycznych) do
C C o € -1 energii wewnetrznej

wg. modelu Debye’a
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Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej

a) niskie temperatury T << 6:

4 3 4 4
U(ljz9Nk®-(lj j X dX:9Nk®-(Tj 2T
® ®) e -1 ®) 15

J

3 . - .
C,ocT zgodnie z doswiadczeniem

b)  wysokie temperatury T >> O:
wtedy w catym obszarze catkowania x << 1 i:

4 /T 3 4 3
U(I)z9Nk®-(lj o X dx=9|\|k@-(1j .E(QJ — 3NKT
0 o) 1T+ x_1 o) 3\T

0

C. =3R prawo Dulonga-Petita, jesli
Vv : ,
obliczymy U dla N, oscylatorow
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Pojemnosc¢ cieplna sieci krystalicznej

22,23
6
o L—__Q_.
5 -
"’/ 17,78 /
1,
4 < A
9/ - /
= [¢) - 1333
g, R :
Un: ‘p E
2 fJ :E; 8,89
o E ﬁﬁf‘gp
1 - §
// 4,44
()_.-—.l’
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
/0,
9 0 1,33 2,66 3,99 5,32 6,65 7,98
diament, linia — model Einsteina Tl

staty argon, linia — model Debye’a

Ch. Kittel, ,Wstep do fizyki ciata statego”
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Pojemnosc cieplna sieci krystalicznej
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>§ 0.6 B i rwrnae Einstein
© ™ I,
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!
!
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1
!
/
!
0 { | | T | J
0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
T/T,
Wikipedia

Uwaga na skale! Model Debye’a dziata tez w wysokich temperaturach
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