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4. Czas relaksacji fazy (czas koherencji fazowej) τφ , długość relaksacji fazy 

(długość koherencji fazowej) lφ  
 Rozproszenia mogą prowadzić do przypadkowych zmian fazy funkcji falowej 

elektronu, a więc zaniku jej spójności fazowej, co z kolei uniemożliwia 
efektywną interferencję. Spójność fazową niszczą rozproszenia nieelastyczne. 
W relaksacji fazy nie biorą udziału „sztywne rozpraszacze”, a tylko 
„fluktuujące” (rozpraszanie na fononach, rozpraszanie elektron-elektron, 
rozpraszanie na domieszkach z „wewnętrznymi stopniami swobody”) 

 Przykład 1 – efekt Aharonova-Bohma 

• Elektron poruszający się z punktu 1 do punktu 2 po pewnej drodze P, na której 
nie znika potencjał wektorowy       (                  )  doznaje przesunięcia fazowego: A
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• Różnica faz pomiędzy dwiema różnymi drogami: 

 
 

 

 jest proporcjonalna do strumienia pola B przez powierzchnię S rozpiętą przez 
obie drogi 
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• Interferencja fal elektronowych poruszających się po obu drogach, 
prawdopodobieństwo transmisji: 

 

 

 T – okresowe w strumieniu ΦB (a więc i w polu B), z okresem 
(kwant strumienia magnetycznego)  
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2DEG w GaAs/Ga0,7Al0,3As 

1 µm 

S. Pedersen et al., Physical Review B, 61, 5457 (2000) 

Średnia droga swobodna vFτtr  6 µm – transport bez rozproszeń (balistyczny) 
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– Czas kwantowy τq, średnia droga swobodna lq = τqvF 

 

– Czas transportowy (czas relaksacji pędowej) τtr, średnia droga swobodna  

ltr   τtrvF 

 

– Czas relaksacji fazy (czas koherencji fazowej) τφ , długość relaksacji fazy 

(długość koherencji fazowej) lφ 

 jeśli τφ  >> τtr ,  to:  

 

       a nie  lφ   τφvF 
      

 gdzie                       – stała dyfuzji 

Skale długości i czasu w transporcie 
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5. Długość fali de Broglie’a elektronu (na poziomie Fermiego): 

 
 

  

 – dla metalu z m*  m0  i  EF  10 eV:       λF  0,4 nm   (!!!) 

 – dla GaAs z m*  0,067 m0  i  EF  10 meV:  λF  47 nm 
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 Nieporównanie łatwiej jest uzyskać efekty uwięzienia kwantowego w 

półprzewodnikach niż w metalach !!! 
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6. Długość magnetyczna lB  
 Promień orbity cyklotronowej najniższego poziomu Landaua: 

 

        
 

 w polu B = 1T:  lB  26 nm 
 

 Energia cyklotronowa:                              

 Dla GaAs (m* = 0,067 m0)  w B = 1T     Ec  1,7 meV 
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7. Rozmiary układu (kropki kwantowej), dla których efekty ładowania 
pojedynczymi elektronami mogą być widoczne  

  

• Energia ładowania pojedynczym elektronem: 
 

• Pojemność „wyspy” (krążka) o promieniu R otoczonej materiałem o stałej 
dielektrycznej ε :  
 

• Aby móc obserwować efekty związane z ładowaniem pojedynczym elektronem 
(np. tzw. blokadę kulombowską), energia ładowania nie może być dużo 
mniejsza od kT (E  kT): 

  
 

  1.    dla ε = 10, T = 300 K:    R  4 nm 

  2.    dla ε = 10, T = 4 K:    R  300 nm 
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Andreas Fuhrer 
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Układy makro- i mezoskopowe, reżimy trasportu 

T. Heinzel, „Mesoscopic Electronics in Solid State Nanostuctures”, VILEY-VCH, 2007 
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• Dyfuzyjny transport elektronowy – rozmiary układów (metale bądź 
półprzewodniki) dużo większe od średniej drogi swobodnej: L >> lq, ltr  
 

Równanie Boltzmanna: 
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• Jest to równanie różniczkowo-całkowe, nieliniowe, w ogólnym przypadku 
niemożliwe do rozwiązania. Największy kłopot sprawia człon zderzeniowy! 
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1. |f1| = |f-f0| << f0  

2. rozproszenia można uważać za elastyczne i nie wyprowadzają poza pasmo 

3. rozproszenia są izotropowe (w sensie niezależności od kierunku wektora    ) 

4.  zaburzenie rozkładu proporcjonalne do siły wymuszającej 

5. pasmo jest sferyczne 
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 Złożony problem rozwiązania nieliniowego równania różniczkowo-
całkowego (równania Boltzmanna) sprowadza się do 2 rozdzielnych 
problemów: 

 

 1.   znalezienia zależności czasu relaksacji od energii 

 2.   rozwiązania liniowego równania różniczkowego 

k
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 czas relaksacji charakteryzuje szybkość dochodzenia układu do stanu 
równowagi 

• W ten sposób, po wprowadzeniu pojęcia czasu relaksacji równanie 
Boltzmanna przyjmuje prostą (tylko formalnie !!!) postać : 
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W przypadku kilku równoczesnych mechanizmów relaksacji dodajemy 
ich szybkości: 
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              Zależność czasu relaksacji od energii 

• W ogólności zależności τ (E) dla różnych mechanizmów rozpraszania mogą 
być skomplikowane (np.: B.M. Askerov, „Electron transport phenomena in 
semiconductors”, World Scientific 1994, D. K. Ferry, „Semiconductor 
transport”, Taylor & Francis 2000) 
 

• Dla pasma parabolicznego w wielu przypadkach czas relaksacji daje się 
opisać zależnością potęgową od energii: 
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B.M. Askerov, „Electron transport phenomena in semiconductors” 



Równanie Boltzmanna – pole elektryczne 

2020-04-07 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 13 17 

• gęstość prądu można obliczyć licząc całkę po całej strefie Brillouina z funkcją f1  
(f0  jako funkcja równowagowa nie daje wkładu do prądu): 

 

 

 

Wykorzystaliśmy przy tym, że przyłożenie pola elektrycznego prowadzi do 
zaburzenia rozkładu: 
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• wprowadzając układ współrzędnych sferycznych z osią biegunową skierowaną 
wzdłuż wektora natężenia pola elektrycznego    , wykonując całkowania po 
kątach i zamieniając zmienną całkowania z k na E  (w przybliżeniu pasma 
sferycznego) można otrzymać: 
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• uogólnienie: wartość średnia funkcji A(E) zależnej od energii: 
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– przewodnictwo elektryczne  
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• w przypadku niezdegenerowanym w niskich temperaturach można się  
spodziewać                        (rozpraszanie zdominowane przez zjonizowane 
domieszki)  
 

• w przypadku niezdegenerowanym w wysokich temperaturach można się  
spodziewać                        (jeśli rozpraszanie zdominowane przez fonony 
akustyczne, potencjał deformacyjny) 
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GaAs - ruchliwość 

C.M. Wolfe et al., Journal of Applied Physics, 41, 3088 (1970) 
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Nośniki w polach elektrycznym i magnetycznym –  
      zjawiska galwanomagnetyczne 

• w obecności pól elektrycznego i magnetycznego w układzie jednorodnym 
równanie Boltzmanna ma postać: 

               gdzie standardowo przyjęto, że: 

 

• rozwiązanie (bez dowodu!) jest postaci: 

 

 

 gdzie:                      – wersor w kierunku pola magnetycznego, 
 

        q = ±e 
 

     – rozwiązanie bez pola magnetycznego  
  

   0
)(

)(





E

EXv
fBv

q
k 








)()(1 EXvkf




   
2

0

2

00

1 s

XbbsbXsX
X









B

B
b





*m

Bq
s





















E

f
qX 0

0




c
m

Bq
s 

*



Zjawiska galwanomagnetyczne 

09.06.2021 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 14 22 

 

 gęstość prądu     i natężenie pola elektrycznego      nie są równoległe 

 

 

       jest antysymetrycznym tensorem drugiego rzędu (tensorem 
przewodnictwa); jeśli pole magnetyczne jest skierowane wzdłuż osi z, to: 

 
 

 

                     – może być dodatnie albo 

                           ujemne ! 
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•  σxx i σxy zależą od pola magnetycznego (poprzez               ), zaś σzz od B nie 
zależy 

• w obszarze słabych pól magnetycznych |s| << 1: 
 

                 – główny człon niezależny od B  
                                                                              plus dodatek kwadratowy w B 

 

                 – liniowe w B 

 

• w obszarze silnych pól magnetycznych |s| >> 1: 

 

*m

Bq
s












 3

2

222
2

2

**
)1(

*


m

Be

m

ne
s

m

ne
xx

2

2

22

**


m

nqBe
s

m

ne
xy 






1*

* 22

2

B

mn

sm

ne
xx 

B

qn

sm

ne
xy 




*

2



Zjawiska galwanomagnetyczne 

09.06.2021 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 14 24 

• Znajomość postaci tensora przewodnictwa pozwala wyjaśnić zjawisko Halla 
czy magnetooporu poprzecznego i to zarówno w przypadku, kiedy w 
transporcie biorą udział nośniki z jednego pasma czy też z kilku (np. elektrony i 
dziury) 

Efekt Halla 

• Prostopadłościenna próbka, pole magnetyczne wzdłuż osi z, prąd przepływa 
wzdłuż osi x: 

x 

y • napięcie wzdłuż kierunku 
przepływu prądu Uxx 

• napięcie poprzeczne 
(hallowskie) Uxy 
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• wektor gęstości prądu: 

 

• wektor natężenia pola elektrycznego znajdziemy za pomocą relacji: 
 

     gdzie      – tensor oporności 
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• oporność podłużna (zależna od pola magnetycznego B): 

 
 

• oporność hallowska: 
 

      gdzie RH   jest współczynnikiem Halla 
 

• współczynnik Halla w obszarze słabych pól magnetycznych B  0: 

 

 
 

• w przypadku silnej degeneracji τ  τ (EF) i r = 1 

• w przypadku niezdegenerowanym, opisywalnym rozkładem Boltzmanna, po 
zastosowaniu wprowadzonej wcześniej zależności czasu relaksacji od energii: 
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gdzie       jest funkcją gamma Eulera 
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• Jeśli: 

– p = 0    (rozpraszanie na fononach, potencjał deformacyjny)    r   1,18 

– p = 1    (rozpraszanie na fononach optycznych, mechanizm polarny, rozpraszanie 

              na fononach akustycznych, mechanizm piezo)            r   1,10  

– p = 2    (rozpraszanie na zjonizowanych domieszkach)             r   1,93  
 

• mierząc współczynnik Halla w obszarze słabych pól B i przewodnictwo 
elektryczne σ  bez pola magnetycznego można z dokładnością do hallowskiego 
czynnika rozproszeniowego wyznaczyć koncentrację i ruchliwość nośników: 
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• współczynnik Halla w obszarze silnych pól magnetycznych |s| >> 1: 

 

 

   w ogóle nie zależy od mechanizmów rozpraszania nośników ! 





 H

xy

s

xyxx

xy

H R
qnBB

R
1111

122 



Magnetoopór poprzeczny – efekt Gaussa 

• słowo „poprzeczny” odnosi się do sytuacji, kiedy przepływ prądu zachodzi w 
kierunku prostopadłym do kierunku pola magnetycznego 

• zjawiskiem magnetooporu nazywamy względną zmianę oporności rxx w funkcji 
pola magnetycznego: 
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• wystarczy teraz podstawić odpowiednie wyrażenia na składowe tensora 
przewodnictwa… 
 

• magnetoopór w obszarze słabych pól magnetycznych |s| << 1: 

 stosując standardowe przybliżenia i ograniczając się do wyrazów najniższego 
rzędu w B otrzymujemy: 

 

 

 
 

– magnetopór jest kwadratowy w B 

– jest proporcjonalny do µ 
2 

– współczynnik proporcjonalności A zależy od mechanizmu rozpraszania:  
np. w przypadku niezdegenerowanym (rozkład Boltzmanna) dla p = 0 (fonony 
akustyczne, potencjał deformacyjny) A = 0,38, dla p = 2 (zjonizowane domieszki)  
A = 2,15 
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• dla pasma sferycznego magnetoopór podłużny nie pojawia się (na ładunek 
poruszający się wzdłuż linii pola B nie działa siła). W przypadku pasma 
niesferycznego przewodnictwo jest tensorowe nawet bez pola B i w tym 
przypadku magnetoopór podłużny występuje 
 

• efekt Halla – pierwszego rzędu w polu B 
 

• efekt Gaussa – drugiego rzędu w polu B 
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Przypadek udziału w przewodnictwie wielu rodzajów nośników 

• półprzewodnik bliski samoistnemu – w transporcie biorą udział elektrony w 
paśmie przewodnictwa i dziury w paśmie walencyjnym 

• degeneracja kilku dolin jednego pasma – nośniki obsadzające różne doliny 
mają różne koncentracje i ruchliwości 

• heterostruktura w której występuje kilka warstw zawierających różne 
swobodne nośniki 
 

• Standardowym założeniem jest to, że każda i-ta „grupa” nośników czuje ten 
sam rozkład pola elektrycznego oraz że nośniki w swoim ruchu sobie 
nawzajem „nie przeszkadzają”. W takim przypadku, całkowita gęstość prądu 
jest sumą gęstości prądu od poszczególnych grup nośników i: 
 

     tzn. tensor przewodnictwa jest addytywny 

np.: 
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• elektrony: 

 
 

• dziury: 

 

• całkowity tensor przewodnictwa: 

 
 

• możemy teraz w standardowy sposób wyznaczyć współczynnik Halla 

Przykład 1 – elektrony i dziury współuczestniczące w transporcie 
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• w obszarze słabych pól magnetycznych |se|, |sh| << 1: 

 

 

 

• w obszarze silnych pól magnetycznych |se|, |sh| >> 1: 

 

 

1. w słabych polach magnetycznych dominujący wkład do współczynnika Halla 
mogą mieć nośniki bardziej ruchliwe, nawet jeśli ich koncentracja jest istotnie 
mniejsza! 

2. w silnych polach magnetycznych o znaku współczynnika Halla decydują 
nośniki o większej koncentracji 

3. z powyższego wynika, że znak współczynnika Halla może w funkcji pola B się 
zmienić !!! 
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      Zjawiska termoelektryczne – siła termoelektryczna 

• gradient temperatury i pole elektryczne, bez pola magnetycznego 
 

• funkcja rozkładu musi zależeć od położenia (gradient temperatury!) , od 
położenia będzie zależeć potencjał chemiczny  
 

• Równanie Boltzmanna: 
 

• w członie dryfowym pominiemy f1: 

 
 

• człon dyfuzyjny – zawiera gradient f0 po współrzędnych przestrzennych: 

 
 

• f0   zależy od temperatury poprzez zależność explicite  
od T oraz poprzez zależność poziomu Fermiego od T: 
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• wprowadźmy zmienną:  
 

• wtedy: 

 
 

• człon polowy: 

 
 

• stąd otrzymujemy rozwiązanie na funkcję f1:  

 

 
 

         (1)               (2)                     (3) 

• następnym krokiem jest obliczenie wektora gęstości prądu: 
 







Tk

E

B








































dT

d

T

E

E

f

dT

d

TkTk

Ef

T

f

BB




0

2

00 1









 

























 v

E

f
qqE

E

f
fq

kk

00
0

11

















 













 T

dT

d
T

T

E
qv

E

f
f rr


 
 0

1

32131 )( jjjkdkfvqj
SB


  



Zjawiska termoelektryczne 

2020-04-07 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 14 37 

• całkowita gęstość prądu: 

 

 
 

• jeśli mierzymy pojawiającą się na końcach próbki różnicę potencjałów przy 
braku przepływu prądu, to           :  

 

 

 

• Uwaga !  

 Natężenie pola elektrycznego     w powyższym wzorze nie jest wielkością, 
którą się bezpośrednio mierzy poprzez dołączenie 2 kontaktów umieszczonych 
na próbce wzdłuż gradientu temperatury i zmierzenie napięcia elektrycznego 
między nimi! Istnieją dwie tego przyczyny: 
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 zjawisko występowania pola 
elektrycznego w materiale, wskutek 
występowania gradientu temperatury 
nazywa się zjawiskiem Seebecka (siłą 
termoelektryczną) 
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1. poziom Fermiego w dołączonej elektrodzie (w punkcie A lub B) zrówna się 
odpowiednio z qVTA lub qVTB , gdzie qVT = qV + EF   i w pomiarze dałoby się 
wyznaczyć UAB = qVTB – qVTA  a nie qVB – qVA, gdyby nie to, że:  

2. w materiale, z którego zrobione są kontakty także występuje zjawisko 
Seebecka i co najwyżej możemy zmierzyć efekt różnicowy, a nie efekt 
charakteryzujący dany materiał ! 

A B 
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• Gdybyśmy mierzyli napięcie generowane w próbce wzdłuż gradientu 
temperatury za pomocą elektrod, w których efekt Seebecka nie występuje: 
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Siła termoelektryczna, współczynnik Seebecka: 
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• w rzeczywistości mamy do czynienia z dwoma materiałami: a i b 

 

 

 

 

 

 

• podczas pomiarów należy jeden materiał uznać za wzorcowy, i badać siłę 
termoelektryczną względem takiego wzorca (idealnie – względem 
nadprzewodnika) 
 

• znak siły termoelektrycznej zależy od rodzaju nośników: dla elektronów q < 0 

i α > 0 (znak zimnego końca – ujemny)     metoda gorącej sondy 
 

•     – siły termoelektryczne niezdegenerowanych półprzewodników są 
      rzędu kilkuset µV/K 
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      Efekt Peltier 

• efekt odwrotny do efektu Seebecka – powstawanie różnicy temperatury 
pomiędzy złączami a–b i b–a dwóch różnych materiałów przez które 
przepuszczany jest prąd elektryczny:  

efekt Seebecka efekt Peltier 

http://en.wikipedia.org/wiki/Thermoelectric_effect 

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/3/3b/Thermoelectric_Cooler_Diagram.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/8b/Thermoelectric_Generator_Diagram.svg
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• Istnieje szereg zjawisk termomagnetycznych (gradient temperatury, pole 
elektryczne, pole magnetyczne  możliwe przepływy prądu i ciepła); 
szczegóły –  patrz np.:  B.M. Askerov, „Electron transport phenomena in 
semiconductors”, World Scientific 1994 
 

• Przykład: poprzeczne i podłużne zjawisko Nernsta-Ettinghausena 

      Zjawiska termomagnetyczne 

T1 T2 

magnetoopór i efekt Halla  podłużny (zmiana siły termoelektrycznej 
w polu B) i poprzeczny efekt Nernsta-
Ettinghausena 


