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STATYSTYKA ELEKTRONOW W
KRYSZTALACH W ROWNOWADZE
TERMODYNAMICZNEJ — METALE



f(E)

Statystyka elektronow — klasyczny metal

W T # 0 rownowaga uktadu termodynamicznego (w warunkach V = const i
N = const) odpowiada minimum energii swobodnej Helmholtza F= U - TS,
a nie minimum U — obsadzane sg stany o wiekszych energiach.

Dla fermiondw w rownowadze termodynamicznej — rozktad Fermiego-
Diraca: 1

f(E,T)=——
( ) % U — potencjat chemiczny lub
e +1 poziom Fermiego
"""" 3kT
10 . O0<f(E)<1
=0 * flu)=0,5

dla T = 0 — rozktad schodkowy
dla T # 0 —rozmycie rzedu 3 kT

1-f(E) — prawdopodobienstwo,
ze stan jest nieobsadzony

0.0




Statystyka elektronow — klasyczny metal

Pochodna rozktadu Fermiego-Diraca

wprowadzajac x=E—% mamy f(x)=—

kT e*+1
(_ af (X)): e = ¢ _funkcja parzysta, dla ktérej: j(— af (X))dx =1
dx (ex +1) (e‘X +1)2 ~ dx
stad:
of
T—->0 —-— |=>0(E-
( dE) (E—p)

HE)

0.0 [




Statystyka elektronow — klasyczny metal

Srednie statystyczne wielkosci fizycznych zaleznych od energii elektronu.

. Niech A(E) bedzie jakas ekstensywng wielkoscig fizyczng zalezng od energii
elektronu.

A (T) = IA(E(E))f (E(E),T)p(l?)dgk = j A(E)f(E,T)p(E)dE

SB pasmo
jest usrednionym termodynamicznie catkowitym wktadem do wielkosci A
od wszystkich elektronow w pasmie;

w szczegolnosci koncentracja elektrondw w pasmie bedzie réwna (A = 1):

n(T) = jf(E,T)p(E)dE

pasmo
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Statystyka elektronow — klasyczny metal

Metale: u=~5eV, poniewaz kT|,p0c ®25meV,to 7= ﬁ >>1

— silnie zdegenerowany gaz elektronowy

Kolejne kroki prowadzqgce do wzoru opisujgcego A, (T) dla gazu
zdegenerowanego:

WprowadzamyW|eIkosc G(E)= IA p(E)dE i otrzymujemy
A, (T) = j —f (E,T)dE

pasmo

Catkujemy przez czesci i rozszerzamy granice catkowania po energii do oo:

" of
A= | G(E)(— a—EjdE
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Statystyka elektronow — klasyczny metal

E—-u
kT

Wprowadzamy nowg zmienng X = E =1+ xkT

W nowej zmiennej: A, (T) = jG(y+ka)(—%)dXz jG(y+ka)(—g—;jdx

_H
kT

Ze wzgledu na silng degeneracje istotny wktad do catki daje tylko obszar w
poblizu x=0 = rozwijamy funkcje G:

oG 1( 0°G )
Glu+xkT)=G(u)+| — | xkT += X2 (KTY +...
(1 +XkT) = G(n) (GEJ# 2(8E2] (kT)

Y7,

X ax="_
e’ +1 12

Korzystamy z parzystosci (— ﬂj i z tego, ze

dx S
U

1 z’ 26(A<E>p<E>)}
Ay (T) = !A(E)p(E)dE+6(kT)[ |




7.

Statystyka elektronow — klasyczny metal

Podstawiajgc A =1 i zaktadajac, ze n(T) = const mozna wyznaczy¢
zaleznos¢ poziomu Fermiego u od temperatury:

P _%Z(H )2{5("‘ ,O(E))L

oE

Z kolei podstawiajgc A = E mozna wyznaczyC energie wewnetrzng gazu

elektronowego: 72 ,
U (M) =V, + 2 (KT) p(u)

i, liczgc gestosc standw na poziomie Fermiego, elektronowe ciepto

molowe, ktore jest zredukowane o czynnik rzedu (k—Tj

Y7
w stosunku do przewidywan klasycznych 3/2 R:

2
C, = T R[ij
2\ u




STATYSTYKA ELEKTRONOW -
POLPRZEWODNIK NIEZDEGENEROWANY
| IZOLATOR



Statystyka elektronow — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

Jesli gaz elektronowy (dziurowy) nie jest silnie zdegenerowany, to w celu
policzenia A, ,(T) trzeba wykonywac catkowania bez przyblizen stosowanych
powyzej dla metali:

Au(M)= [A(E)T(E.T)p(E)E

pasmo

Zaréwno A(E )jak i o(E) mozna rozwinaé na szereg:  f(E)=E*“ -ian”
n=0

a wiec A,,,(T) bedzie sie wyrazato poprzez tzw. catki Fermiego-Diraca
(czasami definiowane bez fu_nkcji [ Eulera stojgcej przed catka):

1 % &
F j (77) = oG+ D) '([ exp (8 - 77) N 1d8 catki Fermiego-Diraca

| tak na przyktad dla A = 1 oraz tréjwymiarowej gestosci stanow
parabolicznego pasma przewodnictwa: 3

o




Statystyka elektronow — potprzewodnik

nlezdegenerowany i izolator

otrzymujemy (przy podstawienit~ng = —) )
KT koncentracja elektronow w
) funkcji zredukowanego
% i . . .
2 poziomu Fermiego i
temperatury

n(T):T f(E,T)p(E)dE

=
N(T) =

Przypadek potprzewodnika, w ktorym zarowno gaz elektronow jak
i dziur sq dalekie od degeneracji

“oB of T T m
KT
E.—E, Eg 5
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Statystyka elektronow — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

prawdopodobienstwo obsadzenia F 1
standw przez elektrony: ¢ Ezu
e T +1
i przez dziury: f =1—-f = 1
p y d —— e ™ —-E+u
e KT +1
o E . E,
dla elektronow: E =-S5 +E, dladziur: E=-—S_F,
1 1
fo=—t—< f, =
G ,—e KX Ec E4q u

eZkT KT kT_|_1 eZkT KT kT_|_1



Statystyka elektronow — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

Jesli ﬂ >>1 I H— EV >>1 , to:
KT kT
_E_G_E+ H EG Ed H
f ~e 2KT KT KT f ~ e‘ﬁ‘ﬁ_m rozktady Boltzmanna
.Y
po wykonaniu catkowan po energii ( Ife dx = 7)
3 —E S E
e I = Ry
_2 m kT eZkT ekT p 2 kT : eZkT . kT
27zh2 2

_(Ec_,u) —(,u—EV)

n=N,(T)-e © p=N,(T)-e



Statystyka elektronow — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

Przypadek samoistnyn=p=n.:

3
. * 2 -Eg
ﬂs:%len(:‘i] nszw/n-p:Z memdsz .em
e 27th
Koncentracja samoistna tvpowvch polprzewodnikow
Eg\T 77K 300K 1200K material
0,25eV 10° ¢cm™ 10 em™ 10 ¢m™ InSb PbSe
leV - 10" em™ 10" em™ Ge. S1, GaAs
4eV - - 10" em™ ZnS, SiC, GaN,

Zn0, C (diament)




Statystyka elektronow — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

np=3.10X 10273 exp(—0.785/kT).  (12)

TEMPERATURE IN DEGREES KELVIN

jg® 1000 800 600 500 400 350 300 273 250
T T T T T T L] 1 . T
\ s
)
4 AY &
-
-TYPE
.2 o P
Lo
108 -
4 h!
a }n—TYPE
4 ®

w—  COMPUTED

. 1N Gefma

S
3

1
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0.0008 0.0016 00024 0032 0.0040
1,/ TEMPERATURE IN DEGREES KELVIN

Fic. 4. Square root of the product of electron and hole concen-  F.J. Morin, J.P. Maita, Phys. Rev. 94, 1525 (1954)
tration vs reciprocal temperature.
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DOMIESZKI | DEFEKTY
W POLPRZEWODNIKACH



Domieszki i defekty

Defekty — odstepstwa od idealnej periodycznej struktury krysztatu

Klasyfikacja defektow:

. ze wzgledu na zawartosc obcych atomow: rodzime (niezawierajgce obcych
atomow) i niesamoistne (np. domieszki)

. ze wzgledu na wymiar:

- punktowe — luki (np. Vg,, Vo W GaAs), atomy miedzyweztowe (np. Ga ), atomy
antypodstawieniowe (np. As w miejscu Ga: As._), obce atomy podstawieniowe,
tzn. domieszki (np. Sig,)

— kompleksy defektow punktowych, np. pary Frenkla V,— A,
— liniowe (np. dyslokacje),

— defekty powierzchniowe (np. granice ziaren)

— defekty objetosciowe (np. wytracenia)
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Domieszki i defekty

. ze wzgledu na ich aktywnosc elektryczng: donory (ewentualnie wielokrotne
—np. As;, w GaAs jest podwdéjnym donorem), akceptory, domieszki
izoelektronowe (np. N, w GaP czy C;; w krzemie)

. ze wzgledu na charakter (w szczegolnosci lokalizacje) funkcji falowej
elektronu zwigzanego przez defekt:

- plytkie (wodoropodobne, opisywane w przyblizeniu masy efektywnej,
gdzie potencjat wigzacy jest wolnozmienny — kulombowski) i
- glebokie

Te ostatnie mogg dawac stany zlokalizowane lezgce w przerwie
energetycznej, jak i stany rezonansowe, zdegenerowane z kontinuum
standw pasmowych, ale pomimo teqo majgce w duzym stopniu charakter
zlokalizowany — np. luki, domieszki metali przejsciowych, tzw. centra DX w
zwigzkach potprzewodnikowych A B, i A B, czy izoelektronowe domieszki
N w GaAs lub GaP. Potencjat wigzacy jest w duzym stopniu
krotkozasiegowy.
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Domieszki i defekty

Domieszki/defekty:

wprowadzaja stany zlokalizowane — zarowno w przerwie jak i stany
rezonansowe

determinujg wtasnosci elektryczne potprzewodnikow

mogg miec¢ bardzo powazny wptyw na niektére wtasnosci optyczne (np.
wydajnosc¢ rekombinacji promienistej)

prowadzg do powstawania obszaréw tadunku przestrzennego (takze w

izolatorach)

mogg miec istotny, niepozadany wptyw na funkcjonowanie przyrzadow
potprzewodnikowych — np. dyslokacje



PLYTKIE STANY DOMIESZKOWE
W POLPRZEWODNIKACH



Przyblizenie masy efektywn Z%

Przyktad — pasmo sferyczne, paraboliczne, z minimumw K =0:

21,2
E(K) = E, (0) +
2m
prowadzi do rownania:

" (=iv) +U(F>j<bn(r) =[E-E,(0)]®,(F)

2m

i w konsekwencji:

(— AU (r)] @, (F)=[E-E,(0)]®,(F)
2m

jest to, formalnie rzecz biorgc, rownanie Schrodingera dla kwaziczgstki o
masie réwnej masie efektywnej m poruszajgcej sie w potencjale U (T).
Potencjaf periodyczny sieci jest uwzgledniony poprzez mase efektywng.

Jeslinp. U(F) jest przyciggajacym potencjatem domieszki, to enwelopa
bedzie funkcja zlokalizowana
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Donor stowarzyszony ze sferycznym

pasmem z punktu I
Stan donorowy stowarzyszony ze sferycznym pasmem
przewodnictwa z minimum w punkcie I

. Atom domieszki o wartosciowosci o jeden wiekszej niz atom podstawiany —

np. Sig, w GaAs
. Potencjat domieszki — gtownie kulombowski ekranowany statyczng statg

: _ 2
dielektryczng e.: U(F)=— e 1
Are,e, I

. Czesc¢ krotkozasiegowa potencjatu zaniedbujemy (przynajmniej na razie)
. Réwnanie masy efektywnej na funkcje enwelopy ®(r).

2m° dmee, T

[ CHUN & -1j®(r)=[E—EC(0>]<D<F)

gdzie E_(0) jest energig minimum pasma przewodnictwa
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Donor stowarzyszony ze sferycznym
pasmem z punktu I

Rozwigzanie jak dla , przeskalowanego” atomu wodoru.
Energie standw zwigzanych:

~ 1 \ 1(m"
En:_Ry F Ry :Ry—sz(m—e)
np. dla GaAs: m”=0,067m,,e.=12,6 = Ry ~5,7 meV — energia jonizacji
donora wzgledem dna pasma przewodnictwa

*

m

. ’ . * m
efektywny promien Bohra: a, =a, '55( ej
co dla GaAs daje a; ~ 100 A, co stanowi okoto 20 statych sieci GaAs

A

kA . Petna funkcja falowa:
Y(r)=d(r)-u,(r) —nieruchoma paczka
falowa zbudowana ze stanéw z okolicy k=0

®(r) —wolnozmienna enwelopa
U, (') — szybkozmienna funkcja Blocha
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Donor stowarzyszony ze sferycznym
pasmem z punktu I

. Wolnozmienna enwelopa = paczka falowa zrobiona z funkcji Blocha z
matfego obszaru wokét k = 0 (stan ,,zlokalizowany” w przestrzeni k)

J Rownanie masy efektywnej dopuszcza rozwigzania stowarzyszone z innymi
lokalnymi minimami pasma przewodnictwa (!!!) — pod kazdym z bocznych
minimow (np. w punkcie X czy L) mogq byc¢ stany wodoropodobne, ktore
nalezy traktowac jak stany wzbudzone.

. Czes¢ krotkozasiegowa potencjatu domieszki V. wprowadza poprawke do
energii standw (,,central cell corrections”), zalezng od atomu domieszki
(tzw. przesuniecie chemiczne, ,,chemical shift”), istotng tylko dla
wodoropodobnych stanow typu s:

AE ~ ("N, |¥)

. Potencjalnie mozliwe zwigzanie dodatkowego elektronu: D~
(powinowactwo elektronowe wodoru E, = 0,75 eV = 0,055 Ry)
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Donor stowarzyszony z bocznym minimum

Stan donorowy stowarzyszony z bocznym minimum pasma przewodnictwa:

. Powierzchnie statej energii — elipsoidy obrotowe z minimum w IZO:
K=Ky +K +k — E(K)=E (k) +—| 5 +-2+—.
) . , 2\m, m_m

. Rownanie masy efektywnej:

_|_ J—
* 2 * 2 * 2
2{m; ox; m;oX;; m oxX Argye, r
Symetria hamiltonianu — walcowa = bedzie czesciowo zniesiona
degeneracja standw wodoropodobnych !!!

. Jesli np. chcemy znalez¢ stan podstawowy, mozemy zastosowaé metode
wariacyjng z funkcjg probng postaci:

1 2 2 2
d)(x,y,z)z(ﬂazb)_z-exp —(X +2y L L j

N~

2
a b
W. Kohn, J.M. Luttinger, Physical Review 98, 915 (1955) - -
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ENERGY {meV)
]

Donor stowarzyszony z bocznym minimum

S

sta

I

{

0 )
aR, 3R

6fg

(I

=20.0F

-40.0r

-45.0r

-500r

-55.0

03.05.2020

wyniki rachunkow wariacyjnych dla
krzemu — R.A. Faulkner, Physical
Review 184, 713 (1969) w porownaniu
z danymi doswiadczalnymi:

stany wzbudzone — zupetnie niezle

stan podstawowy — kiepsko; rachunek

_» w ogole nie przewiduje rozszczepienia

stanu podstawowego!

U
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Donor stowarzyszony z bocznym minimum

. minimow jest 6 (a wiec mozna bytoby oczekiwaé 6-krotne;
degeneracji, ale to w krysztale niemozliwe !)

. potencjat krotkozasiegowy sprzega stany pod réznymi dolinami

. rozszczepienie (tzw. valley-orbit splitting), 6-krotna degeneracja
zniesiona (1+2+3) + przesuniecie chemiczne

. funkcje falowe sg odpowiednimi (reprezentacje nieprzywiedlne
grupy T:A,, A,, E, T,, T,) kombinacjami funkcji z réznych dolin

. podobna sytuacja w innych pétprzewodnikach z minimum
pasma przewodnictwa poza punktem I (np. Ge, GaP ...)



Akceptory w potprzewodnikach o
strukturze diamentu i blendy cynkowej

Akceptory w potprzewodnikach o strukturze diamentu i
blendy cynkowej

znacznie bardziej skomplikowana sytuacja:

- degeneracja pasm w punkcie G
- pofatdowanie powierzchni izoenergetycznych (,,warping”)

U

nie da sie wprowadzi¢ prostego tensora masy efektywnej dla pasm
walencyjnych, nie da sie zastosowac przyblizenia masy efektywnej w
najprostszej postaci...

Literatura:

W. Kohn, D. Schechter, Physical Review 99, 1903 (1955)

A. Baldereschi, N.O. Lipari, Physical Review B 8, 2697 (1973)
A. Baldereschi, N.O. Lipari, Physical Review B9, 1527 (1974)
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GLEBOKIE STANY DOMIESZKOWE



Energy [eV]

Gtebokie stany domieszkowe

@ Funkcja falowa elektronu (elektronéw) silnie zlokalizowana, nie da sie jej

1L6[ O/O/

|

LO

2LO

3LO

0 10

03.05.2020

20

30 40 50 60
Pressure [kbar]

utworzy¢ jako kombinacji liniowej funkcji

Blocha z niewielkiego obszaru strefy
Brillouina:

— trzeba brac catg SB i wiele pasm,

— nie mozna mowic¢ o stanach

»Sstowarzyszonych” z jakimkolwiek
ekstremum pasma,

— w funkcji czynnikow zewnetrznych
wptywajgcych na strukture pasmowa (np.
ciSnienie hydrostatyczne, mieszanie
krysztatéw) energie tych standéw nie sledza
zadnego ekstremum, a raczej podgazajj za
srodkiem ciezkoSci pasma

D.J. Wolford et al., in Physics of Semiconductors 1984, ed.
J.D. Chadi, W.A. Harrison, p. 627
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Gtebokie stany domieszkowe

@ Nie ma prostych, uniwersalnych metod opisu

Mozliwe rozne stany tadunkowe centrum domieszkowego/defektu
(przyktad — metale przejsciowe 3d)

canduction band

/////////////////

0) L
10 - =2 e e N

I L — Domieszki miedzyweztowe metali
\ | przejsciowych (TM) w krzemie:

08 |-

06

e poziomy akceptorowe i donorowe

Energy [eV]

e podobne energie poziomow dla
Lk | T g roznych TMs

02+ -

° //T_I/////v_/////;,r_////{n_/////;e/_//
Valence band

Fig. 15. Energy levels of interstitial 3d metals in silicon (full lines), see
Table 3, compared with the results of X, calculations of DeLeo et al.
[15] (broken lines) E. Weber, Appl. Phys. A 30, 1 (1983)
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Gtebokie stany domieszkowe

° Lokalna symetria defektu moze wynika¢ z bilansu energii elektronowej i
energii oddziatywania z ligandami (przyktad — efekt Jahna-Tellera)

Encyclopedia Britannica: According to the Jahn-Teller theorem, any molecule

or complex ion in an electronically degenerate state will be unstable relative to a
configuration of lower symmetry in which the degeneracy is absent.

€g
ey
it
t.‘w # t2q
Mn®* Mn**
Mn?*: [Ar] 3d° Mn3*: [Ar] 3d* Mn#*: [Ar] 3d3
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Gtebokie stany domieszkowe

@ Silna lokalizacja prowadzi do duzego oddziatywania z siecig krystaliczng:

(a) (b)

Ga Ga
.\O/:. mozliwa rekonfiguracja centrum

As przy zmianie jego stanu

i elektronowego (przyktad — centra
DX w zwigzkach A,,B, i A,By,,
defekt EL2 w GaAs)

d’ DX~

FIG. 2. Schematic views of the normal substitutional sites
and the broken-bond configurations giving rise to the DX
centers in Si-doped Al ,Ga,_,As alloys

D.J. Chadi, K.J. Chang, Phys. Rev. B 39, 10063 (1989)
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Gtebokie stany domieszkowe

. metastabilne obsadzenia defektow elektronami
. trwate fotoprzewodnictwo
J duze réznice miedzy optycznymi i termicznymi energiami jonizacji
(a) (b)
I-:.total
DX~
dD+e \ DX~
bariera potencjatu Fopt
adiabatycznego Eont
______ AV
Eo
- - Q - Q
Configuration Coordinate Configuration Coordinate

FIG. 1. Configuration-coordinate diagrams for DX centers in GaAs and typical Al,Ga,_,As alloys are shown in (a) and (b), re-
spectively. The DX center is a metastable resonance in GaAs and has a higher energy than a shallow donor state (d°). For
Al,Ga,_, As alloys characterized by x > 0.22, DX centers are more stable than the shallow donors.

D.J. Chadi, K.J. Chang, Phys. Rev. B 39, 10063 (1989)
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Gtebokie stany domieszkowe

o Silne oddziatywanie z siecig moze prowadzi¢ do ujemnej efektywnej
wartosci energii korelacji Hubbarda U (tzw. ,,negative U”) — ma to miejsce
zarowno w przypadku centrow DX, jak i np. dla V; w Si, B, w Si, Zn w Si

/////////////////é/////// Ec FIG. 1. (a) Suggested level positions for the isolated
- \.((i) vacancy. Greater Jahn-Teller relaxation for the V°
~0.13 -

state causes a level inversion with the first donor state
(0/+) below the second (+/++). (b) Suggested level
positions for interstitial boron. Change of lattice
045 configuration as the charge state changes from B;™
(0) —B;"—=+B;" causes level inversion with the acceptor
level (-/0) below the donor (0/+). The dashed lines in-
- dicate schematically the level positions before lattice
- w readjustment. Level positions (in electronvolts) are
013
AT ~0.05

denoted from the nearest band edge.

(+)
7777777 N 7777777777777 B G.D. Watkins, J.R. Troxell, Phys. Rev. Lett. 44, 593 (1980)
(@) (b)

Reakcje: 2v* —»V°+V™i 2B’ — B~ +B' prowadzg do obnizenia energii
uktaddéw; przy podnoszeniu poziomu Fermiego wzgledem energii poziomoéw
defektowych defekty te od razu wytapujg po dwa elektrony
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