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MODEL PRAWIE SWOBODNYCH
ELEKTRONOW



Model prawie swobodnych elektronow

\ E . Bez potencjatu: stany na granicy
strefy — zdegenerowane

. Fale elektronowe z granicy strefy
spetniajg warunek Bragga

U

o Dla k = G/2 = p/a mamy kombinacje
liniowg fali padajace;j:

IGX
W, =€exp R
21T 21T i odbitej: iGx
- T G:;drL a Ve :eXp( 2

Ich interferencja prowadzi do
powstania fal stojgcych
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Model prawie swobodnych elektronow

. Wezmy rzeczywisty potencjat przyciggajacy, w ktorym tylko 2 fourierowskie
sktadowe sg rozne od zera:

V(X) =V, -exp(iGx)+V 4 -exp(—iGx) = -2V cos(Gx)

. W okolicy k = G/2 (k= G/2+n) mozemy poszukiwaé rozwigzania w postaci
kombinacji liniowej rozwigzan dla elektronu swobodnego:

w(x)=C,- exp{i (% + n)x} +C, - exp{i (— % + n]x}



Potencjat periodyczny (krysztat), \ae,o%\
twierdzenie Blocha "

—

. po przemianowaniu wskaznikdw sumowania k' +G —k otrzymujemy:
Zexp(lkr) H 2:]2 — EJCE + ;VGCRG} =0
. skoro powyzsze réwnanie ma byé spetnione dla dowolnego T , to:
21,2
vk (hz:; - EJCE + Zélvécm =0

. A wiec dla kazdego K z osobna bedg istniaty rozwigzania

o(F) = ;C exp(ikF)
zawierajgce wspotczynniki CIZ rozwiniecia
roznigce 5|e; od kK o dowolny wektor sieci odwrotnej)Oznacza to, ze
wektor K jest dobrg liczba kwantowq, numerujaca zaréwno stany, jak
ich energie.
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Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

S
( — E]c:R +D VeCi s =0
G

2m
‘ 2 niezerowe sktadowe fourierowskie

21.2
(hk )C +VsC0r 5+ V .Cr

2m

k+G —



Potencjat periodyczny (krysztat),
. twierdzenie Blocha
(h i —E]c:R +Q VeC; s =0

2m

h2(k — G)?
V@CE—2é+ ( ( ) —E) CE_G*+ V—ECEZO

h2 k2

VaCrp &+ ( — E) Cr+ VeCrig=

2m

R (k+ G)?
‘%%+( —E | O+ VgCiiag =0



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

V= (M _ E) V - .
G 2m thz—G CE—@
Vs (5% - ) Vo CC,; =0
FLQ E+G’ 2 el
Va ( T —E) Vg e

Cztony pozadiagonalne ighorowane w | rzedzie rachunku zaburzen...

... chyba, ze s w obrebie podprzestrzeni zdegenerowanej



Model prawie swobodnych elektronow

. Wezmy rzeczywisty potencjat przyciggajacy, w ktorym tylko 2 fourierowskie
sktadowe sg rozne od zera:

V(X) =V, -exp(iGx)+V 4 -exp(—iGx) = -2V cos(Gx)

. W okolicy k = G/2 (k= G/2+n) mozemy poszukiwaé rozwigzania w postaci
kombinacji liniowej rozwigzan dla elektronu swobodnego:

w(x)=C,- exp{i (% + n)x} +C, - exp{i (— % + n]x}



Model prawie swobodnych elektronow

. Podstawienie do rownania Schrodingera daje:
- , T
"’_(E+ ,7) E v c,] [o
2m\ 2 _
(G Y
-V —| == —E||C 0
i 2m(2 77) |Ered LA

o Rozwigzanie:
)

2 2 2 2 2 2 9 272 ]
S8BT ) S
- 212m\ 2 2m\ 2 2m\ 2 2m\ 2

~~




Model prawie swobodnych elektronow

Energie obu stanow:
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Model prawie swobodnych elektronow

Wspotczynniki C, i C,:

1 1

0 02 04 08 08 1 12 14 1B rB Ty
k (w jednostkach G/2)
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Model prawie swobodnych elektronow

Forbidden band

A_l IBWéE Ba_na‘ 1\/\/ /1\/1\_/
>

|
L gt

Allowed N

|

-/
\ .
Allowed
band

Forbidden band_

Allowed
band

s @9z - & 3 Sk k
=]
Brillouin
zone H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics

14.04.2020 Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 6 13



METODA CIASNEGO WIAZANIA (cao)



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

dos¢ dobrze opisuje pasma elektronowe powstate na bazie
wewnetrznych powtok elektronowych atomu; stabo dziata dla
elektronéw przewodnictwa

OK np. do opisu pasm d metali przejsciowych czy pasm
walencyjnych krysztatéw kowalencyjnych

Bazg do poszukiwania rozwigzania problemu bedga funkcje falowe
(jednoelektronowe) elektronéw znajdujacych sie na poziomach E;
swobodnych atomow A rozmieszczonych w weztach sieci

krystalicznej: H A(F . ﬁn)% (f-’ _ ﬁn) — Ei 7 (F — ﬁn)

gdzie H, jest hamiltonianem elektronu zwigzanego przez swobodny
atom A umieszczony w punkcie R_



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

2. Hamiltonian elektronu (przyblizenie jednoelektronowe!), w

potencjale pochodzgcym od wszystkich atomoéw:
2

H = HA+V:—§—A+VA(F— R)+V(F-R)
m

3. Jesli n-ty atom umieszczony jest w krysztale, na elektron
poczatkowo na nim zwigzany dziata takze potencjat pochodzacy od
wszystkich pozostatych atomow:

V(F o Rn) — ZVA(F o Rm)
m==n
4. Elektron jest jednak relatywnie silnie zwigzany przez ,,swoéj” atom,

potencjat v(r — ﬁn) jest staby i moze by¢ traktowany jako
zaburzenie
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Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

5. Przyblizonego rozwigzania szukamy w postaci:

(DR’(F) = Zanqpi (F o Iin): Zexp(”zﬁn) ?i (F o Iin)
ktora ma wszelkie wtasnosci funkcji Blocha, np.:
D, (F)=> expli(k +G)R,1¢,(F - R,) = D exp(ikR,) exp(iGR, ) ¢, (F - R) = . (F)
O (F+T) =Y exp(ikR,) (T +T -R)) =
= exp(ikT) Y exp[ik (R, —T)] o [F — (R, —T)] = exp(ikT) - @ (F)

6. Energia: i lz j <CD|Z‘H‘(D|Z>
Y oo




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

7. Liczymy norme przy zatozeniu matego nakrywania sie funkgji
falowych dla n#m (nie jest to konieczne, ale upraszcza rachunki):

(@ |, )= exp[ik (R, —R,)I- [ ¢ (F —R, ), (F =R,V =

~> [0/ (F-R)p, (F-R,)dV =N

8.  Stad wartos¢ oczekiwana energii:

E(K) =~ T o0liK(R, Ry [0 (F-R,)IE, +v(F - R, )], (F~R,)aV



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

9. Dalsze postepowanie w najprostszej wersji polega na:
. ograniczeniu sie do wyrazow diagonalnych ( ﬁn = ﬁm ) w cztonie
zawierajagcym E;
. uwzglednieniu nakrywania sie funkcji falowych co najwyzej najblizszych
sgsiadow w cztonie zawierajgcym zaburzenie V(T — ﬁn)

10. Jedli jeszcze funkcje ¢, (I — ﬁn) sg sferycznie symetryczne (stany s),
to catki nakrywania zaleza wytacznie od odlegtosci pomiedzy
poszczegdlnymi weztami i otrzymujemy:

E(k)~E. —A — BZexp[lk(R ~R )]

gdzie sumowanie odbywa SIQ wytacznie po weztach R

—

odpowiadajacych najblizszym sgsiadom R :

A =-[g/(FT-R)-V(F-R,) ¢ (F-R,)dV

B, =—[¢ (F-R,)-V(F-R,)-o, (F-R,)dV




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

11. Wynik sumowania z punktu (10) zalezy od struktury dla ktorej
wykonujemy rachunki (!!!):

« np.dlascmamy: R —R =(+a,0,0); (0, +a, 0); (0,0, +a)
E(k) ~ E, — A — 2B, (cosk,a+cosk,a+cosk,a)

. dla bcc:

~ k,a
E(k)~E - A -8B, cos(k;a) cos[%} cos(kzaj

2

o dla fcc:

. k.a k a
E(k)~E, — A —4B {cos(;j cos( 22 j+c. p}




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

v

Es

g =

0 a' 0 n 20 3Nt T . . .
a a a H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
(Distance)™ Wave vector k along [111]

B, =—[ ¢ (F —R,)-V(T —R,) ¢, (T —R,)dV

stabe nakrywanie funkcji falowych = mate B, = wgskie pasma
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Metoda ciasnego wigzania — uwagi

W ramach metody ciasnego wigzania powstawanie pasm wyjasniamy jako

efekt wzajemnego oddziatywania standw atomowych poszczegdlnych

atomow tworzgcych ciato state. Stany atomowe klasyfikujemy jako nalezace
do odpowiednich powtok:

|

/////////‘//////n.,
—

To

L shell

Electron energy E

1s/ K shell

A\

Separation r

Fig. 1.1. Broadening of the energy levels as a large number of identical atoms from the
first row of the periodic table approach one another (schematic). The separation ry corre-
sponds to the approximate equilibrium separation of chemically bound atoms. Due to the
overlap of the 25 and 2p bands, elements such as Be with two outer electrons also become

metallic. Deep-lying atomic levels are only slightly broadened and thus, to a large extent, B . .
they retain their atomic character H. Ibach, H. Luth, Solid-State Phy5|cs
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Metoda ciasnego wigzania — uwagi

Ale w ciatach statych taka ,atomowa” klasyfikacja nie powinna byc¢
traktowana dostownie, gdyz:

stany sie mieszajg — przyktadem moze by¢ np. hybrydyzacja sp? standéw
tworzgcych wigzania w krysztatach kowalencyjnych, domieszki stanow d
do pasm p itp.

mowigc o stanach (pasmach) o symetrii s, p, d etc. mamy na mysli
wtasnosci transformacyjne pod dziataniem operacji grupy symetrii
punktowej krysztatu — stany te transformuja sie tak jak odpowiednie
stany atomowe

degeneracje standw okreslone sg przez wymiar nieprzywiedlnych
reprezentacji odpowiedniej grupy wektora falowego i s3 nizsze niz stanoéw
atomowych (rozszczepienia stanéw atomowych z powodu obnizenia
symetrii)

stany majg oczywiscie inne energie niz odpowiednie stany atomowe, z
ktorych sie wywodzg i ich kolejnos¢ w skali energii moze by¢ inna



Model ciasnego wigzania — zadania

Rozne sieci krystaliczne

Uwzglednienie Il, Ill, itp. sgsiadow w energii
Uwzglednienie sgsiadow w catce przekrycia
Niesferyczne orbitale atomowe



ROWNANIE K-P,
TENSOR MASY EFEKTYWNE)



Rownanie k-p

. Funkcja Blocha ¢, (F)= un'E(F)-exp(iIZ ' F) jest dobrym
rozwigzaniem jednoelektronowego rownania Schrodingera z
periodycznym potencjatem: K2A - ~ . _

(— = 0,;(F)=E,(K)-0, . (F)

. Po podstawieniu postaci funkcji Blocha i skréceniu przez czynnik exp(ilz : f)
otrzymujemy:

Hﬁunﬁ(r):( hA %k p+V(r)]u (F) = EEn(IZ)—h;:Zj.un’E(F):E'n(IZ).un’E(F)

2m

. Jest to tzw. rownanie k-p. Czesto wykorzystywane jest ono do
obliczen metodami rachunku zaburzen energii i funkc;ji falowych

—

stanéw odpowiadajacych K # ko, jesli znamy rozwigzaniaw Kk = K,

Hgoun,go(f){ ’Zﬁﬂlk p+V<r)ju () =E, (k) -u, ()



. Petny hamiltonian: H u lz(F) — |:||2 + H')un lz(F) =E' (E).un lz(F)
. Zaburzenie: QZE(R’_R’O) 6
m

. Funkcji U ¢ (F) i energii E' (IZ) poszukujemy w ramach rachunku
zaburzen (odpowiednio — dla stanéw niezdegenerowanych lub

zdegenerowanych) —— T v
Le>Les i InSb &
TN Z XY

blisko lezagce pasma /

Springer Materials The Landolt-Boérnstein Database N Springer
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Rownanie k-p

e Jedli k,=0 i E (k=0) - niezdegenerowany, to:

, hzkz 1 ‘H'nl‘
E (k) =E,(0)+ +Hnn+§ +
2m l#n En (O) o E| (O)

gdzie:
' * 111 - ihz — * - -
H'y = [ o (M6 (F)dar = ==K [uy o (F)VU, o (Pt

—

. H'  jestliniowa funkcjg K

U

E, (k) =E,(0)+

2k2 3

+Za,kI +ZZb”k,kJ +..

=l j=1
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Tensor masy efektywne;

. jesliw k =0 jest ekstremum E, (IZ) , to cztony liniowe znikaja i:

nkik,
2

£ R ~E,0+ )

1] n

gdzie:
. B Iuno( ) |o( )d r. J‘ulo( )5Un0(l‘)
B . -

m; m m’; En(O)—E.(O)

1

jest tensorem odwrotnosci masy efektywnej.
. Jest to tensor symetryczny. Po sprowadzeniu do osi gtownych:

2 2 2 2
E (k) ~ En(0)+h2 (kl* + ki + kij

m. m, ms

* *

. m,, m,, m, —masy efektywne dla kierunkéw osi gtéwnych
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Tensor masy efektywne;

elipsoida statej energii:

2 2 2 2
E (k)=E, (0)+ f (kl* - ki - ki} = const
2\m m, m,

w krysztale kubicznym, izotropowym w punkcie G masa efektywna
jest skalarem:
2k2

B, (K) =B (0)+— =

w krysztale osiowym (np. GaN) w punkcie G masa efektywna nie jest
skalarem:

2 2 2 2
E()=E (0)+ | Ktk K
2 m, m,




Tensor masy efektywne;

elipsoida statej energii:

2 2 2 2
E (k)=E, (0)+ f (kl* - ki - ki} = const
2\m m, m,

w krysztale kubicznym, izotropowym w punkcie G masa efektywna
jest skalarem:
2k2

B, (K) =B (0)+— =

w krysztale osiowym (np. GaN) w punkcie G masa efektywna nie jest
skalarem:

2 2 2 2
E()=E (0)+ | Ktk K
2 m, m,




. W ogolnosci energia elektronu jest funkcjg sktadowych wektora

Tensor masy efektywne;

falowego k =(k;, k,, Kk;)

. W zaleznosci E, (IZ) wystepujg cztony wyzszych rzedow w k; ,

(wyzsze rzedy rachunku zaburzen), poza tym powierzchnie statej
energii mogag byc¢ bardzo skomplikowane:

pasmo

nieparaboliczne

2020-04-07

I 3
ETI

Przykladowa zaleznos¢ energii stanow
pasma n od wektora falowego k.

k

Przykladowe powierzchnie stalej energii w
dwuwymiarowej przestrzeni k.
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pasmo
niesferyczne
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Struktura pasmowa stanow elektronowych

GESTOSC STANOW ELEKTRONOWYCH
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotnej

. Warunki periodycznosci Borna-Karmana prowadzg do:
— n o x n L n o
=13 +—>24a, +—>4a, n,n,,n,eZ
N1 Nz - N3
. dozwolone wektory falowe k stanowig dyskretng siec punktow

rownomiernie roztozonqg w przestrzeni wektora falowego; komorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

N,-N, N,
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N;,N,,N; mogg byc rdzne, ale najczesciej przyjmujemy takie same

. Gestosc stanow w przestrzeni wektora falowego bed:zie stata:
oy (R) = Nz s *
v VA gdzie VeI — objeto$¢ komorki

el elementarnej sieci odwrotne;j
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotnej

A (7 - I
V, :al-(azxa3):(v72) (a2><a:,,)-[(a3><a1)><(a1 xaz)]:
el
27) (.. . ~
:(Vﬁ) (8, xa,) {al[(anal) az] az[(a al]}z
el
:(272_)3V2_(27Z_)3 } prfy wﬁykorzﬁystﬁaniﬁu wzgru: )
Ve? el V, Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B)
N,-N,-N 1

. Ve = —Vcr sta

(27) " (2x)

Gestos¢ stanow w przestrzeni wektora falowego liczona na jednostke
objetosci krysztatu (bez uwzglednienia mozliwosci obsadzenia kazdego

stanu przez 2 elektrony o przeciwnych spinach), dla n-wymiarowej
przestrzeni wektora falowego (n=1, 2, 3):

Gestos¢ stanow: POy (IZ) =

(lZ) B 1 x2 w przypadku uwzglednienia
Pn _ (27[)” degeneracji spinowej
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotnej

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

p(E)IE = [ p(k)dv,
prostopadty do powierzchni

— - E N /’
dE = (Vk E(k)). dk = ‘Vk E(k statej energii

element powierzchni

a
—

o dVv- ) kL statej energii
K
E+dE
+ p(E)E= [p(K)dV, = 1 I 9Se  |4e
E (272.) E (k )=const Vk E(k)‘
. obszary, w ktorych:
V, E(IZ)‘ ~( dajg istotny wktad do  P(E)

— osobliwosci van Hove
L. van Hove, Physical Review 89, 1189 (1953)
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