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Przyblizenie Hartree (podejscie jednoelektronowe)

Poszukujemy rozwigzania w postaci:
Y, 0.0 1) =0 (1) ¢,() 9 (G) .- 0, (1)

Zaktadamy, ze na kazdy elektron dziata sredni potencjat pochodzacy
od jonow i pozostatych elektronéw:

pr O I
(ZZerZVi(ri)j Y(F,F,,G,... F,)=E, P, F,.. T)
p_2

Stad mamy: (Zm +Vi (I, )] o;(F)=E; -¢,() Z E,=E

Jesli kazdy z potencjatéw jest w przyblizeniu taki sam

Vi) =V, () =...=V, (I,) =V(r)

to ...

tot



Jednoelektronowe réwnanie Schrodingera

2

V() | 0,(1) = E, 0,
m

gdzie n — zbior liczb kwantowych numerujgcych jednoczgstkowe stany
kwantowe ¢,(F) o energiachE,

. stany jednoczgstkowe mogg by¢ obsadzane przez kolejne elektrony
zgodnie z zasadg Pauliego

. trzeba pamietag, ze jesli np. zmienimy istotnie liczbe elektronéw w
danym pasmie, to mozemy spodziewaé sie modyfikacji potencjatu V (T)
i zmiany widma jednoczgstkowego! (patrz np. renormalizacja przerwy
energetycznej)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

,Nieskonczony problem”: funkcja falowa w catej nieskonczonej przestrzeni

U(r) e Rr?

,0graniczony problem”: funkcja falowa gdzie r i k sq ograniczone do 1 komorki
elementarnej (odpowiednio w sieci prostej i odwrotnej)

uz(7) - exp (’LE : fF’)

Zysk: k jest dobrg liczbg kwantowg, a postac u(r) nas zwykle nie interesuje



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

e  dlafunkcji periodycznych z okresem sieci:  f(F+R,) = f (F)

gdzie: ~ _ _ _
R, =na, +n,a, +n,a, n,n, N, e’z

jest dowolnym wektorem sieci Bravais,
dobrg bazg rozwiniecia na szereg Fouriera sg funkcje postaci:

g (F) = exp(iGF)

—

gdzie: G =ma, +m,a, +m,a, m,m,,m, € Z
— wektor sieci odwrotnej

rzeczywiscie:

exp [ié(F + ﬁs)]z exp (iGF)- exp (I R, ): exp (iGF)- exp |27 - (nm, +n,m, +n,m.)]=exp (iéf)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. (jednoelektronowe) rownanie Schrodingera:

SN "
[2 +V(r)j p(r)=E-¢o(r)
m
. rozwiniecie potencjatu: V(F) = ZVG exp(iéf)
G

e  rozwinigcie funkcji falowej:  @(F) = ZCE exp (ikF)
k

U

21,2
s ! :1 C. exp(ikr) + Y .C.V, expli (K +G)r = £ 37C; (ki)

c 2 G




Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. po przemianowaniu wskaznikdw sumowania k' +G —>k otrzymujemy:
21,2
hk
Zexp(lkr) H - EJClz + ZVGCEG} =0
2m G
. skoro powyzsze réwnanie ma byé spetnione dla dowolnego T , to:

— h°k?
\vd ( P EJCR +ZVGCR_é =
G
. A wiec dla kazdego K z osobna bedg istniaty rozwigzania
o(T) = ;C exp (ikF)
zawierajgce wspotczynniki CIZ rozwiniecia

roznigce sug od kK o dowolny wektor sieci odwrotnej,Oznacza to, ze
wektor k jest dobrg liczba kwantowq, numerujacg zaréwno stany, jak
ich energie.
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Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

—

rozwigzanie numerowane ,liczba kwantowa” K :
o (1) =2 C; s explik ~G)-T]
G

odpowiadajgce energii wiasnej EIZ = E(k)
kazde Kk — G jest rownie dobre do numerowania standw; wygodnie
jest wybrac¢ wektor najkrétszy (nalezacy do pierwszej strefy Brillouina)

inaczej:

0. (F) = {Zcm exp - iG - r)]exp(iﬁ-r)z 0. (F)-expik - 7)



Funkcja Blocha

funkcja
Blocha

o (F)=u_ (F)-eplik-7)

Wtasnosci funkcji Blocha

1. wektor falowy IZ nalezy do pierwszej strefy Brillouina i jest dobrg
liczbg kwantowg; n numeruje rézne rozwigzania odpowiadajgce temu
samemu K (indeks pasm)

2. funkcja U - () (amplituda blochowska) jest funkcja periodyczna z
okresem sieci: N
un,lz(r) =Uu, . (r+R,)
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Funkcja Blocha

]

E,(K) = E,(k +G)

—wynika z punktu poprzedniego



Funkcja Blocha

Z niezmienniczosSci hamiltonianu wzgledem inwersji czasu (bez pola
magnetycznego):

E, (k) = E, (k)

Jesli operacja inwersji (przestrzennej) nalezy do grupy punktowej
krysztatu, to niezaleznie od spinu:

E, (k) =E, ()



Funkcja Blocha

Przypadek trywialny — staty potencjat (a wiec takze periodyczny!)

[— hZ—A "‘Voj @ (1) = E(K) - 9 (F)
m

rozwigzaniem sg fale ptaskie — tez funkcje Blocha z U, () = const:

0. (F) =u_(F)-explik - )= A-expliK - 7)

z widmem energii: E(E) _ nk’ +V
0

W tym przypadku hik jest wartoscig wtasng operatora pedu



Ped krystaliczny (kwaziped)
Czy zawsze funkcja Blocha opisuje elektron o dobrze okreslonym pedzie?
plu, ¢ (1)-eplik - r)|=-invlu, . (1) eplik -r)|-
~[iku_. () -invu_ (1)) exp(iK-F)= plu_. (7)-explik - )

. funkcja Blocha w ogdlnosci nie opisuje elektronu o dobrze okreslonym
pedzie — FiK nie jest w ogdlnosci wartoscig wfasng operatora pedu

. wyjatkiem jest przypadek, kiedy U (r) jest funkcjg statg (a wiec
funkcja okresowa, dla ktorej kazdy okres jest dobry)

J hlz nazywa sie kwazipedem lub pedem krystalicznym
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Prawa zachowania

przy oddziatywaniu z innymi kwaziczgstkami (elektrony, fonony, magnony
etc.) uwiezionymi w krysztale i prawdziwymi czgstkami przenikajgcymi
przez krysztat (np. fotony, neutrony) prawo zachowania pedu nalezy
zastapi¢ prawem zachowania kwazipedu:

>k + > ;= > hki +> P +hG

prawo zachowania energii nie ulega w krysztale zmianie:

ZEi :ZE;
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Strefy Brillouina

Przypomnienie — 2 wazne wtasnosci funkcji Blocha:
1. ¢n,ﬁ+é (F) - ¢n,E (F)

2. E,(k+G)=E,(K)

wystarczy wiec, jesli chodzi o zaleznos¢ od wektora falowego k
ograniczy¢ sie np. do obszaru najmniejszych co do dtugosci wektoréw
K, lezacych wewnatrz komorki prymitywnej sieci odwrotnej. Taka
komadrka jest wystarczajgcym obszarem zmiennosci wektora
falowego.

Komodrka prymitywna w sieci odwrotnej skonstruowana w taki sam
sposdb, jak komorka Wignera-Seitza w sieci Bravais nazywa sie

pierwszq strefq Brillouina
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Strefy Brillouina

Pierwsza i druga strefa Brillouina w dwuwymiarowej, kwadratowej
sieci odwrotnej

\)Q\

R o

Ptaszczyzny (tutaj — linie) dzielgce na pot
odpowiednie wektory sieci odwrotnej
wyznaczajg obszary nalezgce do kolejnych
stref Brillouina. Kazda strefa ma taka
samag objetosc (tutaj — powierzchnie).

e e

N

pq
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oD
&1 o
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Strefy Brillouina

—

Wektor kg z granicy | strefy Brillouina:

e
kgéG_z — z definicji strefy Brillouina
| dalej:
Ty - &P P
%,-G=l6 = [&,-¢f =]

Wektor: |Zg ~G=k' lezy po przeciwnej stronie I strety Brillouina 1 jest
rownowazny wektorowi Kk o (W sensie wiasnosci funkcji Blocha). Dla wektorow
tych spetniony jest warunek Lauego:

K —K'=AKk =G
Stany z granicy I strefy Brillouina odpowiadajq elektronowym falom stojgcym

2020-03-25 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 4 17



Strefy Brillouina

Pierwsza strefa Brillouina dla struktury fcc - czternasto$cian

I strefa Brillouina dla strukturu regulame;
powierzchniowo centrowanej. Punkt I znajduje
sie w srodku strefy. Punkty typu A na
kierunkach typu [100] z punktem X na granicy
strefy; punkty typu A na kierunkach typu [111]
z punktem L. na granicy strefy. Zauwazmy ze
punkty K 1 U ré7nig si¢ o d siebie o sieciowy
wektor falowy (w kierunku [111]) sq zatem
rownowazne. Linia UX robwnowazna jest
przedluzeniu linii I'K poza I strefe Brillouina.

Odlegtosci:

B Jar 27T

d
I a a




Strefy Brillouina

Struktura heksagonalna

Pér _______

Struktura bcc X

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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(a) Simple Cubic (c) Face-Centered Cubic

———

[T

Mizutani & Sato,
Crystals 7,9 (2017)

Koi2

Ky =(1,0.0), K;=(0.1,0), K3 =(0.0.1)

(b) Body-Centered Cubic

Ky =(-1,1,1), K; =(1.-1.1). Ky =(1,1,-1}

{d) Hexagonal Close Packed

Ky /2
g A

g

Ky =(0.1,1), K3=(1,0,1), Ky =(1,1,0) K; =(21743,0,0), Ky =(1/43,1,0), K5 =(0,0,a/¢)

{e) Rhombohedral 5
(f) Base-centered orthorhombic

2020-03-25 Ky =(1143.1 i), Ky {113, 8), Ky =23 080 Ki=(1,-a1b,0). Ky=(1.+ab,0), Ks=(0.0.8/c) 20



WARUNKI PERIODYCZNOSCI
BORNA-KARMANA



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

. krysztaty sg skonczonych rozmiarow — mozna wprowadzi¢ warunki
brzegowe znikania funkcji falowej na brzegach krysztatu

. prowadzi to jednak do tego, ze wszystkie fale (elektronowe,
sieciowe etc.) bedg stojace, co w wielu wypadkach utrudnia opis

. poniewaz w krysztatach makroskopowych drogi swobodne
elektrondw s3 duzo mniejsze niz rozmiary krysztatow,
najwygodniejszym rozwigzaniem jest przyjecie tzw. warunkow
periodycznosci Borna-Karmana:

W(F+NE)=W(F); j=123

gdzie a. sg wektorami sieci Bravais, a Nj duzymi liczbami
catkowitymi, takimi ze N jaj — |_j jest rzedu rozmiaru catego
krysztatu



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

. w przypadku funkcji Blocha mamy:
p (F+Na)=u (F+Na) expfk-(F+N,a)|=

= uE(F)-exp(iIZ-F)-exp(iNjIZ-éj)
. zadanie, aby exp(iN -Iz-é[j )zl

prowadzi do:
— n % n o n o
k=—ta +—=2a,+—>a, n,n,,n,eZ
N1 Nz N3
. dozwolone wektory falowe k stanowig dyskretna sie¢ punktow

rownomiernie roztozong w przestrzeni wektora falowego; komorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

N, N, N,
takich punktow. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N,, N,, N, moga byC rdzne, ale najczesciej przyjmujemy takie same
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Struktura pasmowa stanow elektronowych

MODEL PUSTEJ SIECI

2020-03-25

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 4
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Model pustej sieci

Zaleznos¢ E(k)=E(k +é), dla potencjatu periodycznego, ale
d3zgcego do zera daje:

- . B -~ =2
E(k):E(k+G):—‘k+G‘
2m

. w przypadku jednowymiarowym:
+E
it _ 2 2n Lt |
a a G:ZGﬂ a a K

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics
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Model pustej sieci

(a) A E (b) A E

|
|
I
|
|
|
|
|
z
a

27 -
a a 0

27 gL R/
a O a k

|
=

Fig. 2.1. The band structure of a free particle shown in (a) the extended zone scheme and
(b) the reduced zone scheme

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Model pustej sieci

. w przypadku tréjwymiarowym (struktura sc):
Pasmo Ga/27T
1 000
2.3 100, 100
4,5,6,7 010,010, 001, 001
8,9,10,11 110,101, 110, 101
12 13,1415 110,101,110, 101
16,17,18,19 011,011,011,011
£(000) E(kz,00)
0 k2
(27t/a)? (ks + 27t/a)?
(27t/a)? k2 + (27t/a)?
2(27t/a)? (kz + 27t/a)? + (27t/a)?
2(27t/a)? (kx — 27t/a)? + (27v/a)?
“a h— T 2(2m/a)? k2 + 2(27t/a)?

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego.
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Model pustej sieci

W obrazie zredukowanym do | strefy Brillouina wystepuje wiele
roznych zaleznosci  E(K) i konieczne jest ich numerowanie (numer

pasma): = (E)

Funkcje Blocha (bez uwzglednienia spinu) sg wigc numerowane
wektorem falowym k oraz indeksem pasma n:

o (F)=u_(F)-oplik-F)



Model pustej sieci

Struktura diamentu

pusta siec rachunki metoda pseudopotencjatu

Energy

r’_)-+r25-+r| 2
"\ [200]

[344] 3
Li+Ly+Ly+Ly (111] A +Ag+As 2
L
[011] X,+X, &
]"]+r3-+]"25'+r15
Ky
[100] X,
111
[331] &
L+L,. r
L " [000] X L A r A X UK )Y I
' W. tor k
Wavevector k avevector
P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
2020-04-01
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Wektor k:jest dobra ,liczbg” kwantowg; dla kazdego rownowaznego
k'=k + G funkcja Blocha jest taka sama

Co robig operacje symetrii z wektorem falowym k (a wieciz
funkcjami falowymi)? Czy transformuja go w rownowazny mu
k'=k +G czy tez nie?

Zbidr tych operacji symetrii pefnejgrupy punktowe;j krysztatu, ktore
transformuja dany wektor falowy k w réwnowazny mu k'=k +G
stanowi grupe wektora falowego K (i jest podgrupa petnej grupy
punktowej krysztatu)

W zaleznosci od tego, czy k jest jakims symetrycznym punktem 1BZ
(np. G, X, L), czy lezy na jakims symetrycznym kierunku (np. L, D) czy
tez nie — grupa wektora falowego k jest inna

Dla k =0 (punkt G strefy Brillouina) kazda operacja grupy
punktowej krysztatu przeprowadza go w wektor mu rownowazny, a
wiec grupa wektora falowego z punktu G rowna sie petnej grupie
punktowej krysztatu



Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Wektor k:jest dobra ,liczbg” kwantowg; dla kazdego rownowaznego
k'=k + G funkcja Blocha jest taka sama

Co robig operacje symetrii z wektorem falowym k (a wieciz
funkcjami falowymi)? Czy transformuja go w rownowazny mu
k'=k +G czy tez nie?

Zbidr tych operacji symetrii pefnejgrupy punktowe;j krysztatu, ktore
transformuja dany wektor falowy k w réwnowazny mu k'=k +G
stanowi grupe wektora falowego K (i jest podgrupa petnej grupy
punktowej krysztatu)

W zaleznosci od tego, czy k jest jakims symetrycznym punktem 1BZ
(np. G, X, L), czy lezy na jakims symetrycznym kierunku (np. L, D) czy
tez nie — grupa wektora falowego k jest inna

Dla k =0 (punkt G strefy Brillouina) kazda operacja grupy
punktowej krysztatu przeprowadza go w wektor mu rownowazny, a
wiec grupa wektora falowego z punktu G rowna sie petnej grupie
punktowej krysztatu



Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

. Stany klasyfikujemy (nazywamy) nieprzywiedInymi reprezentacjami
odpowiednich grup wektora falowego. Przyjeto sie w tym wypadku

uzywaé w nazwach reprezentacji nazw punktow (kierunkow) w strefie
Brillouina

. Przyktad: struktura blendy cynkowej, grupa punktowa T,. Reprezentacje
nieprzywiedlne: A, (1-wym.), A, (1-wym.), E (2-wym.), T, (3-wym.), T,
(3-wym.). Grupa wektora falowego z punktu G —tez T,. Teraz jednak
nazewnictwo inne:

Table 2.4. Commonly used notations for the irreducible representations of the 7, point

group
@’- Bouckaert, Smoluchowski,
Koster notation®  BSW notation Molecular notation Vierrer

I Iis T P.f\g Yu,' M. gardona, Fundamentals
Is I T of Semiconductors

Note that Iy and I's are sometimes reversed in the literature.
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

- Wektor falowy z punktu L lub
na kierunku L: operacje, ktore
przeprowadzajg taki wektor w
rownowazny mu tworzg
grupe C;,. Trzy nieprzywiedlne
reprezentacje: A; (1-wym.), A,
(1-wym.), E (2-wym.) =
LyLly Ly (Ly, Ly, Ls)

- Podobnie z punktem X (grupa
D,4) czy z kierunkiem D (grupa
C,,). Reprezentacje: X,, X,, X;,
X, (wszystkie 1-wym.), X (2-
wym.) oraz D,, D,, D;, D,
(wszystkie 1-wym.).

Energy

[200]

N+I5+15
[314 N
L\+Ly+2L, [111] 2A1+A5+A,
oT 42T
4
[444] 4

L I" [000]

Wave vector k

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals

of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego
Uwzglednienie spinu

. Mechanika kwantowa uczy, ze obrét funkcji spinowej |a) = Cl‘T> + Cz‘¢>
wokot wybranej osi (tutaj — z) o kat f daje wynik:

o), =U(R)|a) = exp(— ishijj o) = exp(— %) cl‘T> + exp(igj cz‘¢>

. Dla kata f = 2p otrzymujemy:
=M=,V =) (11)

. a wiec obrot funkcji spinowej o kat 2m nie jest operacjg tozsamosciows.
Dodanie takiej operacji do grupy podwaja liczbe elementéw grupy

— grupy podwaojne
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Table 2.23. Character table of the double group of the point I' in zinc-blende-type semi-
conductors

{E} {3y {65} {eal {8C;} {E} {6ES} ~ {8EC3)

3EC,) 6Eo}

I 1 1 1 1 1 1 1 1
& 1 1 —1 1 1 1 - 1
I 2 2 0 0 —1 2 0 —1
I, 3 L g 4 1 0 3 - 0
L 3 —1 1 =1 0 3 1 0
Ie 2 0 V2 0 1 -2 —/2 -1
] D 0 —V2 0 1 ~2 V2 -1
L 4 0 0 0 1 —4 0 1
N’

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

6 Hoas / /
é—rg
\/\ X7 \r_/
I
X, | GaAs GaAs
I e,
- I'7 \I“-,
> X7
) [l
& X,
- 6
=
i
——__
X7
E X |
Le
2= I I
L A I A X K b3 iR

Wavevector k
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MODEL PRAWIE SWOBODNYCH
ELEKTRONOW



Model prawie swobodnych elektronow

\ E . Bez potencjatu: stany na granicy
strefy — zdegenerowane

. Fale elektronowe z granicy strefy
spetniajg warunek Bragga

U

o Dla k = G/2 = p/a mamy kombinacje
liniowg fali padajacej:

1IGX
Vo ZOP T
21T 21T i odbitej: iGx
S a G:%T—[' a Ve.=¢ ( 2

Ich interferencja prowadzi do
powstania fal stojgcych
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Model prawie swobodnych elektronow
w(+)=exp ('G?Xj + exp(_ iszJ ~ ZCOS(%j
w(—):exp(iG?Xj—exp(_ij:2isin(%j

W przypadku nieznikajgcego potencjatu oba stany muszg miec rézne energie:

gestos¢ prawdopodobienistwa p

\u.,,(_)lz \IWH)F

Can )

fala biegngca

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego.
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Model prawie swobodnych elektronow

. Wezmy rzeczywisty potencjat przyciggajacy, w ktorym tylko 2 fourierowskie
sktadowe s3g rozne od zera:

V(X) =V, -exp(iGx)+V 4 -exp(—iGx) = -2V cos(Gx)

. W okolicy k = G/2 (k= G/2+n) mozemy poszukiwaé rozwigzania w postaci
kombinacji liniowej rozwigzan dla elektronu swobodnego:

w(x)=C, .exp{i (% +77H .c, -eXp{i (—%WH



Model prawie swobodnych elektronow

. Podstawienie do rownania Schrodingera daje:
- , -
h—£9+nj _E v c,] [o
2m\ 2 _
(G Y
-V —| — = —-E||C 0
i 2m[2 "j b2 L

o Rozwigzanie:
)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 )
E+=1<h— 9+77 +h— E—U * h— E+77 —h— E—n +4V 72
- 212m\ 2 2m\ 2 2m\ 2 2m\ 2

V




Model prawie swobodnych elektronow

Energie obu stanow:

40 ¢

+ " ..0
35 it 0’. Q‘ -
0’ 0.
*
0‘ .0
30+ *s o S
5 - L )
’, o
*, E ’.o
L - ¢ -
25 %, L4 "0
* &
— *, "
3 20 B "Q’ ‘.“ —
*%
L %,
Ly 15 "0, —
"’M«w::z:
+
10 F “.,4’ -
g.’w’“m
5t Ve, E -
%%M
04
5 ] 1 ] 1

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
k (w jednostkach G/2)
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Model prawie swobodnych elektronow

2020-04-01

Wspotczynniki C, i C,:

1 1

0 02 04 0B 08 1 12 14 1B tB Ty
k (w jednostkach G/2)
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Model prawie swobodnych elektronow

Forbidden band

A_l IBWEE Ba_na‘ 1\/\/ /1\/1\_/

|
s 30T

Allowed .

|

-/
\ .
Allowed
band

Forbidden band

Allowed
band

& @g -o¢ 0& 3 Sf k
]
Brillouin
Zzone H. Ibach, H. Liith, Solid-State Physics
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METODA CIASNEGO WIAZANIA (cro)



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

dosc dobrze opisuje pasma elektronowe powstate na bazie
wewnetrznych powtok elektronowych atomu; stabo dziata dla
elektronéw przewodnictwa

OK np. do opisu pasm d metali przejSciowych czy pasm
walencyjnych krysztatéw kowalencyjnych

Bazg do poszukiwania rozwigzania problemu bedg funkcje falowe
(jednoelektronowe) elektronéw znajdujgcych sie na poziomach E;
swobodnych atomow A rozmieszczonych w weztach sieci

krystalicznej: H, (F - ﬁn)% (F — ﬁn) =E,. ¢. (I - ﬁn)

gdzie H, jest hamiltonianem elektronu zwigzanego przez swobodny

atom A umieszczony w punkcie R,



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

2. Hamiltonian elektronu (przyblizenie jednoelektronowe!), w

potencjale pochodzgcym od wszystkich atomow:
2

o HA+V:_§_A+VA(F—F§n)+V(F—ﬁn)
m

3. Jesli n-ty atom umieszczony jest w krysztale, na elektron
poczatkowo na nim zwigzany dziata takze potencjat pochodzacy od
wszystkich pozostatych atomow:

V(F o Rn) — ZVA(F o Rm)
m=n
4. Elektron jest jednak relatywnie silnie zwigzany przez ,,swoéj” atom,
potencjat v(F—R) jest staby i moze by¢ traktowany jako
zaburzenie
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Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

5. Przyblizonego rozwigzania szukamy w postaci:

@ (F) =D a,¢(F-R,)=D ep(ikR ) ¢ (F -R))

ktora ma wszelkie wtasnosci funkcji Blocha, np.:

D, ()= eplik+G)R 14 (F-R)) =D exp(ikR)ep(iGR,) ¢, (F —R,) = @ (F)
D (F+T)= exp(ikR,) o, (T +T —R,) =
=exp(ikT) Y exp[ik (R, —T)]p[F — (R, —T)]=exp(ikT) - @ (F)

6. Energia: <CD|Z‘H‘(DIZ>

E(k) < o o,

K K




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

7. Liczymy norme przy zatozeniu matego nakrywania sie funkgji
falowych dla n#m (nie jest to konieczne, ale upraszcza rachunki):

(@, |@,) = exp[ik(R, —R,)]- [ ¢ (F —R,)o (F-R,)dV =

~> [#/(F =R (F-R,)dV =N

8.  Stad wartos¢ oczekiwana energii:

E(K) == X e[k (R, R, [ (F~ R)IE +v(F ~R)lg, (F -, )av



Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

9. Dalsze postepowanie w najprostszej wersji polega na:
. ograniczeniu sie do wyrazow diagonalnych ( ﬁn = ﬁm) w cztonie
zawierajagcym E;
. uwzglednieniu nakrywania sie funkcji falowych co najwyzej najblizszych
sgsiadow w cztonie zawierajgcym zaburzenie v(r —R)

10. Jesli jeszcze funkcje ¢, (F — I?{n) sg sferycznie symetryczne (stany s),
to catki nakrywania zaleza wytacznie od odlegtosci pomiedzy
poszczegdlnymi weztami i otrzymujemy:

E(k)~E —A — BZexp[lk(R ~R )]

gdzie sumowanie odbywa SIQ wytgcznie po weztach R

—

odpowiadajgcych najblizszym sgsiadom R_:

n -

A=—[o (F-R)-V(F-R,)-0, (F-R,)dV

B, =—[¢ (F-R,)-v(F-R,)-¢, (F—R,)dV




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

11. Wynik sumowania z punktu (10) zalezy od struktury dla ktorej
wykonujemy rachunki (!!!):

e np.dlascmamy: R —R_=(+a,0,0); (0, +a,0); (0,0, +a)
E(k) ~ E; — A — 2B, (cosk,a+cosk,a+cosk,a)

o dla bcc:

. k,a
E(k)~E - A -8B, cos(kxaj COS[L] cos(kzaj
2 2 2

o dla fcc:

E(k)~E, —A —4B, {cos(kéaj cos(kzzaj +C. p}




Metoda ciasnego wigzania (LCAO)

‘TEIV(” AE 4E

E, !

\'Az N
f 12B,

'

E
W& T
0 at 0 E ot 3F i
(Distance)™’ Wave vector k along [111]
a b o

Fig. 7.8 a—¢. Qualitative illustration of the result of a tight-binding calculation for a primi-
tive cubic lattice with lattice constant a. (a) Position of the energy levels £, and E, in the
potential V(r) of the free atom. (b) Reduction and broadening of the levels £, and E, as
a function of the reciprocal atomic separation r '. At the equilibrium separation a the
mean energy decrease is 4 and the width of the band is 12 B. (¢) Dependence of the one-
electron energy E on the wave vector k(1,1,1) in the direction of the main diagonal [111]

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics
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ROWNANIE K-P,
TENSOR MASY EFEKTYWNE)



Rownanie k-p

e  FunkcjaBlocha ¢, (F)=u_.(F)-exp (”Z ' F) jest dobrym
rozwigzaniem jednoelektronowego rownania Schrodingera z

periodycznym potencjatem: K2A
[——+V(r)jco [(F)=E,(K)- ¢, (F)

2m
. Po podstawieniu postaci funkcji Blocha i skroceniu przez czynnik
exp)ﬁrkzyﬁ\).ljemy'
21,2
A, =~ 22 2 Bavin u, 0 = B Q- | ) =B, (0 -u ()
" 2m m 2m " "
. Jest to tzw. rownanie kep. Czesto wykorzystywane jest ono do

obliczen metodami rachunku zaburzen energii i funkcji falowych

—

stanow odpowiadajgcych k = ko, jesli znamy rozwigzaniaw Kk = K,:

Fou, . ()= ( T2 p+V(r)ju () =E, () -u,, ()

2m m



Rownanie k-p
. Petny hamiltonian: I-AIlz u, . (F)= (|:| ot H ')um,lz (F)=E' (k)- u. . (F)
h

. Zaburzenie:  [ji_ (E—IZO)-EJ

m
. Funkgcji Un’l;(r) i energii E' (k) poszukujemy w ramach rachunku
zaburzen (odpowiednio — dla stanéw niezdegenerowanych lub
zdegenerowanych) - 7 -
TS Insh / N\

blisko lezgce pasma /

Springer Materials The Landolt-Bérnstein Database ) Springer
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Rownanie k-p

e Jedli k=0 i E.(k=0) -niezdegenerowany, to:

. h2k2 | ‘H'
E (k)=E_(0)+ o +H' ;E 0)- E(O)+

gdzie:
. PO SR in® - . _
H' 1= [ Uno (PR U (F)dr === K- [ug o (F)Vuy o (F)dr

—

. H' , jestliniowa funkcjg K

U

£, () =E,(0)+~

2k2 3

+Za +Z:Zbuk,kJ ¥

i=l j=1
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Tensor masy efektywne;

e jesliw k=0 jestekstremum E, (IZ) , to cztony liniowe znikaja i:

kK,
2

E,(K) ~ E,(0)+ Y| —

1 n

gdzie:
B J‘uno(r) |o( )d r. Iulo(r) no(r)
l | J
BT

m; m m En (O) o E| (O)

ij

jest tensorem odwrotnosci masy efektywnej.
. Jest to tensor symetryczny. Po sprowadzeniu do osi gtownych:

2 2 2 2
E, (k) =~ En(0)+h2 (kl* + kz* + k?’*]

m m, ms

. mf, m;, m; — masy efektywne dla kierunkéw osi gtownych
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Tensor masy efektywnej

elipsoida statej energii:

2 2 2 2
E.(k)=E_,(0)+ f [kl* + ki + kij = const
2\{m m, m,

w krysztale kubicznym, izotropowym w punkcie G masa efektywna
jest skalarem:
2k2

*

E,(k)=E,(0)+
2m

w krysztale osiowym (np. GaN) w punkcie G masa efektywna nie jest
skalarem:

2 2 2 2
E (K)=E, (0)+ " ["1 ul ki}
2 m, m,




Tensor masy efektywnej

elipsoida statej energii:

2 2 2 2
E.(k)=E_,(0)+ f [kl* + ki + kij = const
2\{m m, m,

w krysztale kubicznym, izotropowym w punkcie G masa efektywna
jest skalarem:
2k2

*

E,(k)=E,(0)+
2m

w krysztale osiowym (np. GaN) w punkcie G masa efektywna nie jest
skalarem:

2 2 2 2
E (K)=E, (0)+ " ["1 ul ki}
2 m, m,




. W ogdlnosci energia elektronu jest funkcja sktadowych wektora

Tensor masy efektywne;

falowego k =(k;, k,, K;)

. W zaleznosci  E, (|Z) wystepujg cztony wyzszych rzedow w k; ,

(wyzsze rzedy rachunku zaburzen), poza tym powierzchnie statej
energii moga byc¢ bardzo skomplikowane:

pasmo

nieparaboliczne

2020-03-25

EJL

n

Przykladowa zalezno$¢ energii stanoéw
pasma n od wektora falowego k.

k

Przykladowe powierzchnie stalej energii w
dwuwymiarowej przestrzeni k.
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