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Elementy krystalografii (résumé )

e Siec punktowa (Bravais):
zbior wszystkich punktéw przestrzeni, ktore sg wyznaczone przez

wektory: R=n,a, +n,a, +n,a,

gdzie &, —wektory jednostkowe (prymitywne) rozpinajgce przestrzen 3-
wymiarowa, tzn. &, -(a, xa,) #0, zas n;,n,,N; €”Z

. _/j * J/ Wybdr wektordw jednostkowych dla

’ // danej sieci jest niejednoznaczny

* Prymitywna komorka elementarna: wyrdzniona objetos¢, ktora po
translacjach o wszystkie wektory danej sieci Bravais wypetni catg
przestrzen — bez dziur i bez ,,przekryc”.

Kazda prymitywna komorka elementarna ° <>
zawiera jeden punkt sieci Bravais. Wybor o oV

takiej komorki nie jest jednoznaczny
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Elementy krystalografii (résumé )

e Komorka elementarna:
wyrozniona objetosc, ktéra po translacjach o pewien podzbior
wektorow danej sieci Bravais wypetni catg przestrzen — bez dziur i bez
,przekry¢”. Komorka elementarna moze zawiera¢ wiecej niz jeden
wezet sieci Bravais (nie myli¢ z pojeciem ,,sieci z bazg” !)

Primitive unit cells

1 * 1 1 t Mon-primitive unit cells

http://www.chm.bris.ac.uk/webprojects2003/cook/periodicstructures.htm

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 3



Elementy krystalografii (résumé )

e Proste sieciowe:
proste, na ktorych lezy nieskonczenie wiele weztow sieci

e Ptaszczyzny sieciowe:
ptaszczyzny, na ktérych lezy nieskoniczenie wiele weztéw sieci
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Elementy krystalografii (résumé )

e Wspofrzedne punktow (np. w komodrce elementarnej):
wyraza sie tak samo, jak w geometrii analitycznej, ale jednostkami na

osiach sq parametry komorki

I(‘ ; Position Coordinate
| " 0 0,0, 0 (Origin)
G Il A 1,0.0
: H If‘ 0.1,0
| ® ( 0,0,1
: D R O
. oo E 10
2T y F 0,11
P A G 1.0, 1
X 172, 1, 172
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Elementy krystalografii (résumé )

e Wskazniki kierunkow sieciowych:
wyrazane sg przez trzy liczby catkowite, wzgledem siebie pierwsze
[h k I]. Jezeli prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych,
to wspotrzedne pierwszego wezta lezgcego na prostej, o ile sg
catkowite, stanowig wskazniki prostej. Jesli nie sg catkowite, to trzeba
je sprowadzi¢ do wspdlnego mianownika (najmniejszego), a liczniki
beda wtedy poszukiwanymi wskaznikami kierunku.

A A

[100] [010]

X y rodzina kierunkéw réwnowaznych
TABLE 3-3 W Directions of the form {110 in cubic systems

1

110] [110]
101] [101]
011] [01T)
110] [110]
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Elementy krystalografii (résumé )

e Wskazniki ptaszczyzn sieciowych.

Rownanie ptaszczyzny sieciowej przechodzacej
przez punkty (n,a,,0,0), (0, n,a,,0), (0,0, n,a,) :

X+y+2:1

na Nya, nNyas

4 Po pomnozeniu przez p — najmniejszg wspolng
wielokrotnos¢ n,, n, i n; otrzymujemy rownanie z
catkowitymi h, k, I:

. X Z
u nas: h2 kL1 2-p
n,=2,n,=3,n;=4 A A, A
stad: W ogélnodci: p =0, +1, £2, +3....
p=12
(hk!)=(643) (h k I) — wskaZniki Millera opisujgce zbior

rownolegtych ptaszczyzn sieciowych
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Elementy krystalografii (résumé )

Rodzina ptaszczyzn sieciowych (4 3)

W ogdblnym przypadku kierunek [h k /] nie
jest prostopadty do ptaszczyzny (h k /)
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Elementy krystalografii (résumé )

Rodzina ptaszczyzn rownowaznych

TABLE 3-4 W Planes of the form {110} in cubic systems

[110}4

Note: The negalives of the planes are not unique planes.
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SieC¢ odwrotna

Sie¢ odwrotna do danej sieci Bravais jest to takze sie€ Bravais, rozpieta

* %

przez wektory @, 8,, d, takie,ze: & -&; =270,

o a, xa
a =2r—=——=>
4, (8, x8;) o
5«3 czasami w definicji omija sie 2m
a, =2r 3T 1 (tak byto na wyktadzie prof.
a,-(a, x3a,) Stepniewskiego)
o a, xa
a, =27 —————=
a,-(a, xa,) a,* jest prostopadty do a,

a,™ moze nie by¢ rownolegty do a,
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Sie€C odwrotna a ptaszczyzny sieciowe

Twierdzenie 1

Wektor sieci odwrotnej R[*h,k,,] jest prostopadty do ptaszczyzny
sieciowej (h k)

Dowodd:
Wezmy 2 dowolne, liniowo niezalezne wektory lezgce w ptaszczyznie
- a, a . a, a
(h k1), np.: R, = % 4 R =|2-22
k h | Kk

—

wystarczy teraz pokazaé, ze wektor R[h’k,l] jest do nich prostopadty:

AN CIEATIVE WY
R[h,k,l]'(f_ﬁ —ha, -+ +ka, ?2——27z+27z 0
> d; ) - _>2 v Ay _
R[h,k’l]'(T—? ——kaz-?+|3 T——27Z'+27Z'—O




Sie€C odwrotna a ptaszczyzny sieciowe

Twierdzenie 2

Odlegtosc d(hk,) pomiedzy sgsiednimi ptaszczyznami (h k /) jest
rowna: 272'
d(hkl)

Dowod:

Rownania dwdch sgsiednich ptaszczyzn (h k 1):

X Z X Z
kY12 -0 oraz haskL 12 -1
a'1 aZ a3 al aZ a3

Niech h # 0; wtedy odlegtosé d(hk,) Lnozna wyznaczyc jako rzut

wektora & /h na kierunek wektora R[h L

—

a, Ruwn _a (ha +ka, +1a;) 2z«
h ‘R[hkl]‘ ‘R[h,k,l]‘ ‘R[*h,k,l]‘

d(hkl) —



Sie€¢ odwrotna a warunki Laue’go

e Rozpraszanie elastyczne fali (np. promieniowania X);
e Zmiana wektora falowego przy rozpraszaniu:

kK >k Ak=k -k

e |nterferencja konstruktywna od-w
zachodzi, gdy:

rstkich weztdw rozpraszajacych

warunki
Laue’go

czyli: AIZ —_ é

15:1 + m2 az + m3é3 — wektor sieci odwrotnej

O]
||
-
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Typy sieci Bravais, uktady krystalograficzne

Uklad cechy Typy sieci Bravais
Trojskosny a#b#c a#P=y trojskosna
Jednoskosny a#b=c o=y=m/2%p jednoskosna P,
jednoskosna C
Rombowy azb#c o=p=y=n/2 rombowa P

rombowa C
rombowa I
rombowa F

Tetragonalna a=b#c o=B=y=n/2 tetragonalna P

Heksagonalny* a=b#c o=p=n/2, y=2n/X | heksagonalna P
TOI yczna

Regularny a=b=c o=B=y=n/2 re aPp

regularna I

regularna F
v

P —sie¢ prosta (lub prymitywna), C— o centrowanych podstawach, |-
przestrzennie/objetosciowo (lub wewnetrznie) centrowana, F— $ciennie (lub
ptasko) centrowana



Sie€ krystaliczna

e Siec krystaliczna — kazdemu weztowi sieci Bravais przyporzagdkowany
jest atom lub grupa atomow (takich samych badz innych). Atomy te
stanowig baze tej sieci.

/ sie€ krystaliczna

baza (dwuatomowa)

wektory jednostkowe
sieci Bravais
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Sie€ krystaliczna

|

wektory jednostkowe

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3

Grafen

baza
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktury gestego upakowania

% e Sie¢ Bravais —
7 ¢ heksagonalna

of . 0 ¢ baza dwuatomowa
{ |
| |
| |
| |
[N

e Sie¢ Bravais — regularna
ptasko centrowana

* baza jednoatomowa

! + . [ATABICHNe, Ar
& W [ Fa
a F b
hcp fcc

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 17



Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura regularna centrowana objetosciowo (bcc)

e Siec Bravais — regularna centrowana objetosciowo

(LK=8) e baza jednoatomowa
 np-: (G5 L K Na, Fe, W]
[ ]
(LK=8) e Siec Bravais — regularna prosta

baza dwuatomowa
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura prosta regularna (sc)

e Siec Bravais — prosta regularna

(LK=6)

e baza jednoatomowa

. np.-

e Struktura NaCl

NaCl e Sie¢ Bravais — regularna ptasko centrowana
e baza dwuatomowa

(LK=6) e dwie podsieci Na i Cl, kazda z nich fcc, przesuniete
wzgledem siebie o potowe boku lub potowe gtéwnej
przekatnej
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura diamentu

e Siec Bravais — regularna ptasko centrowana
(LK=4) e baza dwuatomowa utworzona z jednakowych atoméw
(jeden atom w wezle sieci Bravais, drugi w % gtdownej

przekatnej)

e np.:|C, Si, Ge

e Struktura ZnS (blendy cynkowej)
* e Sie¢ Bravais — regularna ptasko centrowana

e baza dwuatomowa utworzona z réznych atomow
(jeden atom w wezle sieci Bravais, drugi w % gtéwnej
przekatnej)

e np.:| GaAs, CdTe

(LK=4)
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Przyktady struktur krystalicznych

e Struktura wurcytu

©Ga Sie¢ Bravais — heksagonalna hcp
e N

baza czteroatomowa utworzona z réznych atomow

struktura o wigzaniach tetraedrycznych

dwie sieci hcp przesuniete wzgledem siebie wzdtuz osi c
— podsieé anionowa i kationowa

e np.:|CdS, ZnO, GaN
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Symetrie punktowe

Operacje symetrii danego obiektu — przeksztatcenia nie zmieniajace
wygladu tego obiektu

Symetrie punktowe — takie, dla ktérych operacje symetrii zachowujg

przynajmniej jeden punkt przestrzeni
Elementy symetrii, wzgledem

Podstawowe punktowe ktorych wykonywane sq dane
operacje symetrii: operacje symetrii:

e  Obroty wiasciwe —  osie obrotu

N Inwersja =  Srodek inwersji

N Odbicie zwierciadlane =  pftaszczyzna zwierciadlana

. Obroty niewfasciwe (obréti =  Osie obrotow niewtasciwych
nastepujace po nim odbicie
od ptaszczyzny L do osi)

lub: e Obroty inwersyjne (obréti  —  osje inwersyjne

nastepujgca po nim
inwersja)
2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 22



Symetrie punktowe - obroty

15.1 Niektore elementy symetrii szescianu. 9
0§ dwukrotna, tréjkrotna i czterokrotna b)
zostaly oznaczone zgodnie z obowigzujacg 15.2 Czasteczka NH; (a) ma of tréjkrotna
(C3), natomiast czasteczka H,O (b) ma oS
dwukrotng (C,). Obydwie czasteczki majg

rowniez inne elementy symetrii

konwencja

P.W. Atkins, Chemia fizyczna
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Symetrie punktowe - odbicia

(6]

v !

15.5 Czasteczka H,O ma dwie plaszczyzny
zwierciadlane. Obydwie sa ptaszczyznami
wertykalnymi (tzn. zawierajg o§ giéwna),
oznacza si¢ je wiec jako oy i o)

P.W. Atkins, Chemia fizyczna

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Symetrie punktowe — obroty niewtasciwe

15.6 a) Czasteczka CH4 ma czterokrotng o§ niewlaSciwg (S4); czasteczka ta jest nieodréznialna
po obrocie 0 90° i nastgpujgcym po nim odbiciu w plaszczyznie horyzontalnej, ale zadna

z tych operacji z osobna nie jest operacja symetrii czasteczki. b) Etan w konformaciji
naprzemianlegtej ma o§ Ss, ktéra jest ztozeniem obrotu o kat 60° i odbicia

P.W. Atkins, Chemia fizyczna
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Symetrie punktowe —

obroty inwersyjne

S
),
P
e o
faEe
e
/ AR
/ tlsoﬁ/“;ﬁp?\
\\\l
. b .
\
\\
\\I
\.P2

Rys. 1.5. Obroét inwersyjny. Punkt P; przechodziw P p
a nastepnie w punkt P, przez inwersje wzgledem punkt

od wplywem obrotu o kat ¢ wzgledem osi pionowej,
u O lezacego na osi obrotu

J. Ginter, Wstep do fizyki atomu, czgsteczki i ciata statego

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur
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Symetrie punktowe — obroty inwersyjne

ot

Rys. 1.7. Odbicie zwierciadlane wzgledem plaszczyzny po-
ziomej jest ztozeniem obrotu o kat = wzgledem osi piono-
wej i inwersji wzgledem punktu O

J. Ginter, Wstep do fizyki atomu, czgsteczki i ciata statego
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Podstawowe symetrle szesScianu

Six 2-fold axes Center of inversion

Nine mirror planes
® 2007 Thomson Higher Education

http://www.nyu.edu/classes/tuckerman/honors.chem/lectures/lecture 20/nodel.html
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Stosowane oznaczenia

Element symetrii Schonflies | Hermann- | Streitwolf Operacja
(czasteczki) | Mauguin | (krysztaty)
(krysztaly)

Tozsamos¢ E 1 c 1-krotny obrot

S n-krotny obrot (360°/n
OS$ obrotu Cn n d] y ( )
Plaszczyzna symetrii o m D odbicie
Srodek symetrii | I | Inwersja
OSs obrotu S . . n-krotny obrot + odbicie
niewtasciwego "
Os$ obrotu _ n n-krotny obrot + inwersja
. ; On
inwersyjnego

W krysztatach mozliwe s3 osie obrotu 1-, 2-, 3-, 4- i 6-krotne

2020-03-24
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Grupy punktowe

Zbior wszystkich punktowych operacji symetrii danego
obiektu, wraz z dziataniem polegajacym na sktadaniu tych
operacji tworzq grupe

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wykfad 3
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Grupy punktowe

(wedtug: P. Kowalczyk, , Fizyka czgsteczek”)

Zbiér elementow G oraz dziatanie (mnozenie grupowe)
tworzg grupe, jesli:
. w zbiorze G istnieje element jednostkowy e, taki ze eea = aee = a

. kazdy element zbioru @ ma w tym zbiorze element odwrotny a?,
takize alea=aeal=e

. mnozenie grupowe jest tgczne: ae(bec) = (aeb)ec

Mnozenie grupowe nie musi by¢ przemienne. Jesli jest — grupa
nazywa sie przemienngq lub abelowqg

Liczba elementdw grupy nazywa sie rzedem grupy

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3 31



Grupy punktowe

e a b c d I

. rzad tej grupy wynosi 6

a a b e d I c : . .

. grupa jest nieprzemienna
b b e o f C d ° np.. cea= d
( ¢ f d ¢ b a aec=f

P. Kowalczyk, Fizyka czgsteczek
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Klasy elementow sprzezonych

Jesli x i zsg dowolnymi elementami grupy, to przeksztatcenie
podobienstwa y =zlexez prowadzi do elementu y sprzezonego do
X za pomocy elementu z

Petny zbidr elementdw grupy, ktore sg ze sobg wzajemnie sprzezone
(za pomoca dowolnych elementéw grupy) nazywa sie klasq.

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Grupa symetrii czasteczki amoniaku, C,,
Tabela grupowa grupy C;,

(notacja Schonfliesa)

Czasteczka NH,

N

1 O O3 02 E C ’:2 (__"_?_. g rzad tej grupy WynOSi 6

0> 0> 0] ok ( E ( }2 ° grupa jeSt nieprzemienna
- : . grupa zawiera 3 klasy:

O3 O: 02 O] C ’%2 C E

- {E} — klasa elementu
neutralnego

- {G;, G} —obroty

P. Kowalczyk, Fizyka czasteczek - {s1, 55, 53} — odbicia




Macierze operacji symetrii

Punktowe operacje symetrii sg izometriami, a wiec kazdej z nich mozna
przypisac jakgs macierz ortogonalng M (tzn. taky, ze M1 = M" oraz
detM = £1)

W oczywisty sposdb macierze te beda spetniaty reguty mnozenia
grupowego:

jesli: aeb =c

to: M(a)-M(b) = M(c)

Zbiér takich macierzy, z dziataniem mnozenia macierzy takze bedzie
stanowit grupe — jedng z mozliwych reprezentacji grupy operacji
symetrii G

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Macierze operacji symetrii
Na przyktad:

(cosa —sina 0]
M(C,,)=|sina cosa O
0 0 1
(-1 0 O]
M@i)=| 0 -1 0
0 0 -1
(1 0 O]
M(o,,)=|0 -1 O
0 0 1]

— macierz obrotu wokot osi z o kat a

— macierz inwers;ji

— macierz odbicia w ptaszczyznie y =0



Reprezentacje grupy

Reprezentacjqg grupy nazywa sie zbidr macierzy o wymiarze nxn
przyporzgdkowanych elementom grupy tak, zeby to
przyporzgdkowanie zachowywato dziatanie w grupie, tzn.:

jesli zachodzi aeb =c
to musi by¢ spetnione M(a)-M(b) = M(c)

Rzad macierzy M nazywa sie wymiarem reprezentacji

2020-03-24 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 3
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Reprezentacje grupy

Reprezentacji danej grupy moze by¢ dowolnie duzo. Wiekszos¢
jednak z tych reprezentacji daje sie, poprzez przeksztatcenie
podobienstwa ktdoras z wybranych macierzy danej reprezentacji

sprowadzi¢ do postaci blokowej z blokami identycznych rozmiarow
dla kazdej z macierzy:

M,
M,

! M,

Poniewaz mnozenie macierzy zblokowanych polega na niezaleznym
mnozeniu blokdéw, same bloki (a wiec macierze o mniejszym
wymiarze niz macierze wyjsciowej reprezentacji) tez stanowig dobre
reprezentacje. Reprezentacje sprowadzalne w powyzszy sposob do
postaci blokowej nazywajg sie przywiedlne lub redukowalne



Reprezentacje nieprzywiedlne

Jesli przeksztatcenie przez podobienstwo zadng z macierzy nalezgca
do grupy nie sprowadza jednoczesnie wszystkich macierzy do postaci
blokowej z identycznym rozmiarem blokow, to taka reprezentacja
nazywa sie nieprzywiedIna lub nieredukowalna

Reprezentacji nieprzywiedlnych danej grupy jest tyle, ile klas w
grupie — np. grupa C;, musi miec¢ 3 reprezentacje nieprzywiedlne
Jesli grupa ma n elementéw (jest rzedu n), zas k; jest wymiarem i-tej
reprezentacji nieprzywiedlnej, to:

> ki =n

poniewaz grupa C;, ma 3 reprezentacje nieprzywiedlne i 6
elementdw, to nie ma innej mozliwosci niz 2 reprezentacje 1-
wymiarowe i jedna 2-wymiarowa: 12+ 12+ 22=6



Reprezentacje nieprzywiedlne

Reprezentacje nieprzywiedlne grupy C;,

A l l l l [ l z
A l l l -1 -1 -1 R

1 _iB
T2 T2
RERE |
2 2

(nomenklatura Mullikana)

P. Kowalczyk, Fizyka czgsteczek

(x,0), (Ry,Ry)



Reprezentacje nieprzywiedlne grupy C,,
wg tablic Kostera

= 3 Time Bases Bases
C3v E E 2C3 2\C3 30v 35‘, Inv. for D3 for C3v
I'y 1 1 1 1 1 1 a R R orz
I, 1 1 1 1 -1 -1 a S, orz S,
Iy 2 2 -1 -1 0 0 a (8, — i8,), (8¢ — 1S,),
—(8; + i8Sy —(S; + 1Sy)

T T R R Lo TR I $(1/2,-1/2), $(1/2,~1/2),
$(1/2,1/2)  $(1/2,1/2)

o G R e | 1 R Rt $(3/2,~3/2)  $(3/2,-3/2)
~ i(3/2,3/2) — i(3/2,3/2)

Is 1 -1 -1 1 ~i i b - (¢(3/2,3/2) — (¢(3/2,3/2)
-i¢(3/2,-3/2)) -i1¢(3/2,~3/2))

Grupy podwojne !l
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