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Transport — skale dtugosci i czasu

Skale dtugosci i czasu w transporcie

— Czas kwantowy tq, srednia droga swobodna Iq =T, Ve

— Czas transportowy (czas relaksacji pedowej) T,,, srednia droga swobodna

iy ~ Ty

— Czas relaksacji fazy (czas koherencji fazowej) T, , dfugosc¢ relaksacji fazy
(dtugosé koherencji fazowej) | 0
jeslit, >>t,,, to:

| =./Dr 1
¢ ¢ anie |, =Ty,

UKT
q

gdzie D = — stata dyfuzji
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Transport — skale dtugosci i czasu

@ Dtugoscé fali de Broglie’a elektronu (na poziomie Fermiego):

27T
K
F
—dlametaluzm*~m, i E;~10eV: A~ 0,4nm (1)
—dla GaAszm*~ 0,067 m, i E.~10 meV: A~ 47 nm

J

Niepordéwnanie tatwiej jest uzyskac¢ efekty uwiezienia kwantowego w
potprzewodnikach niz w metalach !!!

27.05.2020 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 13



Transport — skale dtugosci i czasu

Dfugosé magnetyczna I

Promien orbity cyklotronowej najnizszego poziomu Landaua:

ho, mv: mal | h
2 2 2 = * VeB
w polu B = 1T: l3~26 nm

Energia cyklotronowa: E_ =%,
Dla GaAs (m*=0,067my,) wB=1T E.~=1,7 meV
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Transport — skale dtugosci i czasu

@ Rozmiary uktadu (kropki kwantowej), dla ktorych efekty tadowania

pojedynczymi elektronami mogq by¢ widoczne
2

e
. Energia tadowania pojedynczym elektronem: E = E
. Pojemnosc¢ ,wyspy” (krazka) o promieniu R otoczonej materiatem o statej
dielektrycznej € : _
ycznel C =8¢¢,R
. Aby moéc obserwowac efekty zwigzane z fadowaniem pojedynczym elektronem
(np. tzw. blokade kulombowsk3), energia fadowania nie moze by¢ duzo
mniejsza od kT (E = kT): 2
Ry ©
16&5,KT

1. dlae=10,T=300K: R=4nm
2. dlae=10,T=4K: R=300nm
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Transport — skale dtugosci i czasu

Transport elektronow przez kropki kwantowe — ukfad, w ktorym
efekty tadowania muszg by¢ widoczne

(&) Latgral (b) Vertical
SQURCE Quantum DRAIN Quantum
Dot
-

Figure 1.1. Schematic of a quantum dot, in the shape of a disk, connected to source and drain
contacts by tunnel junctions and to a gate by a capacitor. (a) shows the lateral geometry and (b)
the vertical geometry.

http://marcuslab.harvard.edu/papers/KouwenhovenReview.pdf
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Transport — skale dtugosci i czasu

Transport elektronow przez kropki kwantowe — ukfad, w ktorym
efekty tadowania muszg by¢ widoczne
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http://marcuslab.harvard.edu/papers/KouwenhovenReview.pdf
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Single electron transistors

9
V, (C,le)
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Transport — skale dtugosci i czasu

UWoskopowe, rezimy trasportu

/
conventional device:
Cepr T
< -'/ .~ mMesoscopic /£
‘ PR device: I_II
< > “ >
L L
L>>1 diffusive Ll ballistic
L>>I¢ incoherent L< I¢ phase coherent
L>>Ar  no size quantization L< A size quantization
2/0< no single 2 single electron
\e G electron chargirig eRigo charging effects

\/

T. Heinzel, ,,Mesoscopic Electronics in Solid State Nanostuctures”, VILEY-VCH, 2007
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TRANSPORT DYFUZYINY



Transport dyfuzyjny

Dyfuzyjny transport elektronowy — rozmiary uktadéw (metale badz
potprzewodniki) duzo wigksze od sredniej drogi swobodnej: L >> 1, [,

Problem wielu czgstek — metody fizyki statystycznej = uzywac bedziemy
funkcji rozktadu prawdopodobienstwa obsadzen stanow elektronowych. W
rownowadze byfa to funkcja rozktadu Fermiego-Diraca f,, teraz musi byc to
inna funkcja, w ogdlnosci moze explicite zaleze¢ od:

- wektora falowego K (niekoniecznie tylko poprzez energie, jak to byto w
przypadku funkgcji £,),

- potozenia I (dopuszczamy zaleznos¢ od potozenia takich parametrow jak
np. temperatura — gradient temperatury)

- i ewentualnie od czasu: f=1f(r k t)

Jesli w jakis sposob potrafilibysmy znalez¢ taka funkcje rozktadu, to
bylibySmy w stanie obliczyé rozmaite przeptywy, np. (3D):

T(F,t) = —% IV(IZ) f(r, Iz,t) dk - gestos¢ pradu elektrycznego
T s
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Transport dyfuzyjny

czy gestos¢ strumienia energii (elektronowy wktad do transportu ciepta):

W(F t)—— (E(k) uV(K) £ (F,K,1) dyk

Przepis na znalezienie funkcji rozktadu f = f (F,k,t) podat Boltzmann

J

Réwnanie transportu Boltzmanna

Jesli nie ma rozproszen, to podczas ruchu w przestrzeni fazowej wszystkie
te elektrony, ktdre w czasie t + At znalazty si¢ w elemencie przestrzeni
fazowej opisanej wspotrzednymi r + Ar, K + Ak, w czasie t byty w

elemencie przestrzeni fazowej o wspotrzednych F, K. Stad (i na podstawie
tw. Liouville’a) wniosek, ze:

f(F+AF, K + Ak, t + At) = f(F,k,t)
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Transport dyfuzyjny

. of _ —~
| w konsekwencji: EAHVF]C AT +V|Zf Ak =0
. o - F
co w zwigzku z: AT =V At Ak = — At
h
. of _ 1 -
daje: —+V-V.f+=F-V =0
ot h
2.  Jesli jednak sq rozproszenia, to czes$¢ elektrondw opuszcza rozpatrywany
element przestrzeni fazowej (ulegajg rozproszenio standw zawartych w

tym elemencie na zewnatrz niego), zas cze$¢ do niego wchodzi (rozproszenia
tanéw zawartych w tym elemencie). Wtedy prawa strona powyzszego
rownania nie rowna sie zeru:

o _ 1= of
EJFV-VFf +%F-Vﬁf :(EL
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Transport dyfuzyjny

Powyzsze rOwnanie mozna tez zapisac:

« (&), (&)
at at dryf at zd

gdzie tzw. czton dryfowy wynosi:

at dryf at dyf at pole h

Czfon zderzeniowy: (61‘) =b-a
at zd
a= :W (k, E')[l— f(E')] (k") f(k)d,k' zaktadamy, ze rozproszenia
SB odbywajg sie wewnatrz
b _ .W (lZ”’ E) [1_ f(IZ):I p(lzu) f(lzll)dsk” jEdnegO pasma I”

SB
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Transport dyfuzyjny
U

Rownanie Boltzmanna:

Q:—V-Vrf—llf-vqf+b—a
ot noook

. Jest to rownanie rozniczkowo-catkowe, nieliniowe, w ogolnym przypadku
niemozliwe do rozwiqzania. Najwiekszy ktopot sprawia czton zderzeniowy!

- : : of :
. Jesli rozpatrujemy stan stacjonarny, to i 0 i

~V-V, f —llf-vﬁf +b-a=0
7
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Transport dyfuzyjny

4. Uwaga!!!

Przestrzen fazowa jest 6-cio wymiarowa (3D) i zawiera zmienne K i I, ktére
nie mogg by¢ dla czastki kwantowej jednoczesnie okreslone (zasada
nieoznaczonosci). Jest to wiec opis kwaziklasyczny, ktory jest akceptowalny,
jesli elektronowg paczke falowg mozna w przyblizeniu traktowac jak czgstke
klasyczna:

. W szczegdlnosci dtugosc fali de Broglie’a elektronu [ musi spetniac
nastepujgce warunki:

- [<< L, gdzie L — typowy rozmiar dla danego problemu

~ /I‘If‘ << <E> — zmiana energii E wywotana dziataniem sity zewnetrznej
na drodze | musi by¢ mata w poréwnaniu ze Srednig energia

U
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Transport dyfuzyjny

np. w polu elektrycznym o natezeniue: F=es¢,
dla GaAs z E,.x 10 meV A=50 nm powyzszy warunek daje:
£<<2-103V/cm
jest to silne pole jak na przewodzace probki makroskopowe, ale niezbyt
silne z punktu widzenia uktadéw w skali mikro (np. przyrzadéw
potprzewodnikowych)
- A< gdzie | — Srednia droga swobodna

. Ponadto, aby mozna byto stosowac opis w ramach réwnania Boltzmanna, to
np. pola magnetyczne muszg by¢ niekwantujgce:

ho, << <E> — hao, <<KT - przypadek niezdegenerowany
ho, << Eg - przypadek zdegenerowany



Transport dyfuzyjny

Rozwiqgzywanie rownania Boltzmanna

@ zderzenioE

. Czton zderzeniowy rownania Boltzmanna (tutaj, dla uproszczenia, pomijamy
ewentualng zalezno$é od T ):

(%) —b_a= j{W(E',R’)[l— F(K)] FR)-WK, K)[1- £ (k)] £ (K) }p(R") dsk'

. W rownowadze termodynamicznej (wtedy f = f,), z zasady rOwnowagi
szczegotowej wynika, ze:
WK K)[1- (0] £, (k=W (K, K [1- 1, (k] £,(K) (1)

a skoro f, jest rozktadem Fermiego-Diraca, to:

WKK) _(1- f,(K) fo(R’):eXp[E(R")—E(IZ)]
WK K (1- £,(K)) £, (K) ke T
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Transport dyfuzyjny
U

Prawdopodobienstwo rozproszenia ze zmniejszeniem energii jest wieksze niz
przejscia odwrotnego.

Rozwigzanie réwnania Boltzmanna zapisujemy w postaci:

£ (K) = f,(E(K) )+ ,(K) (2)
gdzie f, jest funkcja Fermiego-Diraca (parzystg wzgledem K), zas f, jest
nieparzysta wzgledemk

Przewaznie f, jest mafe: |f;| = |f—f,| <<f, i powinno by¢ (w przyblizeniu
liniowym) proporcjonalne do zewnetrznej sify (ewentualnie gradientu
temperatury)

Biorgc pod uwage (1) i (2) oraz opuszczajgc w rachunkach wyrazy
wyzszych rzedow niz pierwszy w f, , czfon zderzeniowy przyjmuje postac
liniowqg wzgledem f,:
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Transport dyfuzyjny

Y __twie ey BB o BB e
(8tjzd_ SJBW(k’“{ e O TE fl(k>}p(k>d3k (3)

co mozna formalnie zapisa¢ jako: (ﬁj o f,(k)
0t )y (k)

gdzie z-(IZ) — tzw. czas relaksacji pedowej:

L e end 1 fE) f(E) fik)| vl (a
r(k) JBW(k’k){ 1-fo(E)  fo(E) na@}p (dic) 19

Sens czasu relaksacji:

jesli wyprowadzimy uktad ze stanu rownowagi, a potem nagle wytgczymy sity
zewnetrzne, to (jesli 7(k)mozemy uznac za statg !!!):

o (K1) F(K,D—f(K) ) t
a (k) =0 = (f=f) =(f - 1), -exp(—;j
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Transport dyfuzyjny

czas relaksacji charakteryzuje szybkos¢ dochodzenia uktadu do stanu
rownowagi

. W ten sposob, po wprowadzeniu pojecia czasu relaksacji rownanie
Boltzmanna przyjmuje prosta (tylko formalnie !!!) postac :

V-vrf+1|f-vﬁf=—f;f0
z(k)

h

Ale:
w réwnaniu (4) wystepuje stosunek dwoch wartosci nieznanej funkgji f, !!!

tylko wtedy, gdy 1;1(1:2) nie zalezy ani od rodzaju, ani od wielkosci

1
zaburzenia, czas relaksacji pedowej jest charakterystyczny dla danego

materiatu i ma dobrze okreslony sens fizyczny
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Rownanie Boltzmanna — uproszczenia

e  po podstawieniu f (k) = f, (E(IZ))+ f,(K) i zatozeniu, ze [f,| << f, rownanie
Boltzmanna udato sie wprawdzie zlinearyzowac, ale jest ono nadal
rownaniem rozniczkowo-catkowym !!!

—> Potrzebne: @sze uproszczenia/zaioieniD

1. jeslirozproszenia mozna uwazac za elastyczne, to E(IZ') = E(E)i rownanie
(3) przyjmuje postac:

(%j =—[w(k, K [1,6) - £, p(k") ik

2. jesli ponadto proces rozpraszania jest izotropowy
(to nie zawsze jest spetnione!), a pasmo jest
sferyczne, to:

W (K, k) k,9)
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Rownanie Boltzmanna — uproszczenia

3.  zewnetrzna sifa (np. pole elektryczne) prze-
suwa rozktad rc’)wnowagowy zgodnie z row-
naniem ruchuF =7k , zaé rozpraszanie ten
ruch hamuje; sensowne jest wiec przypusz-
czac, ze w stanie stacjonarnym bedz:e

f(K) = f,(K - 5>—f(k)——( —f(k)‘

4. jesli pasmo jest sferyczne, to v || K:
e nk — gdzie m (k) jest pedowg masg efektywng, w
V(K) =—; . : : ) Iy
mp(k) ogoblnosci zalezng od k (nieparabolicznosc)

Z(1-4) wynika, ze:

(K —K")d k

p
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Rownanie Boltzmanna — uproszczenia

5. a’fkujemy we wspotrzednych sferycznych, z osig

biegunowg rownolegta do wektorak

—

K—K'= (IZ — IZ')| + (IZ = IZ')l = k(1-cos9)+ (IZ = IZ')L

Of 1 h o217 (_> _»)
9l = h Sk-k")Ok,9) X(E)-lk —k'|k?sin 3dpdIdk'
(atjm P S ILGRCCORG 0

P

U catkowanie po ¢ eliminuje
czton zawierajacy (IZ - E'ﬁ

(ﬂj I @(k,Sl—cosS)kzsinSdS
ot ). 21 !

f1

L
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Rownanie Boltzmanna — uproszczenia
U

VerlFVf+]c =0
h 7(E)

L _ 4 2 (*)
2B 27 f®(k,9)(l—c039)k sin $d 9

W (k, k') =5k —k)O(K, )

. Taki czas relaksacji nie zalezy od rodzaju i wielkosci zaburzenia, zalezy tylko od
energii nosnika (elektronu lub dziury) — jest wiec dobrym parametrem
charakteryzujgcym dany materiat

. Dla réznych mechanizmow rozpraszania zaleznos¢ t(E) moze byc roina

. Jesli istnieje szereg niezalez'nych mechanizmow rozpraszania, to:

ZT(E)

tot(E> B
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Rownanie Boltzmanna — uproszczenia

Przypomnijmy zatozenia, ktére doprowadzity do wzoru (*) na
czas relaksacji

|f:] <<fo

rozproszenia mozna uwazac za elastyczne i nie wyprowadzajg poza pasmo
rozproszenia sg izotropowe (w sensie niezaleznosci od kierunku wektora Kk )
f,(K) =V X (E)

pasmo jest sferyczne

A N .

Zfozony problem rozwiqgzania nieliniowego rownania rozniczkowo-
catkowego (rownania Boltzmanna) zostat sprowadzony do 2
rozdzielnych problemow:

1. znalezienia zaleznosci czasu relaksacji od energii
2. rozwiqgzania liniowego rownania rozniczkowego
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Rownanie Boltzmanna — czas relaksacji

Zaleznos¢ czasu relaksacji od energii

W ogdlnosci zaleznosci T(E) dla réznych mechanizmdw rozpraszania mogg
by¢ skomplikowane (np.: B.M. Askerov, , Electron transport phenomena in
semiconductors”, World Scientific 1994, D. K. Ferry, ,,Semiconductor
transport”, Taylor & Francis 2000)

. Dla pasma parabolicznego w wielu przypadkach czas relaksacji daje sie
opisac zaleznoscig potegowg od energii:
E ) Y (r—%) r
7(E) =17, (T)- T — | (E)~vr~E”-E —E
. czynnik7,, (T) zalezy od temperatury z powodu:

- wytgczenia kT we wzorze opisujgcym T(E)
- dodatkowej zaleznosci — np. poprzez liczbe fonondéw

. Jesli potprzewodnik jest niezdegenerowany i mozna stosowac rozktad
Boltzmanna, to <E>~ kT i T zalezy od temperatury wytgcznie poprzez
czynnik 7, (T)
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Rownanie Boltzmanna — czas relaksacji

2020-04-07

Scattering Scattering
mechanism parameter Tor(T) Ay,
h4
Point defects (short-range 0 = ToETE: . U;N,
potential) m,(2m,ko, T)"*Ug N, h
2nh*puv E2k, T
Acoustic phonons (deformation 0 > el = n‘—‘;
potential) Ei(2m,k,T) hpv?
2(hwo\* h%a? Eo \ ko T
Nonpolar optical phonons at 0 —( a)o) il = n3h(—°) 9 =
high temperatures (ko T > hw,)* Eo ) (2m,koT) hao) pa
. . 1 h U 2n%e?k, T
Polar optical phonons at high 1 — vl
2a\woko T x*h
temperatures (ko T > hw,) o™o
2nh? 2 Nz 2k, TTIZ
Piezoacoustic phonons 1 e €% %
e’ \m,k, T 2hx
- — " ——
Impurity ions 2 3@ a1 27 NiFimy(K)
ne* N F;pp(€) hx?

formulae (11.63) and (11.84) respectively.

* At low temperatures (k, T «< hw,) in the case of scattering by polar or nonpolar optical
phonons t does not depend on energy (r = 1/2), and for a parabolic band it is given by the

B.M. Askerov, , Electron transport phenomena in semiconductors”
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Rownanie Boltzmanna — pole elektryczne

Nosniki w polu elektrycznym (3D)

. rownanie Boltzmanna w przyblizeniu czasu relaksacji, dla stanu stacjonarnego:
1= f
V-V.f+=F.V.f+—1-=0 = _qF - odzi —+
F " K 7(E) F=q¢ gdzie (gQ==e
. zaktadamy, ze uktad jest jednorodny w catej swojej objetosci: V.f =0

of
e V. f =VE(f0+f1)=a—E°VEE+VEf1

. ograniczamy sie do cztondw liniowych w zaburzeniu, a wiec odrzucamy czton:

of,
9. M b g = f—qT(E)(——j V
nooo 7(E) OE
P

jest to postac postulowana juz wczesniej
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Rownanie Boltzmanna — pole elektryczne

gestos¢ pradu mozna obliczy¢ liczgc catke po catej strefie Brillouina z funkcja f,
(f, jako funkcja réwnowagowa nie daje wktadu do pradu):

j= qu £, p(k)d, k——qu CIZ'(E)(—af—Ej(V £)d,k

wprowadzajac uktad wspo’frzednych sferycznych z osig biegunowg skierowang
wzdtuz wektora natezenia pola elektrycznego &, wykonujac catkowania po
katach i zamieniajgc zmienng catkowania z k na E (w przyblizeniu pasma
sferycznego) mozna otrzymac:

- el 17 o, ), 3 .
j = m*{syﬁ E‘;T(E)(—a—Ejk (E)dE};

wartosé érednia funkcji A(E) zaleznej od energii:

IA(E)(—Ejk (E)dE

(A(E)) = _ j (E)(——jk (E)dE
(Zen o
z°y\ OE (éwiczenia ?)




Rownanie Boltzmanna — pole elektryczne

. e <z'> ~ ~ o =enu — przewodnictwo elektryczne
TR ) oo
H=—" — ruchliwosé
m x*

. w przypadku niezdegenerowanym w niskich temperaturach mozna sie
spodziewaé u(T) ~T*'? (rozpraszanie zdominowane przez zjonizowane
domieszki)

. w przypadku niezdegenerowanym w wysokich temperaturach mozna sie

spodziewaé u(T) ~ T %2 (jesli rozpraszanie zdominowane przez fonony
akustyczne, potencjat deformacyjny)
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Nosniki w polu elektrycznym - ruchliwosc

GaAs - ruchliwos¢
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