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Dlaczego te 2 panele się sklejają? 



Uzupełnienie 

Punkt K ma współrzędne: 

Idąc dalej dochodzimy do punktu R: 

dodajemy do niego wektor sieci odwrotnej: 

http://lampx.tugraz.at/~hadley/ss1/bzones/fcc.php 



„Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych” 

Wykład 12 (20.05.2020) 

Tomasz Kazimierczuk 
 

Zakład Fizyki Ciała Stałego 

Instytut Fizyki Doświadczalnej 

Wydział Fizyki 

Uniwersytet Warszawski 

Na podstawie materiałów prof. M. Baja 



POJEMNOŚĆ CIEPLNA SIECI 
KRYSTALICZNEJ 

2020-04-07 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 12 4 



Pojemność cieplna sieci krystalicznej 

27.05.2020 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 12 5 

• Doświadczalna obserwacja – w wysokich temperaturach molowe ciepło przy 
stałej objętości CV=3R. Jest to zgodne z modelem klasycznym i zasadą 
ekwipartycji energii – prawo Dulonga-Petita (~3NA jednowymiarowych 
oscylatorów na mol, na każdy wypada średnio kT energii  molowa 
pojemność cieplna 3RT). Jednak w niskich temperaturach T 0 w 
niemetalach CV ~T3 (a prawo Dulonga-Petita przewiduje CV=const) 
 

• Wkład fononów do energii wewnętrznej (na jednostkę objętości, bo      
jest liczone na jednostkę objętości): 
 

              gdzie s numeruje gałęzie fononów  
  

• Znajomość relacji dyspersyjnych dla wszystkich gałęzi fononowych pozwala 
znaleźć fononowy wkład do U(T) i ciepło przy stałej objętości liczone na 
jednostkę objętości: 
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P. Giannozzi et al., Physical Review B 43, 7231 (1991) 

8 cm-1  1 meV 

      GaAs, r = 2 
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• Dwa proste analityczne modele fononowego wkładu do pojemności cieplnej 
sieci krystalicznej: 
 

1. Model Einsteina: zbiór 3N oscylatorów kwantowych, wszystkie o jednakowej 
energii         (model w przybliżeniu słuszny dla fononów optycznych dla 
których                          )  

 

 
 

 jeśli wziąć N=NA , to molowe ciepło: 
 

       gdzie  

 

 w ten sposób odtwarzamy prawo Dulonga-Petita, ale w niskich 
temperaturach otrzymuje się zależność szybszą niż doświadczalna ! 
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2. Model Debye’a: fonony akustyczne z uproszczoną (liniową) dyspersją: 
 

     (2 gałęzie) 

     (1 gałąź) qu

qu

LLA

TTA









• gęstość stanów na jednostkę częstości, na jednostkę objętości, na jedną  
(i-tą) gałąź: 

 

 

• wszystkie 3 gałęzie (zakładając degenerację obu gałęzi poprzecznych): 
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• Założenie liniowej sferycznej relacji dyspersyjnej zmusza do ograniczenia się 
do obszaru                 , tak aby całkowita liczba (koncentracja) stanów 
fononowych wyniosła 3N: 

 

 
 

 stąd: 

 

 oraz definicja temperatury Debye’a: 

 

• Wkład fononów do energii wewnętrznej (na jednostkę objętości):  
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• Zamiana zmiennych: 

 

 

 

 

 i wreszcie, wykorzystując związek: 

 

 otrzymujemy: 

kT
x































T

x

T

x
dx

e

x

u

k
Tdx

e

xkT

u
TU

/

0

33

4

2

/

0

34

32 12

3

12

3
)(







k

u
N


 3 26




























T

x
dx

e

xT
Nk

T
U

/

0

34

1
9

 wkład fononów 
(akustycznych) do 
energii wewnętrznej 
wg. modelu Debye’a 



Pojemność cieplna sieci krystalicznej 

27.05.2020 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 12 11 

a) niskie temperatury T << ϴ:   

 

 
 

     
 

      zgodnie z doświadczeniem 
 

b) wysokie temperatury T >> ϴ: 

 wtedy w całym obszarze całkowania x << 1 i: 
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 diament, linia – model Einsteina 

Ch. Kittel, „Wstęp do fizyki ciała stałego” 

 stały argon, linia – model Debye’a 
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Wikipedia 

Uwaga na skale! Model Debye’a działa też w wysokich temperaturach 
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Przypomnienie 
 

• Jednoelektronowe równanie Schrödingera: 

 

 

• Jeśli potencjał jest periodyczny, to dobrymi rozwiązaniami są funkcje Blocha: 

 

• Wektor falowy     (a więc i kwazipęd      ) jest dobrą „liczbą” kwantową 
 

• Prędkość grupowa elektronu:                                    
 

• Ze względu na symetrię pasm:                              (ogólniej                             ), 
jeśli funkcja rozkładu zależy tylko od energii (w równowadze 
termodynamicznej), to nie ma żadnych przepływów (transportu) 
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Siły zewnętrzne (a więc dodatkowy potencjał) 
 

• Jeśli mamy dodatkowy potencjał (np. pole elektryczne), to NIE MA symetrii 
translacyjnej       przestaje być dobrą liczbą kwantową, stany blochowskie 
nie są już funkcjami własnymi hamiltonianu (chociaż zawsze rozwiązań 
możemy poszukiwać w postaci ich kombinacji liniowej – w ogólności zależnej 
od czasu) 

 

• zmiana    – przejścia pomiędzy stanami blochowskimi, stany o określonym 
nie są już stanami własnymi hamiltonianu 
 

• Przykład – elektron w stałym polu elektrycznym (w płaszczyźnie yz ruch 

jest swobodny): 
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      
• równanie Airy:                          , rozwiązania kombinacją liniową Ai(x) i Bi(x): 
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• postać asymptotyczna funkcji Airy dla    x  – : 

 

 

 

 

• funkcje te dla |x| >> 1 mogą być lokalnie przybliżane przez sin(kx) lub cos(kx) 
z k ~ x½   

      
 podczas ruchu paczki falowej zrobionej z funkcji Airy takie „k” będzie ulegało 

zmianie, co odpowiada przejściom pomiędzy funkcjami Blocha 
numerowanymi różnymi k, jeśli rozwiązania problemu poszukiwaliśmy w 
bazie funkcji Blocha 
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• Oprócz sił zewnętrznych, które powodują „uporządkowane” przejścia 
pomiędzy stanami blochowskimi               istnieją też przyczyny 
„nieuporządkowanych” przejść pomiędzy tymi stanami – rozproszenia 

 

Co może rozpraszać elektrony? 

– wszelkie niedoskonałości sieci (potencjał rozpraszający V) 
 

• domieszki, defekty (punktowe, liniowe – dyslokacje, …) – „sztywne” 
rozpraszacze, potencjały niezależne od czasu  

• nieporządek stopowy w kryształach mieszanych (rozpraszanie stopowe) 

• międzypowierzchnie (interface roughness) 

• fonony – „fluktuujące” rozpraszacze 

• inne elektrony (rozpraszanie elektron-elektron) – „fluktuujące” rozpraszacze 

• etc. 
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• Prawdopodobieństwo rozproszenia elektronu ze stanu           do stanu            :             
 

      gdzie V – potencjał rozpraszający 
 

Rozproszenia elastyczne i nieelastyczne 
 

      zachowanie kwazipędu 
 

      zachowanie energii 
 

  gdzie     i         –  kwazipęd i energia emitowanej/pochłoniętej kwazicząstki 
 

• Jeśli w rozproszeniu nie uczestniczy żadna kwazicząstka (np. fonon) lub jej 
energia jest w bilansie do zaniedbania (w porównaniu z kT i średnią energią 
układu elektronów), to rozproszenie jest elastyczne (lub w przybliżeniu 
elastyczne). Przy rozproszeniach wewnątrzpasmowych n=n’, jeśli pasmo 
jest sferyczne, to: 
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• Rozproszenia elastyczne – np. na potencjałach domieszek i defektów 

• Rozproszenia nieelastyczne – np. na fononach (lub innych kwazicząstkach). 
W przybliżeniu często traktuje się rozpraszanie na fononach akustycznych 
jako elastyczne (bo energie fononów akustycznych są niewielkie). Nawet 
rozpraszanie na fononach optycznych często opisuje się przy założeniu, że 
rozproszenia są w przybliżeniu elastyczne (w odpowiednio wysokich 
temperaturach, w których                     ). 

 
Rozpraszanie elektron-elektron  
– też nieelastyczne, możliwe tylko dla  
elektronów z okolicy poziomu Fermiego,  
istotne z punktu widzenia procesów  
relaksacji fazy funkcji falowej   
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Skale długości i czasu w transporcie 
 

1. Punkt wyjścia – potencjał ściśle periodyczny. Rozwiązania blochowskie –  
stany własne hamiltonianu jednoelektronowego  stany odpowiadają ściśle 
określonej energii ΔE = 0 i „żyją” nieskończenie długo              , gdzie 

    i droga swobodna jest nieskończona 

2. Czas kwantowy τq, średnia droga swobodna lq  
Każde rozpraszanie prowadzi do tego, że czas życia w danym stanie 
kwantowym       (tzw. „czas kwantowy”) jest skończony 

i poszerzenie ΔE  0. Średnia droga swobodna:  lq = vFτq 

q

 qE 

q r(E) 

r(E) 

E 

E 

Przykład: oscylacje Shubnikova-de Haasa w 2DEG 
 

    gęstość stanów bez rozproszeń 

           z rozproszeniami 
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 Gęstość stanów oscyluje w funkcji energii. Amplituda oscylacji zależy od pola 
B (bo separacja pików gęstości stanów,          jest proporcjonalna do B), ale i 
od      !  W funkcji pola magnetycznego oscyluje gęstość stanów na poziomie 
Fermiego, co przekłada się na oscylacje magnetooporu (efekt Shubnikova-de 
Haasa): 

 

       gdzie  

 

 

       w niskiej temperaturze T  0 
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T.E. Whall et al., Applied Physics Letters, 64, 357 (1994) 

2DHG w Si/Si0,87Ge0,13/Si 

              

    τq  2 ps,    ΔE  0,3 meV 
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3. Czas transportowy (czas relaksacji pędowej) τtr, średnia droga swobodna ltr  
W makroskopowych przepływach elektronów (np. prąd elektryczny) liczy się 
nie sam fakt rozproszenia, ale jak w rozproszeniu zmienia się pęd (wektor 
falowy). Niskokątowe rozproszenia mają mniejszy wpływ na relaksację pędu 
niż wysokokątowe (rozproszenia elektron-elektron nie dają wkładu do τtr !): 

         gdzie ϴ  – kąt (elastycznego) rozproszenia 
 

      przeważnie τtr > τq  

 
 

 Ruchliwość:   Przykład:  GaAs,  m*  0,067 m0 , EF = 10 meV, 
        vF  2,3105 m/s 

  1.  T = 300 K, materiał objętościowy: m  4000 cm2/Vs, ttr  0,15 ps,  

       τtrvF  ltr  35 nm  

           2.  T = 1 K, 2DEG: m  107 cm2/Vs, τtr  400 ps, τtrvF  ltr  90 mm  
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4. Czas relaksacji fazy (czas koherencji fazowej) τφ , długość relaksacji fazy 

(długość koherencji fazowej) lφ  
 Rozproszenia mogą prowadzić do przypadkowych zmian fazy funkcji falowej 

elektronu, a więc zaniku jej spójności fazowej, co z kolei uniemożliwia 
efektywną interferencję. Spójność fazową niszczą rozproszenia nieelastyczne. 
W relaksacji fazy nie biorą udziału „sztywne rozpraszacze”, a tylko 
„fluktuujące” (rozpraszanie na fononach, rozpraszanie elektron-elektron, 
rozpraszanie na domieszkach z „wewnętrznymi stopniami swobody”) 

 Przykład 1 – efekt Aharonova-Bohma 

• Elektron poruszający się z punktu 1 do punktu 2 po pewnej drodze P, na której 
nie znika potencjał wektorowy       (                  )  doznaje przesunięcia fazowego: A


BA





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P rdA
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• Różnica faz pomiędzy dwiema różnymi drogami: 

 
 

 

 jest proporcjonalna do strumienia pola B przez powierzchnię S rozpiętą przez 
obie drogi 

B

SQP

PQ

e
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e
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

• Interferencja fal elektronowych poruszających się po obu drogach, 
prawdopodobieństwo transmisji: 

 

 

 T – okresowe w strumieniu ΦB (a więc i w polu B), z okresem 
(kwant strumienia magnetycznego)  

 

















 00 cos12 B

e
TT



e

h
0



Transport – skale długości i czasu 

27.05.2020 Fizyka materii skondensowanej i struktur półprzewodnikowych - wykład 12 28 

2DEG w GaAs/Ga0,7Al0,3As 

1 mm 

S. Pedersen et al., Physical Review B, 61, 5457 (2000) 

Średnia droga swobodna vFτtr  6 mm – transport bez rozproszeń (balistyczny) 
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• Amplituda interferencji gaszona przez procesy defazowania funkcji falowej z 
czynnikiem gaszącym: 
 

    gdzie τ – czas w którym elektron pokonuje interferometr 

















exp~

 Przykład 2 – słaba lokalizacja 

• Przypadkowo rozłożone rozpraszacze (elastyczne) umożliwiają wystąpienie 
rozpraszania do tyłu, którego prawdopodobieństwo jest zwiększone ze 
względu na interferencję konstruktywną pomiędzy dwiema drogami 
odpowiadającymi ruchom w przeciwne strony. Prowadzi to do zwiększenia 
całkowitego prawdopodobieństwa rozpraszania do tyłu, a więc zmniejszenia 
przewodności elektrycznej. Pole magnetyczne wprowadza przesunięcia fazowe 
pomiędzy obu drogami, co, ze względu na uśrednienie wkładów bardzo wielu 
możliwych tego typu par trajektorii, gasi efekt     

   ujemny magnetoopór 
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2DHG w Si/SiGe QW 

V. Senz et al., Physical Review B, 61, R5082 (2000) 
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2DHG w Si/SiGe QW 

V. Senz et al., Physical Review B, 61, R5082 (2000) 
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 Przykład 3 – uniwersalne fluktuacje przewodności (UCF) 
 

• Przypadkowo rozłożone rozpraszacze (elastyczne) wyznaczają różne możliwe 
trajektorie elektronowej paczki falowej. Interferencje pomiędzy tymi 
trajektoriami prowadzą do zależności całkowitej przewodności od parametru 
mogącego modyfikować tę interferencję (np. pola magnetycznego). Zmiany te 
są w pełni powtarzalne. Szczegółowy obraz aperiodycznych zależności G(B) 
zależy jednak od rozkładu domieszek: ogrzanie i ponowne schłodzenie próbki 
może zmieniać szczegóły  zależności G(B) – domieszki mogą trochę 
przedyfundować.  
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Druty kwantowe InN 

S. Alagha et al., Journal of Applied Physics, 108, 
113704 (2010) 
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S. Alagha et al., Journal of Applied Physics, 108, 
113704 (2010) 

Druty kwantowe InN 
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– Czas kwantowy tq, średnia droga swobodna lq = τqvF 

 

– Czas transportowy (czas relaksacji pędowej) τtr, średnia droga swobodna  

ltr   τtrvF 

 

– Czas relaksacji fazy (czas koherencji fazowej) τφ , długość relaksacji fazy 

(długość koherencji fazowej) lφ 

 jeśli τφ  >> τq,  to:  

 

       a nie  lf   τfvF 
      

 gdzie                       – stała dyfuzji 

Skale długości i czasu w transporcie 

 Dl 

q

kT
D





