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OBSADZENIE STANOW DOMIESZKOWYCH W
STANIE ROWNOWAGI TERMODYNAMICZNE)



Obsadzenie pozioméw domieszkowych

,Obsadzanie” standow (nie tylko zlokalizowanych — domieszek czy defektow, ale
takze standow pasmowych) elektronami oznacza wymiane czgstek
(elektronow) pomiedzy rezerwuarem i rozwazanym poduktadem.

U

wielki zespof kanoniczny (poduktad wymienia czastki i energie z otoczeniem)

J

Prawdopodobienstwo termodynamiczne (nieunormowane) znalezienia
poduktadu w stanie j, w ktorym znajduje sig n; czastek (elektrondw) i w ktorym
energia podukfadu wynosi E; (jest to catkowita energia, obejmujgca wszystkie
n; czastek):

|:)j — e_ﬁ(EJ _”i”) b= kiT U — potencjat chemiczny

Suma statystyczna:

7 — Z Pj _ Zeﬁ(Ej”jﬂ)
J J

06.05.2020 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 8 3



Obsadzenie pozioméw domieszkowych

o A e P E
Srednie statystyczne: j

_
<A> o Ze—ﬂ(Ej—nj,u)
j
elektron swobodny obsadzajacy (lub nie)

jednoelektronowy stan o danym ki danym spinie:

mozliwe 2 stany poduktadu:
n,=0; E;=0
n,=1; E,=E

srednia liczba czgstek poduktadu:
(n)=
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

obsadzanie przez elektrony swobodne stanu

elektronowego o danym k (spin dowolny):

mozliwe 4 stany poduktadu:
n,=0; E,=0
n,=1; E,=E (spin T)
n,=1; E,=E (spin¥)
ny=2; E;=2E (spiny Tid)

Srednia liczba czgstek poduktadu:

)=
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

Poziomy domieszkowe/defektowe

stosunek prawdopodobienstw znalezienia domieszki/defektu z n+1

elektronami i z n elektronami:

ze—ﬂ[Ej —(n+1)u]

canduction band

77

______

{-/0)

\___-\
pn+1 _ Nn+1 _ Jinj=n+l — gn+1 .e—ﬂ[(Enu—En)_fu] [ o ‘
pu— u— —_ 08
2 : —BlE, —n
pn Nn e IB[ k :u] gn
k:n,=n s
'EIOL =
N _ En+1/n_ & .
pn+1 — n+1 — gn+1 . e ﬂl: ILI:I T (+4e) - (+/4+)
N 02k .
Pn n U zapetnianie kolejnych B / §
N =N poziomdéw domieszkowych 0 1-./ 777 ’ e
2 l, n przy podnoszeniu poziomu votonce bond ' '
n Fermi ego 7 Fig. 15. Energy levels of interstitial 3d metals in silicon (ful lines), see

N — koncentracja domieszek

Table 3, compared with the results of X, calculations of DeLeo et al.
[15] (broken lines)

E,.i | E, —najnizsze sposrod wszystkich energii £; poduktadu odpowiednio z

n+1 i n elektronami
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

E "*1/n — tzw. energia poziomu domieszkowego/defektowego ,numerowana”
liczbami obsadzajgcych go elektrondw (stanami tadunkowymi) n+1in

d,.; | 9, —tzw. degeneracje stanéw poduktadu z n+1 i n elektronami

Degeneracje g,,, i g, uwzgledniajq mozliwosc¢ wystepowania wielu
roznych stanow poduktadu odpowiadajgcych tej samej liczbie czgstek (w tym
standw wzbudzonych):

. _,Bgn,i
gn o an,o + Zan,i €
i=1,2,...

&, o1 Qi sydegeneracjami odpowiednio stanu podstawowego poduktadu z n
elektronami oraz stanow wzbudzonych z energiami wyzszymi od stanu
podstawowego o &, ; (energie wzbudzen)

Tak definiowane degeneracje g, na ogot zalezq od temperatury
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

prosty donor (pomijamy stany wzbudzone):

. stan fadunkowy (+) realizowany na 1 sposob: g, =1
. stan tadunkowy (0) realizowany na 2 sposoby (spin T lub {): gy =2
J energia poziomu donorowego £ %* = E,,
. koncentracja donorow N,

Po _ Y NVACEYD) 0, +p, =1

P, 9. U

< > 1 1 prawdopodobienstwo
Po =N)= - obsadzenia stanu
g, B(Eyq—u) 1 B(Eq—u)
1+ g, e 1 et donorowego
Ny

Ny, =

koncentracja obsadzonych donorow

1 e
1+ -7 (donoréw neutralnych)
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Obsadzenie poziomow domieszkowych

Rownanie neutralnosci krysztatu |- przyktad: koncentracja

nosnikow w niezdegenerowanym potprzewodniku niesamoistnym

Np — koncentracja donorow

N, — koncentracja akceptoréw

N9, — koncentracja neutralnych donoréw
NO, — koncentracja neutralnych akceptoréow

n — koncentracja elektronéw w pasmie
przewodnictwa

p — koncentracja dziur w pasmie walencyjnym

Rownanie neutralnosci krysztatu
(bilans tadunkow ujemnych i dodatnich):

n+(N,—NO%)=p+(Ny—NO)
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

. Jesli zarowno donory jak i akceptory sg ptytkie, a gaz elektronowy i dziurowy
nie jest zdegenerowany, to:

Ep —u>>KT u—E,>>KT — praktycznie wszystkie
Ng <N, NX <N, domieszki sq zjonizowane
J nzi{\/(An)Z+4n2 +An}
{An_n—pzND—NA 2 i
2 —
n-p=n; p:%{\/(An)ZJAnS2 —An}
. Jesli An > 0 (potprzewodnik typu n — dla typu p rozwazania sg symetryczne) i
An >>n_, (w T=300K: n (Ge) < 10** cm3, n(Si) < 10! cm3, n(GaAs)
< 1019 cm3):
~ N N koncentracja nosnikdw wiekszosciowych
N~ Np =N, okreslona przez efektywng koncentracje
2 _Eg domieszek, koncentracja nos$nikow
P~ ns — NC (T) ) |\IV (T) .@ kT mniejszoSciowych moze by¢ bardzo mata
Ny — N, Ny — N, (przyktad — Si)
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

Pojecie kompensacji

. potprzewodniki kompensowane — zawierajgce zaréwno donory jak i
akceptory
. w odpowiednio wysokich temperaturach koncentracja nosnikow
wiekszosciowych dana przez efektywnga koncentracje domieszek |N,—N,|
. koncentracja centrow rozpraszajacych (tadunkow): N, + N,
. wspotczynnik kompensacji — stosunek koncentracji domieszek
mniejszosciowych do wiekszosciowych:
— NA
= N—D —dla typun
Kk = Np —dlatypup
NA
. w potprzewodnikach silnie kompensowanych (k = 1) silne fluktuacje

potencjafu elektrostatycznego pochodzgcego od domieszek, lokalizacja
zwigzana z nieporzqgdkiem, efekty perkolacyjne
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Obsadzenie poziomow domieszkowych

Rownanie neutralnosci krysztatu |- niska temperatura, obszar
jonizacji termicznej domieszek

Np — koncentracja donoréw
0 N, =~ 0 — koncentracja akceptorow
- - - -H N®, — koncentracja neutralnych donoréw
- T _ED n — koncentracja elektronéw w pasmie

przewodnictwa

p = 0 — koncentracja dziur w pasmie
walencyjnym

Rownanie neutralnosci:
_ 0
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

. teraz znaczna czes¢ donordow bedzie neutralnych (energie liczone od dna
pasma przewodnictwa): e 4
N.-N°=N.— Np _ Np zND.ekT_kT
D D b 1 Eo_# B, 9

1+2.ekT kKT 1_|_2.e KT KT

. do obliczenia obsadzenia pasma przewodnictwa mozemy uzyc¢ rozktadu
Boltzmanna: u-E,
m.kT )2
=2| —=— -e KT =N (T)- e"T
27th*

cowobec n=Ng—N; daje:

y=Eo KTyl _No —dlaT—0 u~EJ2 (E,<011])
2 "2 2N, (M)

Ne(T) Ny, 2
n(T) =\/ el 2) 2 .p 2T — nachylenie zaleznosci In(n) vs 1/T daje E,/2



Obsadzenie pozioméw domieszkowych

. dla potprzewodnikow
A skompensowanych w niskich
temperaturach energia aktywacji
termicznej wynosi E, a nie E,/2

log(n)

. jesli domieszek jest duzo, tak, ze funkcje
falowe zwigzanych na nich elektronéw
sie przekrywajg — energie jonizacji

) malejg, tworzg sie pasma domieszkowe

Np2 . przy koncentracjach domieszek rzedu:

1
a1 a; : (N o ) 3% 0,26

domieszek =

T

samoistny domieszkowy

zachodzi przejscie fazowe niemetal-
metal (tzw. przejscie Motta)
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Obsadzenie pozioméw domieszkowych

102

Si:P

= 10
g
b
=)
8 L
o 1
<
izolator metal
10!
2 | 1 1
1
2 0 2 4 6
n[10%cm )
06.05.2020
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Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 8

P.P. Edwards, M.J. Sienko, J. Am. Chem. Soc. 103, 2967 (1981)

15



WLASCIWOSCI SPREZYSTE
CIAL STALYCH



Wtasnosci sprezyste ciat statych —
tensor naprezen

Tensor naprezen oy

. naprezenie — sita na jednostke powierzchni
o symetryczny
Xy U
- J 3 ?aprqzenia osiowe 0,,, O,y Oz,
3 scinania o,,=0,,, 0,,= 0,,, 0,,= O,
(|Ub Txyz tyx' U™ Lo Tyzz tzy

\ * dla cisnienia hydrostatycznego:

-p 0 O
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —

tensor naprezen
Notacja Voigta

O,
_ _ o,
O, Og O
O zastepujemy tensor
Ojj —10¢ Oy 04| - drugiego rzedu
O, O, O, 4 wektorem
_ i o,
| O |

konwencja:
11—>1; 22—>2; 3353, 23—>4; 13—>5; 12— 6;



Wtasnosci sprezyste ciat statych —
tensor naprezen

Tensor odksztatcen (deformacji) g;

o — 1 @Ui N 8Uj gdzie U — wektor przemieszczenia
9 5Xj 5Xi wywotany deformacja
_81_
_ - E
& Vg Y& ’ Znowu zastepujemy
e e & Yhs |— &3 tensor drugiego rzedu
' £, wektorem (uwaga na %
o6, Y-8, & w definicji !)

u _ &
s
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
liniowa teoria sprezystosci
Liniowa teoria sprezystosci (prawo Hooke’a)

. Tensory naprezen i odksztatcen sg powigzanie relacjami liniowymi (stosujemy
konwencje sumowania po powtarzajgcych sie wskaznikach):

& = Sklijaij lub: Oy = Cklijgij
gdzie Sy i Cy; s tensorami 4 rzgdu — odpowiednio: tensor podatnosci
sprezystej i tensor sztywnosci sprezystej (tensor modutow sprezystosci)

*  Poniewaz 0;i €53 symetryczne, to: Cy; =Cy; =Cy; (podobnie dla Sy;)

. Z3danie jednoznacznosci gestosci energii sprezystej:

u= 1 C...E.,E
o~ KlTkI™ : Cyiii | Swij majq co najwyzej po
prowadzido: C . =C 21 niezaleznych wspotczynnikow
' klij — “ijkl
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

. Stosujgc konsekwentnie notacje Voigta otrzymujemy:
& =50 o, =Cyé,
gdzie 0; i €; s3 6-wymiarowymi wektorami odpowiednio naprgzen i

odksztatcen, zas Sl-j i C,-j sg macierzami 6x6 odpowiednio wspotczynnikow
podatnosci sprezystej i modutdw sprezystosci (wspotczynnikow sztywnosci)

. Macierze sprezystosci S,-j i C,-j:
struktura kubiczna (3) struktura heksagonalna (5) ciato izotropowe (2)
e . e . e .
AT e \’\I L
® + -« - @.\;
wspotczynniki jednakowe zera rowne odpowiednio 2(S,,-S;,) lub %(C,,-C;,)
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

W ogdlnosci wspotczynniki macierzy S,-j i C,-j mozna wyrazic przez siebie
poprzez odwrdcenie macierzy

(

Cu=Su
C,-Cp, = (811 -5y )_1
\C11 +2C, = (811 +25, )_1

Dla struktury regularnej:

N

Scisliwosé dla struktury reqularnej. Cidnienie hydrostatyczne:

[ p_ _811 + 2812_ ﬂ =—P -3(811 + 2812)
-p = Su+28,| = VI y
~ S 495 scisliwosc:
o; = P &=-p- wt o 1 (oV
0 0 K:_(j :3(811+2812)
0 0 vV Lop T
0 0 modut sprezystosci objetosciowe;j:

4 1 _
B=x 125(8114‘2812) !
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

Modut Younga E i wspofczynnik Poissona v dla struktury regularnej.
Naprezenie osiowe:

O, Siy O
0 = 812 = 81261'811:_1
0 S
o; = g=0y| £,=E=0"Sp =V &
0 0
0 0 U
L O _ L O |
modut Younga: wspotczynnik Poissona:
s 1 o Se
Siy Siy
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

. Moduf scinania G dla struktury reqularnej. Naprezenie Scinajace:
0 e
o]
0 = 0 — 6=y Sy =2
0 ~ 0
i = 0 =0 0 modut $cinania:
0 0 1
G=—
| O6_ | Sus | Su
struktura regularna:
1 S 1 E 1
E=— | v=—2 | B=x1=2(S,+2S,)" = G=—
S, S,, =30+ 25e) = S,
ciato izotropowe:
1 E
E=— V=—i B:K_1:E(811+2812)_1= E G=
S, S, 3 3(1-2v) 2 (1+v)
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Witasnosci sprezyste ciat statych

Cisnienia hydrostatyczne:

zmieniajg strukture pasmowa (energie standw, a wiec np. przerwy
energetyczne, masy efektywne etc.)

Naprezenia osiowe, planarne etc.:

mogg zmienia¢ symetrie, co prowadzi do rozszczepien standw
zdegenerowanych (np. pasm walencyjnych w strukturze diamentu i blendy
cynkowej, bocznych minimdéw pasm przewodnictwa, stanow
domieszkowych etc. etc.)

Potencjaf deformacyjny:

Zmiana energii\danego stanu pod wptywem deformacji jest w przyblizeniu
liniowym proporcjonalna do deformacji, np. zmiana energii ekstremum
pasma pod wptywem deformacji zmieniajgcej objetosc:

OE, (ﬂ) podobnie dla innych deformacji, w
\ tym scinajgcych
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Wtasnosci sprezyste ciat statych
— efekt piezoelektryczny

W krysztatach bez srodka inwersji naprezenia prowadzq do zjawisk
piezoelektrycznych:

_ 5 — wektor indukcji elektrycznej
A E - wektor natezenia pola elektr.
Przyczynek od efektu piezoelektrycznego Eij_ tensor przenikalnosci elektr.

W notacji Voigta dla krysztatu
o strukturze wurcytu: -

O,
D] [0 0 0 0 d. 01|72 e, 0 O7[E
D=0 0o o0 d, 0 o]+ 0 e, 0]E
D,| |dy dy dy 0 0 0/|7*| |0 0 eul|E

|~ L tlo | b
Macierz wspotczynnikdw piezoelektrycznych
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FALE SPREZYSTE W OSRODKACH
CIAGLYCH



Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Sprobujmy napisac¢ rownanie ruchu dla kostki o wymiarach Ax-Ay-Az

objetos¢ Ax Ay Az

= O (X)

. x-owa sktadowa sity dziatajacej na powierzchnie prostopadte do osi x:

F.,=|o.,(x+AX)—c, (X)]- Ay Az = 802; () Ax Ay Az
X
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

. analogicznie mozna napisac€ dla x-owych sktadowych sit dziatajgcych na
pozostafe powierzchnie, co prowadzi do wyrazenia na x-owg sktadowa
sity wypadkowe;j: "

oo, (X) [0o,(X) oo, (X
FX_( O-xx( ) yx( ) O-zx( )jAXAyAZ
OX
. Réwnanie ruchu na x-owgsktadowg wektora wychylenia U(T,t)
o°‘u, oo, 00, Oc
pP—F =——+ LA - p — gestosé
o> ox oy oz
. Sktadowe tensora naprezeno,;; , w ramach liniowej teorii sprezystosci

ij 7
daja sie wyrazi¢ przez sktadowe tensora odksztatcen &;; (ktore z kolei sg

odpowiednimi pochodnymi wychylen u,):

1( ou, @u ,—
Ei =
) OX; ax.

|
oraz maC|erz wspodtczynnikow sztywnosci C;
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Dla réznych krysztatéw otrzymane wzory bedg sie roznity; dla krysztafu
kubicznego otrzymuje sie:

o°u o°u o’u, o o’u, U
—*=C,,—2+C *+—* 1+(C,+C Ly 1
P T T “4( oy’ azzj (C: M)Laxay oxoz

o°u o°u ou, o 2 2
P 2y =Cy 2y +Cy 2y t 2y +(C12 +C44) oY, + 74,
ot oy OX 0z oxoy 0yoz

o°u o°u o°u, o°u o%u, 0%
—*t=C,—*~+C t+—*|+(C, +C s
P T “4( ] (C M){axaz oy

sq to klasyczne rownania falowe
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

U
Cu

o%u, o%u, fal dtus _ _ dkose B
P P = ﬂy — Tala podtuzna poruszajgca sig z predkoscig V= 7
82uy ~ azuy )
g ot M ox | — 2 zdegenerowane fale poprzeczne poruszajgce sig z
o°u, o°u, predkoscia
e = Ca OX?
J C44
Vs <Y
o,

predkosc¢ fal poprzecznych jest mniejsza
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

|(ﬁ+ﬁ— tj
. Fale rozchodzqgce sie w kierunku [110]: U (F, t) =Uu 0 € V2 V2
U — fala podtuzna poruszajgca sie z
0% 0% 0% o, | - C,+C,+2C
,o—atzX =C, —ax2X +Cp—2+(Cy, +Cy) 6x8;/ predkoscig v, = |- 21; 4
o%u o%u o2 a2 [ orazfala poprzeczna U || [110]
p—r=C,—L+C,—2L+(C,+C,)—= 2 eq o ‘i
o2 oy “ o 2 ") ooy poruszajgca sie z predkoscia
o°u o°u, o v = |Cu=Cp
o, z _ C44 Z 4 z 11 — 5
ot’ ox*  oy? P
fala poprzeczna U, ||[001] poruszajaca
Wyznaczenie 3 predkosci fal sie z predkoscia
rozchodzqgcych sie w kierunku v C;44
[110] umozliwia wyznaczenie 2L P

wszystkich wspotczynnikow C;;
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

K

AT “Tl {
T /ﬁ 1 =

» T
/K
fala w kierunku [100] fala w kierunku [110] fala w kierunku [111]
L:Cll L% (C1‘+C12+2C44) L:—;“(C“ +2C12+4C44)
Y C44 Tl s C44 T :%(Cu = C12 =+ C44)

T,:5 (Ci1—Cr2)

Rys. 20. Efektywne moduty sprezystosci dla trzech rodzajéw fal sprezystych, rozchodzacych sig
wzdluz trzech gléwnych kierunkéw w krysztale o strukturze regularnej. Dwie fale poprzeczne,
ktére rozchodza sie w kierunkach [100] i [111], sa zdegenerowane

Ch. Kittel, ,Wstep do fizyki ciata statego”
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Podsumowanie:

. Dla kazdego kierunku rozchodzenia sie fali (wersora propagacji) istnieja 3
rodzaje fal — 1 ,,podtuzna” i 2 ,,poprzeczne” z klasycznymi (liniowymi)
relacjami dyspersyjnymi

. W ogdlnosci wszystkie te fale majg rozne predkosci

. Czasami fale poprzeczne sg zdegenerowane (tzn. maja te same predkosci, a
wiec i takie same relacje dyspersyjne)

. Dla dowolnego kierunku propagacji fale nie sg ani scisle podfuzne, ani
scisle poprzeczne
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