GRUPY W DZIALANIU (TG ’24/25 1.V & 1.VI [RRS]))

SPIS TRESCI

—_

[L.  Struktura zbioru z dziataniem grupy 1 jej transport|
[2. Stratyfikacja grupy i G-zbioru indukowana przez dziatanie| 6

Jak dotad rozpatrywalismy grupy jako byty algebraiczne o aksjomatyce formalizujacej wpraw-
dzie nasze intuicje dotyczace struktur symetrii w przyrodzie i modelowaniu fizycznym, ale zarazem
czyniacej to za posrednictwem struktur, aksjomatyki i konstrukeji zasadniczo abstrakcyjnych. W
nastepnej kolejnosci poddamy ten wyznaczony przez nasze dotychczasowe rozwazania dosé luzny
zwiazek z koncepcja symetrii konkretyzacji w ramach studium dziatania grup abstrakcyjnych na
zbiorach (za posrednictwem ich bijekcji). Taka konkretyzacja okaze sie nie zawezaé w istotny sposob
dotychczasowego pola widzenia, a to z racji fundamentalnej wlasnosci grup, jaka jest istnienie
ich wiernych realizacji jako podgrup w grupach symetrycznych zbioréw. Uswiadomienie jej sobie
pozwoli nam przywrocié i poglebié odpowiednio$é pomiedzy grupami i (prostymi) symetriami,
antycypowana w ich definicji z poprzednich wyktadow.

1. STRUKTURA ZBIORU Z DZIALANIEM GRUPY I JEJ TRANSPORT

Punktem wyjscia do strukturalnego zrozumienia zasady symetrii jest wprowadzenie pojecia
dziatania grupy na zbiorze.

Definicja 1. Przyjmijmy notacje Def. 1-2-3.3. Niechaj X bedzie zbiorem i niech (G, @2, 1, ¢0)
bedzie grupa. Lewostronne dzialanie grupy G na zbiorze X to odwzorowanie

AiGxX — X : (gx)—gru

spelniajace nastepujace aksjomaty (wyrazone przez diagramy przemienne i rownowazne zdania
logiczne):
(IDG1) (homomorficznosé¢ dziatania)

idGX)\

GxGxX GxX
¢2><idX\ l)\ = vg,heG Veex @ gb (h[>.’IJ) :¢2(gvh) > X
GxX X
A

(IDG2) (trywialnosé dzialania elementu neutralnego)

{.} % X d)oxidx G « X
\A = Vaex te>bx=x.
Pro
X

Pare (X,\) okreslamy mianem zbioru z dzialaniem lewostronnym G (lub tez — z angielska
— lewostronnym G-zbiorem).
Prawostronne dzialanie grupy G na zbiorze X to odwzorowanie
0: XxG— X : (z,9)—2x<yg

spelniajace nastepujace aksjomaty (wyrazone j/w):
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(rDG1) (homomorficznosé dziatania)

oxidg

XxGxG@——XxG

idXX(z)Qi lg

XXGQ—>X

Vohec Vaex @ (x<ah)<g=x<a¢a(h,g);

(rDG2) (trywialnosé dziatania elementu neutralnego)

Xx{o}%XxG
lg = Vaex 't x<e=x.
pry
X

Pare (X, ¢) okreslamy mianem zbioru z dzialaniem prawostronnym G (lub tez prawostron-
nym G-zbiorem). G (lub tez prawostronnym G-zbiorem).
Jako prosty wniosek z powyzszej definicji otrzymujemy
Stwierdzenie 1. W notacji Def.[I] oznaczmy — dla dowolnego g€ G —
Ag : X —X txr—>gobu, 0g : X—X rxr—>x<g.
Woéwczas odwzorowanie dane wzorem
At G— Map(X,X) : gr— )
jest homomorfizmem monoidu (G, ¢2, ¢g) w monoid (Map(X, X),o,e +— idx) odwzorowari zbio-
ru X w siebie (ze sktadaniem odwzorowan oraz odwzorowaniem tozsamosciowym jako elementem

neutralnym). Homomorfizm ten okreslamy mianem lewostronnej realizacji grupy G na
zbiorze X indukowanej przez dziatanie \. Analogicznie odwzorowanie dane wzorem

0. : G— Map(X,X) : g— g4
jest homomorfizmem monoidu (G, $5"", ¢9) w monoid (Map(X,X),o,e — idy). Homomorfizm
ten okreslamy mianem prawostronnej realizacji grupy G na zbiorze X indukowanej przez
dziatanie p.

Uwaga 1. O ile nie bedzie to prowadzitlo do nieporozumieni, bedziemy czasem uzywaé pojecia
,dziatanie” w odniesieniu do odwzorowania A. (wzgl. o.).

Obraz realizacji grupy daje sie opisa¢ duzo precyzyjniej.

Stwierdzenie 2. W notacji Def. dowolna realizacja lewostronna (wzglednie prawostronna) G
na X jest homomorfizmem tejze grupy (wzglednie grupy do niej przeciwnej) w grupe symetryczna
na X. I odwrotnie, kazdy taki homomorfizm definiuje pewna realizacje grupy G na X.

Dowdd: Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy homomorfizmami grup i ho-
momorfizmami odno$nych monoidéw, jedyna zatem nietrywialna czescia powyzszego stwerdzenia
jest ta mowiaca o bijektywnym charakterze odwzorowan A, i g, dla dowolnego g € G. Ich sur-
jektywnosé jest prosta konsekwencja tozsamosci

Ag 0 Ag1 = Aggt = Ae =idx = 0e = 091, = 0 © Qg1
oto bowiem otrzymujemy — dla dowolnego z € X —
r=AgoAg1(x) eimA,
oraz
T =040 041(x) €imp,.
Injektywno$é odwzorowania A, dla dowolnego g € G stwierdzamy w bezposrednim rachunku:

Ag(x) =Xg(y) = w=Ag10Xg(x) =1 0Ng(y) =y,
2
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w ktorym x,y € X sa dowolne. Analogiczny rachunek dowodzi injektywnosci gg4. O

Kolejny wynik pozwala nam ograniczy¢ sie w dalszych rozwazaniach, bez jakiejkolwiek straty
og6lnosci, do dziatan lewostronnyckﬂ Oto bowiem

Stwierdzenie 3. W notacji Def. izomorfizm grup ¢1 : (G, o, b1, do) — (G, 5", 1, 0)
indukuje kanoniczna bijekcje miedzy zbiorami Mory, (G, X) lewostronnych i Morg(G, X) pra-
wostronnych dzialan grupy G na zbiorze X, dang wzorem

Y7 : Morp (G, X)>— Morg(G,X) : A+ Xog;.

Dowdd: Odwrotnoscia "¢} jest odwzorowanie
Rpl + Morg(G,X) —— Morp,(G,X) : 0. 0. 0¢y,
por. Stw. 1-2-3.3 (ii). O

Przyktady 1.

(1) Dzialanie trywialne: A\ : G— &x : g—idx.

(2) Naturalne dzialanie grupy symetrycznej Sy na zbiorze X poprzez permutacje jego ele-
mentow: A =ide, .

(3) Dzialanie grupy Z (z dodawaniem) na zbiorze R przez przesuniecia, A. =T : Z — Gp :
n+—T,,gdzie T,, : R O : r—— r+n. Innym typem dziatania tej samej grupy Z na
tym samym zbiorze R jest odwzorowanie \. = (1) : Z — &g : n+— (-1)", gdzie
-1)" : RO : r— (-1)"-r. Przyklady te dokumentuja mozliwos¢ istnienia catkowicie
réznych realizacji tej samej grupy na tym samym zbiorze.

(4) Dzialanie dolaczone grupy G na sobie: A\ = Ad. : G — Inn(G) c S¢. Elementy
9,Adp(9) € G nazywamy (wzajem) sprzezonymi. Okreslenie to przenosimy takze na
podgrupy nazywajac podgrupe Ady(H) podgrupa sprzezona wzgledem podgrupy
HcG.

(5) Dzialanie (lewostronne) regularne grupy G nasobie: \.={ : G— &g : gr— ¥,
gdzie £y + G O : h—>g-h.

(6) Dzialanie grup symetrycznych &x i &y na Map(X,Y"), dla dowolnej pary zbiorow X,Y,
poprzez — odpowiednio — cofniecie permutacji na X (dzialanie prawe)

(.)* : GX—’6Map(X,Y) t o0,

o* Map(X,Y) O : ft—)foa'7
oraz pchnieciepermutacji na Y (dzialanie lewe)

(')* : 6Y_)GMap(X,Y) PO 0%,

0. : Map(X,Y) O : fr—o0of.

Ztozenie dowolnego z nich z dzialaniem dowolnej grupy G na odnosnym zbiorze (X wzgl.
Y) prowadzi do realizacji tejze grupy na Map(X,Y), szczegdlnie istotnej w kontekscie
fizykalnym (w ktorym najczesciej zbior X (wzgl. Y') jest nosnikiem dodatkowej struktury,
np. struktury topologicznej lub rézniczkowej, jak to ma miejsce choéby w przypadku cza-
soprzestrzeni (wzgl. przestrzeni wewnetrznych stopni swobody mechaniki lub teorii pola),
na ktorej dziala grupa izometrii (wzgl. jej podniesienie do wiazki pdl)).

(7) Dzialanie grupy R/27Z = U(1) na plaszezyznie R? = C przez obrét o srodku (0,0), wedle
definicji

R : R/21Z — &¢ : [0] — R[Q] = Ry,

1Odststtwem od reguty bedzie dyskusja wiazek gtéwnych o grupie strukturalnej G, co do ktérych zwyczajowo
zaklada sie, ze tzw. wlokno typowe jest przestrzenia z (regularnym) dziataniem prawostronnym G.
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Ry :CO: z—e?. 2.
W opisie kartezjaiiskim otrzymujemy znajome formuty:

O z+e 0.z

2
(cosO —isinf) - (R(z) +iim(z)) + (cosf +isinf) - (R(z) —iim(z))
2

e*l

R (Ro(2))

cosf-R(z) +sinf-im(z),

im(Ry(z)) = cos@-im(z)-sinf-R(z),
ktore mozemy przedstawi¢ zwiezle w zapisie macierzowym:

(i) ) = (st aing) - (D) -
Zapis ten ilustruje ciag izomorfizmow grup R/277Z = U(1) 2 SO(2,R).

(8) Naturalne dzialanie grupy obrotéw w przestrzeni R? o §rodku w punkcie o wspotrzednych
(0,0,0) ogranicza sie do dowolnej 2-sfery o srodku w tymze punkcie.

(9) Niechaj (G7 () e e) bedzie dowolng grupa i niech

Hy={ (91,92, ,90) €G™" | 71-g2--gn=¢}.

Grupa *B,, warkoczy o n pasmach z Przykt. 1-2-3.3 (6) dziala na H,, w sposob okreslony
jednoznacznie przez dziatanie generatoréw grupy:

[Ti] > (917927 -3 9i-1,9i5 i+15, G425 - - - agn)

= (gl,g%“'agi—lagi+laAdg;jl(gi),gi+2;gi+3a'~~agn)-
Mamy podstawowe

Twierdzenie 1 (Cayleya). Przyjmijmy notacje Def.[I] Dla kazdej grupy G istnieje zbior X, a
wraz z nim — monomorfizm grup

At G—>6x.

Innymi stowy, kazda grupa dopuszcza wierng realizacje na pewnym zbiorze.
W szczeg6lnodcei grupa rzedu n zanurza sie¢ w grupie symetrycznej S,.

Dowdd: Rozwazmy X := G z dzialaniem lewostronnym regularnym \. = /. z Przykl.(f)). Dla
dowolnej pary g,h € G zachodzi implikacja
Ag=An = g=g-e=Ly(e)=X;(e)=Mp(e)={p(e)=h-e=h,

ktora przesadza o injektywnosci homomorfizmu A.. W $wietle identyfikacji X = G druga czesé
tezy twierdzenia staje sie oczywista. O

Ciekawe]j ,wariacji na temat” dostarcza

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy notacje Def. 1-2-3.5, 1-2-3.7, 1-2-3.10 i[I} Niechaj G bedzie grupa,
H c G za$ — jej podgrupa o indeksie (G : H) = n € N*. Wowczas istnieje homomorfizm grup
pug + G— &, ojadrze kerpy € H.

Dowdd: Odniesmy teze Tw.[I] do zbioru X = G/H o mocy |X|= (G : H) = n, dla ktérego mamy
naturalne dziatanie indukowane

(1) [4]. : GxG/H — G[H : (h,gH)+— (h-9)H,

czyli, rownowaznie, homomorfizm

[0 : G— Samz6,.
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Dowolny element jego jadra spelnia tozsamosé
[l]y(eH) =idg/u(eH) <= gH=H <= geH,
tj. kerpy c H. O

Prosta konsekwencja powyzszego jest

Corollarium 1. Kazda grupa prosta (w rozumieniu Def. 1-2-3.12) zawierajaca podgrupe (wlasci-
wa) o indeksie n e N\ {0,1} zanurza sie monomorficznie w &,,.

Dowdd: Nich H ¢ G bedzie podgrupa grupy G, o ktérej mowa w tresci stwierdzenia. W $wietle
Stw.[d] istnieje homomorfizm py : G — &,,. Na mocy Stw. 1-2-3.17 podgrupa kerpy ¢ H ¢ G
jest normalna, co wobec prostoty G oznacza ker py = {e}, czyli injektywnos¢ py wlasnie. O

Zgodnie z ogoblna logika wykltadu dyskusje wstepna zakonczymy opisem odwzorowan miedzy
nos$nikami dziatania grupy, zgodnych z ta struktura.

Definicja 2. Przyjmijmy notacje Def.i niech (X(a),)\(a)), a € {1,2} beda zbiorami z dzia-
taniem lewostronnym grupy G. Odwzorowanie lewostronnie G-ekwiwariantne (albo ina-
czej lewostronne G-odwzorowanie, wzgl. lewostronny G-homomorfizm) (X(l),)\(l)) W
(X@ A2 to odwzorowanie

f: xO ., x®@

spelniajace aksjomat (wyrazony przez diagram przemienny i rownowazne zdanie logiczne):

Gxx® 22 x
(IGE) idgxf f = V(g,z)erX(l) : f o /\gl)(x) = A((]2) ° f(m) .
Gxx® 22 x@

Jesli f jest przy tym bijekcja, to méwimy o G-ekwiwariantnym izomorfizmie zbiorow z
dzialaniem lewostronnym.
Odwzorowanie prawostronnie G-ekwiwariantne definiujemy analogicznie.

Przyktady 2.
(1) Niechaj Ay bedzie zbiorem trojkatow na plaszczyznie o jednym z wierzchotkow w
punkcie (0,0). Na zbiorze tym grupa GL(2,R) odwracalnych przeksztalceri liniowych

punktoéw plaszczyzny dziala w naturalny sposéb: obrazem punktu tréjkata o wspodlrzed-

nych (x,y) wzgledem dzialania macierzy (‘c’ g) e GL(2,R) jest punkt plaszczyzny o

wspotrzednych (a-x+b-y,c-x+d-y). Odwzorowanie A : A(g gy — R, przyporzadkowu-
jace trojkatowi jego pole powierzchni jest GL(2,R)-ekwiwariantne wzgledem rzeczonego
dzialania na A () i nastepujacego dziatania na R.q:

GL(2,R) xRy — Ryg = ((24),r)— (a-d-b-c) 7.

(2) Dla pary grup (G(a),¢§a)7 ﬁo‘),aﬁé“)), o € {1,2} dowolny komomorfizmy y : G —
G® jest odwzorowaniem GV)-ekwiwariantnym wzgledem dziatania dotaczonego,

x + (GW Ad) — (GP,Ado (x xidge))
przy czym
Ad : GV xG® — aW ¢ (g,h) — Ady(h),
por. Stw. 1-2-3.8, jak réwniez wzgledem dziatania lewostronnego regularnego,

X i (GM,0) — (GP Lo (x xidgw))
5
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przy czym
£ GO GD GO () g,

por. Przykl.(5). W tym ostatnim przypadku konkretnym przykladem jest automorfizm
antypodalny o : U(1) OO : u+—> —u na okregu jednostkowym U(1) = S

(3) Niechaj (G, @2, ¢1,do) bedzie grupa, (K, A, M,P,Inv,0,1) zas$ — dowolnym cialem, trak-
towanym jako zbior z trywialnym dzialaniem Xy : G xK — K : (g,k) — k.
Funkcje klas grupy G o wartosciach z ciala K sa definiowane jako odwzorowania
G-ekwiwariantne

[ (G, Ad) — (K, Ao).-
Konkretnym przykladem takiej funkcji jest znak permutacji sign : &x — {-1,1}.
Elementarnej charakteryzacji odwzorowan G-ekwiwariantnych dostarcza

Stwierdzenie 5. Odwrotnos¢ dowolnego bijektywnego odwzorowania G-ekwiwariantnego jest
takze odwzorowaniem G-ekwiwariantnym.

Dowdd: Przyktadajac odwrotnosé f do obu stron réwnosci
ForM (@)= o f(2),
zapisanej dla dowolnych ¢ € G oraz z € X1 i definiujacej odwzorwanie G-ekwiwariantne, otrzy-
mujemy
/\gl)(x) =idyq) o /\gl)(l’) - f—l of O)‘gl)(x) - f—l o )\52) o f(x),
skoro jednak dla kazdego x € X istnieje, i to dokladnie jedno, y € X o wlasnosci

z=f"y),
a przy tym X@® = f(XM), to wnioskujemy, ze

AW o 171 (y) = f1 o AP (y)
dla dowolnych ge G i ye X, O

Dalszej charakteryzacji tych odwzorowan dokonamy po wprowadzeniu dodatkowych pojec.

2. STRATYFIKACJA GRUPY I (G-ZBIORU INDUKOWANA PRZEZ DZIALANIE

Zbadamy teraz anatomie dzialania grupy na zbiorze zaré6wno od strony grupy, jak i od strony
zbioru, po to by sklasyfikowa¢ w naturalny sposob typy dzialan i ostatecznie powiazaé obie skta-
dowe opisu w terminach teorii mocy. Zaczniemy dyskusje od strony grupy.

Definicja 3. W notacji Def. stabilizator (lub grupa izotropii) elementu z ¢ X nosnika
dziatania grupy G to zbior

Gy={geG | gra=x}.
Przyktady 3.
(1) Cala grupa G jest stabilizatorem dowolnego elementu nosnika reprezentacji trywialnej.
(2) Stabilizatorem elementu = € X wzgledem naturalnego dziatania Sx jest zbior wszystkich
tych permutacji o elementow X, ktorych nosnik

supp(o)={yeX | o(y)#y},

nie zawiera z. I tak, np.,

(&3)1 = {id{1,2,3y,(23)} 2 Zs.

(3) Stabilizatorem dowolnego elementu R wzgledem dziatania T
z PrzykL[1](3) jest grupa trywialna. Stabilizatorem kazdego elementu r # 0 wzgledem
dziatania (-1) z tego samego przyktadu jest podgrupa 2Z c Z. W przypadku r = 0
stabilizatorem wzgledem tego dzialania jest pelna grupa Z.

6
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(4) Stabilizator  elementu ¢ € G wzgledem  dzialania  doltaczonego  Ad.
z Przykl.(4) okreslamy mianem centralizatora ¢ i oznaczamy jako

Ca(g)={heG | Adu(g)=g}.
Ogodlniej, dla dowolnego podzbioru S ¢ G definiujemy centralizator S jako podgrupe
Co(S)={geG | Vaes : Adg(z) =2z }.

(5) Stabilizatorem dowolnego punktu = 2-sfery o §rodku w punkcie o wspotrzednych (0,0,0)
wzgledem (ograniczenia) dzialania grupy obrotéw z Przykl.[|(8) jest podgrupa obrotéw
(ptaskich) woko? osi przechodzacej przez x oraz przez punkt o wspotrzednych (0,0,0).

(6) Stabilizatorem dowolnego wierzchotka n-kata foremnego wzgledem dzialania jego grupy

symetrii D, jest podgrupa (izomorficzna z) Z, generowana przez odbicie symetryczne
wzgledem dwusiecznej kata przy tymze wierzchotku.

Mamy oczywiste

Stwierdzenie 6. Stabilizator dowolnego elementu nosnika dzialania grupy jest podgrupa tej ostat-
niej.
Ponadto
Stwierdzenie 7. W notacji Def. 1-2-3.7 i[I] zachodzi tozsamos¢
ker .= [ Gs.

zreX

Przyktady 4.
(1) ker A. =G dla trywialnego dzialania \. grupy G na dowolnym zbiorze.
(2) Jadro naturalnego dziatania Sx na X jest trywialne.
(3) kerT ={0} oraz ker (-1) =2Z dla dzialan T. i (-1) grupy Z na R z PrzykL[l](3).
(4) kerAd. = Z(G) dla dzialania dolaczonego grupy G na  sobie
z PrzyklL.[1](4). Dzialanie regularne z Przykl.[1](5) ma jadro trywialne.

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie relacjami, jakie dziatanie grupy wprowadza w nosniku
realizacji. W tym celu bedziemy potrzebowaé dodatkowego pojecia, ktére okresla

Definicja 4. W notacji Def.[]] orbita elementu z ¢ X wzgledem dzialania X\ to zbior

Goa:={)(z) | geG}.
Przyktady 5.
(1) Orbita elementu z € X wzgledem dzialania trywialnego grupy G na X jest singleton
(2) Orbita elementu x € X wzgledem naturalnego dzialania Gx na X jest X.
(3) Zbiér {-r,r} jest orbita dzialania (-1) grupy Z na R z PrzykiL[[|(3).
(4) Orbite elementu g € G wzgledem dziatania dolaczonego grupy G na sobie z Przykl.(4)
okreslamy mianem klasy sprzezonosci ¢ i oznaczamy jako

Clg):={Adn(g) | heG}.

(5) Orbita elementu g € G wzgledem dziatania regularnego grupy G na sobie z Przykl.(5)

jest G. Orbita tegoz g € G wzgledem dzialania regularnego podgrupy H na grupie G,
L. : HxG—G : (h,g)— h-g,

jest warstwa prawostronna Hg.

(6) Orbitg elementu z € C wzgledem dzialania R. grupy R/2nZ z PrzykL[1](7) jest okrag
|z]U(1).

(7) Orbita dowolnego punktu x € R® wzgledem naturalnego dzialania grupy obrotow w R?
(wzgledem punktu o wspotrzednych (0,0,0)) jest 2-sfera o srodku w punkcie o wspolrzed-
nych (0,0,0) i promieniu |z|.

Mozemy juz teraz wystowié
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Stwierdzenie 8. W notacji Def. 77 i[[] relacja na X 5 z,y zadana, jak nastepuje:

T~yy = zeGpy,

jest relacja réwnowaznosci. Dziatanie grupy zadaje zatem rozklad no$nika na sume roztaczna orbit
wzgledem tego dzialania.

Dowdd:

(1) z=epzeGrar = x~) .

(2) zoay <= g w=gpy = g'pa=g">(gry)=(9"g)Py=ery=0 —
Y~

B) (z~xy Aymrz) <= Jggpec * (Z=adPY ANy=gabz) = x=g1>(g2>2) =
(g1:g2) >z = x~) 2.

Wprowadzenie poje¢ stabilizatora i orbity pozwala w naturalny sposob sklasyfikowaé dziatania
grupy na zbiorze.

Definicja 5. W notacji Def.[I} [3]i[] oraz Stw.[§ dzialanie A nazywamy

e trywialnym, jesli Vg e @ Ay =idx, tj. wszystkie orbity dzialania s jednoelementowe;
e przechodnim (lub tranzytywnym), jesli V, yex @ =~ y, tj. zbior X jest pojedyncza
orbita G > x =X (dowolnego) swojego elementu z € X;

e wolnym, jesli Vgpeg @ gpax=hbaox = g=h,tj. Veex : Gy = {e}, co oznacza, ze
zeX
odwzorowanie A\, nie ma punktoéw statych dla g € G\ {e}, a wtedy okreslamy X mianem

przestrzeni jednorodnej;

e wiernym (lub efektywnym), jesli YV, peq : ( g+h = Juex t gbx #hbx ), czyli
ker \. = {e}, a wtedy grupa G jest kanonicznie izomorficzna z podgrupa im\. c & x;

e regularnym, jesli jest ono przechodnie i wolne, a wtedy okreslamy X mianem G-torsora
lub gltéwnej przestrzeni jednorodnej.



Grupy w dziataniu (TG '24/25 1.V & 1.VI [rrS])

Przyktady 6.

(1) Ograniczenie dzialania grupy na zbiorze do jadra tego dzialania jest dzialaniem trywial-
nym. W szczeg6lnosci dziatanie dolaczone grupy przemiennej na sobie jest tego typu.

(2) Dzialanie grupy alternujacej na zbiorze n-elementowym jest przechodnie dla kazdego n > 3.
Tego typu jest tez dzialanie grupy diedralnej rzedu 2n na zbiorze wierzchotkéow n-kata
foremnego. To samo dotyczy (indukowanego) dzialania lewostronnego regularnego grupy
G na zbiorze warstw G/H wzgledem podgrupy H c G.

(3) Antypodalne dziatanie grupy odbi¢ wzgledem punktu o wspotrzednych (0,0,0) e R?
(izomorficznej z Zs) na dowolnej 2-sferze o srodku w tym punkcie jest wolne. Te wlasnosé
ma réowniez dziatanie regularne dowolnej grupy na sobie.

(4) Dzialanie dotaczone grupy G na sobie z Przykl.(4) jest wierne wtedy i tylko wtedy,
gdy Z(G) = {e}. Podobnie, (indukowane) dzialanie lewostronne regularne grupy G na
zbiorze warstw G/H wzgledem podgrupy H c G jest tego typu wtedy i tylko wtedy, gdy
Ngec 9Hg™" = {e}.

(5) Zbior izomorfizmow Iso(G™M),G?)) pomiedzy dowolnymi dwiema grupami G i G(2)
jest torsorem grupy Aut(G(")) wzgledem dziatania prawostronnego

0 ¢ Iso(GW, G x Aut(GV) — Iso(GP,GP) & (x,a) — xoa.
Jest on zarazem torsorem grupy Aut(G(?) wzgledem dzialania lewostronnego
A Aut(GP) xIso(GM, ) — Iso(GV,GP) : (o, x) — a0 x.
W bezposredniej konsekwencji Stw. 1-2-3.17 i 1-2-3.19 oraz Tw. 1-2-3.1 wyprowadzamy

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy notacje Def. 1-2-3.7 i Stw. 1-2-3.19. Istnieje kanoniczny monomor-
fizm grup

Glker \. » &x,
ktory indukuje wierne dzialanie grupy ilorazowej na X wedlug wzoru
X Glker A x X — X : (gkerA,z) — g> .
Dostajemy ponadto
Stwierdzenie 10. Stabilizatory elementéw z tej samej (dowolnej) orbity dzialania grupy sa jej
podgrupami wzajem sprzezonymi, a wiec — w szczegblnosci — izomorficznymi.
Dowdd: 7 jednej strony

Vo orex :Adg(h)b(gbas):(g-h~gil~g)l>x:gI>(hl>:17):gl>x,
(g,h)eGxGy

a zatem Ady(G.) c Ggop. Z drugiej strony

Y reX : Adg—l (h) >x
(9,h)eGxGgoy

(g_l-h«g)bx:g_lD(hl>(gl>x))

gie(gra)==x,
a zatem Adg-1(Gger) € Gy <= Ggop ¢ Ady(G,). Ostatecznie wigc
Ggor = Adg(Gy) .

Zgromadzone dotychczas fakty i pojecia stanowia podstawe do sformulowania kilku istotnych
stwierdzen, ktore szczegotowo charakteryzuja dziatanie grupy na zbiorze.

Twierdzenie 2 (O klasyfikacji orbit). Przyjmijmy notacje Def. i 4| oraz Stw.1-2-3.19 i
rozwazmy, dla dowolnego elementu z € X, zbior warstw G/G, z dzialaniem
[6] : Gx(G[Gy) —> G[Gy + (9,hG) — (g-h)Ga.
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Grupy w dziataniu (TG ’24/25 1.V & 1.VI [rrS])

Istnieje kanoniczny G-ekwiwariantny izomorfizm
GIG—Gprux
stad tez zachodzi tozsamos$é
G| =Gzl |G > ]

W szczego6lnosci wiec moc dowolnej orbity w skoniczonym zbiorze z dziataniem grupy skoiiczonej
jest dzielnikiem mocy tejze grupy.

Dowdd: Pozadane odwzorowanie ma postaé
fw : G/Gw—>Gl>x : gGwr—>g[>q;_

Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta h € gG, mozemy zapisa¢ h = g-k dla
pewnego k€ Gy, a w takim razie grx =g (k>z)=(g-k) > 2z =h> 2. Jego G-ekwiwariantnosé
sprawdzamy w bezposrednim rachunku:

fa o [l)(h,9G2) = fz ((h-9)Ga) = (h-g) > x = Mh,g > x) = A(h, f2(9G2)) -
Jest ono jawnie surjektywne, pozostaje przeto pokazaé, ze jest injekcja, co sprawdzamy wprost:
fo(9Gy) = fo(hG,) <= gpax=hvz < (KW' -g)pa=z < h' geG,

<~ gehG, < gG,=hG,.

Ostatnia czes¢ tezy dowodzonego twierdzenia jest bezposrednim nastepstwem Cor. 1-2-3.2, oto
bowiem na mocy tozsamosci (1-2-3.4) dostajemy |G| =|Gy|- (G : Gy) = |Gyl - |G > . O

Twierdzenie powyzsze znajduje bezposrednie zastosowanie w nastepujacym wyniku, wykorzysty-
wanym w rozwazaniach natury enumeracyjnej dotyczacych zbioréw z dziataniem grup skonczonych.

Stwierdzenie 11. (Lemat Cauchy’ego-Frobeniusa, zwany tez Lematem (nie od) Burnside’a)
Przyjmijmy notacj¢ Def.[I] a ponadto oznaczmy przez

X/G={Grz | X}
zbioér orbit dzialania grupy G na zbiorze X i przez
X9 ={xzeX | gvoz=x}
zbiér punktow stalych odwzorowania ;. Wowcezas zachodzi tozsamosé

G]-|X/G| = 3 1X7].
geG

Dowdod: Wykorzystujac Stw. zapiszemy

X o= > Y Gra) = Y H(gy)eGx(Gra) | gry=y}

geG 9€G GozeX |G GrzeX /G
= > Y Hee@ | gry=yll= X X Gy,
GrzeX |G yeGrx GrzeX |G yeGox

a dalej — wobec Stw.[I0] -

YIXY= Y Y 1GL= Y |GG,

geG GrzeX |G yeGrx GrreX /G
czyli tez — na mocy Tw.]2] -

> X=X IGI=1GI|-IX/G.
geG GrzeX /G
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