METODY ALGEBRY I GEOMETRII WYZSZEJ W FIZYCE II
W CZASACH ZARAZY
9., 10. I 11. WYKLAD ZDALNY
PRAWO O STOWARZYSZENIACH

SPIS TRESCI

1. Motywacjal 1
5

Konstrukcja rozmaitosci ilorazowej przedstawiona drobiazgowo na poprzednim wyktadzie sta-
nowi jeden z kluczowych elementéw geometryzacji rozmaitych bytéw algebraicznych, w szczegol-
nosci zas: algebr Clifforda, moduléw spinorowych i dzialania tych pierwszych na tych drugich.
Jej zastosowanie w interesujacym nas kontek$cie wymaga wprowadzenia procedury zwanej sto-
warzyszaniem rozmaitosci wyposazonej w dzialanie grupy Liego z wiazka gléwna o grupie struk-
turalnej tozsamej z ta grupa. A ze spektrum zastosowan fizykalnych rzeczonej procedury wykracza
daleko poza kontekst cliffordowski (i obejmuje tak istotne zagadnienia jak cechowanie, czyli ulo-
kalnianie symetrii globalnych w teoriach pola oraz modelowanie réznorodnych zjawisk w teoriach
z symetriag wycechowana, jak choéby efekt Higgsa, ktérym poswiecony jest wyklad monograficzny
Autora pt. ,,Zastosowania teorii wigzek wtoknistych w fizyce"), przeto omowimy ja ze szczegdtami.

1. MOTYWACJA

Okazuje si¢, ze wiazke wektorowg V mozna odtworzyé¢ (z dokladnosciag do izomorfizmu) z
odnosnej wiazki reperéw FqrV przez pewna sprytna konstrukcje, ktora przedstawiamy ponizej.
Jak wynika wprost z definicji FgV, jest dobrze okreslone odwzorowanie (punktowej) ewaluacji

& : FaLVx K" —V : ((Bg,2),v) — B (v).
Odwzorowanie to jest stale na orbitach dziatania

&v : GL(n;K) x (FGLV X KX") — Fqr,VxK*"

(% ((Bes2),0)) == ((Be ox 7! 2),x (),
zapisanego w terminach naturalnego (definiujacego) dziatania grupy GL(n;K) na K*™,
ev : GL(n;K) x K — K" : (x,v) — x(v).

To oznacza, ze &V zstepuje na rozmaitos¢ ilorazowa (FgrLV x K*™)/GL(n;K) zdefiniowang w
odniesieniu do dziatania év, ktorej istnienie zapewnia Cor.7-8.1 (na gruncie Tw.7-8.3). Innymi
stowy, év zadaje odwzorowanie

[é\] : (FGLV X Kxn)/GL(TL; K) —V

(2) : [((BT,Q:),U)] — é?f((,@z,x),v) = B, (v)
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ktore domyka diagram przemienny

[e¥]

FGLV x K*™ (FGLV X Kxn)/GL(TL, ]K)

T(FQp, VXKX™)/GL(n;K)

Zapisany na nim rzut kanoniczny 7, vxkxn)/GL(n;K) Da przestrzei orbit jest — w $wietle Twier-
dzenia 7-8.3 o rozmaitosci ilorazowej — gtadka submersja, przeto wprost na mocy Twierdzenia
o kwazi-uniwersalnej wlasnosci submersji (z Niezbednika rozniczkowo-geometrycznego — Stw. 29)
gladko$¢ odwzorowania indukowanego [6¥] jest implikowana przez gladkosé odwzorowania év.
Przy tym bez trudu przekonujemy sig, ze w ograniczeniu do dowolnego wtokna (Isog(K*"*,V,) x
K*™)/GL(n;K), = € B odwzorowanie to jest bijekcja. Istotnie, wybierzmy dowolng baze B2 €
Isox (K*™,V,) i rozwazmy zbior S :={ ((8,x),v) | veK*™ }. Orbity dwoch dowolnych jego
elementow, GL(n;K) > ((82,2),v1) 1 GL(n;K) > ((B%,x),v2), albo pokrywaja sie ze soba, albo
tez sg rozlaczne (jako klasy abstrakeji relacji rownowaznosci). Pierwsza z tych ewentualnosci
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

((,6’;,3:),112) e GL(n; K) > ((ﬁ;x),vl)
— E|XGGL(n;lK) : ((5;756)7”2) = ((6; OX_laI)7X(v1))

<~ (X:iden A ’1)2:1)1),

zatem nietozsame elementy zbioru S nalezg do roztacznych orbit. Moc widkna (Isox(K*™,V,) x
K*™)/GL(n;K) jest wiec nie mniejsza niz moc wldkna V. Pozostaje sprawdzi¢ injektywnosé [éV].
W tym celu rozwazmy konsekwencje rownosci

Ba(v1) = [&1([((Bz,2),v1)]) = [¥1([((B7, ), v2)]) = B2 (v2) -
Ta jest rownowazna réwnosci
vy =B, 0 By(v1)),
ktora implikuje relacje
vy € GL(n; K) > vy,
a dalej takze
((B2,2),v2) = ((Byo (B2t o Bi)_lax)ﬁi_l o B, (v1)) € GL(n;K) & (B, 2),v1) -
Na tej podstawie wyciagamy wniosek o réwnosci argumentow,
[((53137'7;)5’01)] = [((55737)7’02)] ;

ktora przesadza o injektywnodci [6v]. Mamy zatem do czynienia z gladka bijekcja. Skonstruujemy
jej gtadka odwrotnosé. W tym celu uzyjemy lokalnych trywializacji = : WEéLV(Oi) = O; x
GL(n;K), i e I wigzki reperoéw stowarzyszonych z pokryciem {O;}cr, ktore w odwotaniu do tezy
Stw. 5-6.3 pozwalaja nam skonstruowac lokalnie gtadkie cigcia

oi + O — FarV : 2 17 (z,€) = (Bi(2), 7) € Isox (K™, V) x {z},

przy czym pole baz §; zalezy (lokalnie) gtadko od punktu w O; c B. Latwo przekonujemy sie, ze
odwzorowanie zadane lokalnie (nad O; 3 x) w postaci

Dity, Vo — (lsox(K", Vo) x K*)[GL(n;K) = v [((8i(2),2), Bi(x) "' ()]
jest (lokalng) odwrotnoscig [6¥], oto bowiem

i o [)([((Bes2),0)]) = Ti 0 Bu(v) = [((Bil).2), Bi(2) " 0 Ba(w))]
= [((Bro(Bi(2) oﬂm>‘1w)vﬂi<;)l ° B:(v))] = [((Bs,2),v)]
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anadto —dla veV, —

[6v]oXi(v) = [@]([((5z(z)7m)aﬁz(ﬂf)fl(’/))]) = Bi(2)(Bi(z) " (v)) =v.
I wreszcie na koniec upewniamy sig, ze odwzorowania lokalne ¥, stanowia ograniczenia (do
odnosnych elementow w{,l(C’)i) pokrycia przestrzeni totalnej V) odwzorowania globalnie glad-
kiego. W tym celu musimy najpierw ustali¢ regute transformacyjna dla lokalnych wyboréw bazy
B;. Niechaj g;; @ O;; — GL(n;K) beda odwzorowaniami przejscia dla wybranych wczesniej
trywializacji lokalnych FqrV, tj. — dla dowolnych z € O;; oraz x € GL(n;K) —
o7 (w,x) = (2, 9i5(x) 0 x).
Obliczamy wowczas

(Bj(x),:r) = Tj_l(x,iden) = Ti_l(x,gij(x)) = Ti_l(x,iden) <gij(x)

(Bi(x),x) < gij(x) = (Bi(x) 0 gij (2), ),

czyli
Bj(x) = Bi(x) 0 gij (x),
a stad juz latwo wyprowadzamy — dla dowolnego punktu v € V,, x € O;; — pozadana tozsamosé

Yi(v) [((B;(x),2),8;(x) " ()] = [((Bi(x) 0 gij (x),x), gij (x) " 0 Bi(x) " (v))]
[((Bi(z), ), Bi(2) " (v))] = S (v).

Dotychczasowe nasze rozwazania pozwalaja nam wypisaé wprost trywializacje lokalne

[n] (7l v(0) x K™)/GL(n; K) = O; x K*"

[((Bar2),0)] = (2, Bi(2) ™ 0 Ba(v))
o odwrotnosciach

[71]71 : Oz X Kxn i) (WEéLV(Ol) X Kxn)/GL(n, K)

(z,0) — [((Bi(z),2),v)]

i tym samym zidentyfikowaé strukture wigzki wloknistej na rozmaitoscei ilorazowej (For, VxK*™)/GL(n;K),
przy czym jest jasne, ze jest to wiazka wektorowa nad B o ciele bazowym K. Odnotujmy na
marginesie, ze odwzorowania przejécia dla wypisanych tu trywializacji przyjmuja — w dowolnym
punkcie (z,v) € O;; x K*™ — postaé

[ri]o [m]7 (2,0)

[m([((8i(2),2),0)]) = (2, 8i(2) ™" o Bj(2) (v))
(2, i (x)(v)),

identyczng jak w przypadku V. Wobec swojej oczywistej K-liniowosci odwzorowanie [6¥] jawi sie
nam jako izomorfizm wiazek wektorowych

[] : (FeLV xK*")/GL(n;K) — V.

Na gruncie powyzszych i wczesniejszych rozwazan mozemy wyartykutowaé proste, acz struktu-
ralne

Stwierdzenie 1. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy cieciami lokalnymi (a za-
tem takze trywializacjami lokalnymi) wigzki reperow wigzki wektorowej i trywializacjami lokalnymi
wiazki wektorowej.

Dowdd: Dowolne cigcie lokalne o : O — WEéLV(O) c FqLV, O € (B) pozwala zdefiniowaé
odwzorowanie
7o 0 Ty (0) — Ox K" v (my(v), (0 omy)(v) "} (v)),
3
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jawnie K-liniowe i gtadkie, o oczywistej odwrotnosci

1 Ox K — 7@/1(0) s (x, V) —o(x)(V),

g
takze gladkiej (i K-liniowej). Wtasnosci te pozwalaja zidentyfikowaé¢ 7, jako trywializacje lokalng
wiazki V stowarzyszona z cigciem lokalnym o wiazki reperdw.

Odwracajac powyzsze rozumowanie, dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : 75! (0) — O x K*"
przyporzadkowujemy ciecie (lokalne)
or Ol y(0) ¢ s ().

Bez trudu przekonujemy sie, ze skonstruowane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istot-
nie, stwierdzamy réwnosé

V(o vycoxien © 0r, (2)(V) =771 (2, V) = a(z)(V),
a z niej wyprowadzamy tozsamosé

O, =0.

Ponadto
Voer1(0) © To, (V) = (m9(0), (07 0 1) () (0)) = (w(v), 7 (mw(v),) " (v))

To T_l(ﬂv(v)ﬂ'_l(ﬂv(’u), -)_1(7))) =7(v),

przeto

To. =T.

o

oraz

Stwierdzenie 2. Dowolna rodzina trywializacji lokalnych wiazki reperéow wiazki wektorowej in-
dukuje rodzine trywializacji lokalnych wigzki wektorowej (stowarzyszonych z ta samg rodzing
podzbioréw otwartych ich wspolnej bazy) o tych samych odwzorowaniach przejscia.

Dowdd: Niechaj (V,B,K*™, my) bedzie wiazka wektorowg (nad cialem K), (FqLV, B, GL(n;K),
TFeLv) %a$ — wigzka jej reperow i niech 7; @ 7pl (O;) = 0; % GL(n;K), O; € 9(B), i«
{1,2} beda dwiema trywializacjami lokalnymi drugiej z nich, o niepustym przecigciu dziedzin,
01 N Oy, nad ktorym sg okreslone odwzorowania przejscia g12 : 01 N Oy — GL(n;K). Z kazda
z trywializacji stowarzyszamy ciecie lokalne wedle formuty podanej w dowodzie Stw. 5-6.3,

oi + O — 7l v(0;) cFaLV : yr— 17 (y,1,),

a nastepnie uzywamy ich do skonstruowania odnosnych gtadkich trywializacji lokalnych wiazki V
zgodnie z przepisem sformulowanym w dowodzie Stw.[T}

syt (0)) = 0; x K™ : p—s (wv(v), (o;0 Wv)(v)_l(v)), 1e{1,2}.

O tym, ze sa to trywializacje o postulowanych odwzorowaniach przejscia, przekonujemy sie w
bezposrednim rachunku, przeprowadzonym dla dowolnych (y,V) € O15 x K*™,

Toy 0 Tyd (4, V) = 7, (02(y) (V)
(rv(o2(1)(V)), (01 0 70) (02 (1) (V) " (02(1) (V)

= (go1(y) eaa(y)(V)),

ktory po uwzglednieniu ciagu réwnosci

To,

i

o2(y) 5 (y,1,) = Tfl(y7912(y)) =71 (1, 1n) < g12(y) =71 (, 1) 0 912(y)

a1(y) ° g12(y)
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odtwarza pozadany wynik

Toy © ngl(y’ V) = (ya Ul(y)71 ° Ul(y) © ng(y)(V)) = (y7912(y)(v)) .

2. ABSTRAKCJA

Z przedstawionego w poprzednim rozdziale studium (kanonicznego) przypadku mozemy wyab-
strahowa¢ strukturalne wlasnosci konstrukeji bedacej jego przedmiotem, kluczowe dla konstrukeji
tej powodzenia. Mamy zatem do czynienia z konstrukcja wiazki wltoknistej ,stowarzyszonej”’ z
dana wiazka gléwna poprzez dziatanie grupy strukturalnej tej ostatniej na ustalonej rozmaitosci
rézniczkowalnej, przy czym owa rozmaito$é jest promowana do rangi wlékna typowego kon-
struowanej wigzki, a dane lokalne (trywializacje lokalne i odpowiadajace im odwzorowania przej-
Scia) wyjsciowej wiazki gtownej indukuja odnosne dane lokalne tejze. Stosownej formalizacji tych
naszych spostrzezeil dostarcza

Definicja 1. Niechaj (Pg,B,G,7mp,) bedzie wiazka gtowna, M za$ — rozmaitoscia z gladkim
dzialaniem (lewostronnym) A : G x M — M grupy Liego G. Wiazka stowarzyszona z Pg
poprzez \ to wiazka wioknista

(PG XA M7B7M77TPG><AM)
o skladowych:

e przestrzen totalna Pg x)y M = (Pg x M)/G bedaca rozmaitoscig ilorazowa okreslong —
wedlug schematu opisanego w Cor. 5.2 (na gruncie Tw.4.2) i w uzytym tam zapisie —
przez dziatanie z Rown. (5.2);

e rzut na baze

TpaxyM @ PaxxM — B : [(p7m)]'—>7TpG(p).

Przy tym trywializacje lokalne 7; : W,Sé((?i) =5 0; x G, i el wigzki glownej Pg stowarzyszone
z pokryciem O = {O;};e; bazy B indukuja trywializacje lokalne

Tt Toaar(00) = Oix M [(p,m)] — (pg (P), Apryor ) (M)
o odwzorowaniach przejscia
7 o%’j‘l 0, xM O (z,m) — (a:,)\gij(x)(m)).
Ustaliwszy (dowolnie) punkt x € B, wybierzmy (takze dowolnie) p, € (Pg);. Dyfeomorfizmy
[p]x + M = (PG xy M), © m— [(ps,m)],
o odwrotnosciach
(D13 ¢ (Paxa M)e — M = [(p,m)] > Apo_ (o) (1)
i oczywistej wtasnosci
3) Vgea + [Px 9gln=1[pe]roAg,

nosza miano izomorfizméw modelujacych wiékna. Indukuja one izomorfizmy transportu
wlékna

[p2.p1lx = [p2la e [p1] 0 (Pa o M) o) — (P Xa M)y (o)

[(p,m)] — [(1’727)‘<¢’>PG(m,p)(m))]7
okreslone dla dowolnej pary (p1,p2) € Pa.
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Dla dowolnej pary (Pa xx, Mo, B, Mo, Tpex,, M. ) « € {1,2} wigzek stowarzyszonych z ta
sama wiazka gtowna (Pg, B, G,mp,) okreslamy takze niezmiennik wiazek stowarzyszonych
jako morfizm wiazek wioknistych

(®,idp) : Pgxy, M1 — Pg %y, Ma
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny, wypisany dla dowolnej pary punktéow p1, p2 € Pa,

[p2,p1]x;

Pg x\, M ———(Pex\, M
(Pa xx, 1)%(,)1) (P, 1)wPG<p2>
¢r(PGXA1NII)WPG(P1) qu(Pkalzul)WpG(pg) .
Pa xy, M- Pa xx, M:
( G % Aa 2)7TPG(171) [p2,p1]r, ( G * )Xo 2)7TPG(172)

Uwaga 1. Istnienie struktury rozmaitosci na przestrzeni orbit Pg x\ M dziatania A jest bezpo-
$rednia konsekwencja Tw. 7-8.3, na ktorego przywotanie w powyzszym kontekscie pozwala Cor. 7-
8.1. Przy tym gtadkos¢ rzutu na baze mp«, pr Wynika tu wprost ze Stw. Niezb-29, kiedy zauwazy¢,
ze rzut ten domyka diagram przemienny

B

7'l'pGC>pr1
TPGx\ M
’

PG x M W PG X\ M

w ktorym 7m(p«ar) G jest surjektywng submersja (na mocy tegoz Tw. 7-8.3), a mp opr; jest jawnie
gladkie. Jako ze to ostatnie odwzorowanie takze jest submersja, przeto wlasnosé t¢ ma mpx, ar,
o czym przekonuje tozsamos$é¢ uzyskana w obrazie powyzszego diagramu wzgledem funktora stycz-
nego.

Przejdziemy do zbadania trywializacji lokalnych, zaczynajac od sprawdzenia sensownosci ich
definicji. Musimy w tym celu pokazaé, ze wartos¢ przyjmowana przez odwozrowanie 7; na klasie
[(p,m)] nie zalezy od wyboru reprezentanta tej ostatniej. Obliczamy przeto

(mpe (P2 9), A(pray o mi(p < 9), Mg ™", m))) = (7ps (), AM(pra o Ti(p) - 9. A(g ™", m)))

= (7TPG (p)a )\(pI'2 © Ti(p) ‘g g_lam)) = (7TPG (p)a )\(pI'2 o Ti(p)a m)) .
Ponadto poniewaz odwzorowania

7o Tk () x M~ O,x M+ (p.m) = (7o (1) Apryorn(m) . i€ {1,2)

sa jawnie gtadkie, a przy tym pozostaja z 7; w relacji opisywanej przez diagram przemienny

OIL'XM

Wﬁé(oi)xM WE;XAM(OZ')

T(PgxM)/G

w ktorym rzut kanoniczny mpgxary/c jest — wprost na mocy Tw.7-8.3 i Cor.7-8.1 — gladki,
przeto w Swietle Stw. Niezb-29 takze odwzorowania 7; sa gladkie. Gladkosé¢ (takze lokalna) ich
odwrotnosci

7 Oix M — e i (0) ¢ (w,m) — [(77 (2,¢),m)]
6
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nie budzi watpliwosci. We wszystkich dotychczasowych rozwazaniach zaktadamy implicite sen-
sownosé definicji odwzorowait 7; i 7; !, ktéra wymaga odrebnej weryfikacji — ta usprawiedliwia a
posteriori dokonang przez nas identyfikacje widkna typowego

WEéXAM({WPGXAM([(pvm)])}) =M, [(p7 m)] ePgxy M

rekonstruowanej tu wiazki wtéknistej. Bez trudu dowodzimy pozadanych tozsamosci: oto wiec dla
(z,m) € O; x M zachodzi

Fof (wm) =7([(7 (z,€),m)])
= (7TPG o T;l(lﬂ,e), )\(pr2 oT; o¢i*1(x,e)7m)) = (x, )\(e,m)) =(z,m),
adla [(p.m)]€Paxx M, p=7;"(z,g) otrzymujemy
7 Lo Ti([(p,m)]) = 7 (e (), Apr 0 Ti(p), m))
(77! (e (0),€) Aprz 0 73 (p).m) )] = [ (777 (,€), Mg, m) )]

[(Ti_l(xae) d gvm)] = [(Ti_l(xmg)’m)] = [(p>m)] .

Wreszcie tez na koniec obliczamy

’ﬁO?;l(as,m) = "FiO'%;l(ﬂpG07]71(x,e),)\(pr2OTj(le(z,e)),m))

ﬁ([T]-_l(x,e),m]) = (m,)\(pr2 0T;0 Tj_l(;v,e),m))

(x, /\(prg(a:,gij(m)),m)) = (a:,)\(gij(a:),m)).

Konstrukcja wigzki stowarzyszonej jest zatem dobrze okreslona.
Rozwazmy nastepnie odwzorowanie

[p*]g\l : (PG XX M)I — M : [(p, m)] = )\¢PG(P*,P)(m)7 Dx € (PG)I-
Jest ono dobrze okreslone, gdyz dla dowolnego reprezentanta (p,7) € [(p,m)] obliczamy
)\¢PG (pp) (M) = )\¢PG(P*7P) °© )\¢PG (p.5) (M) = )\¢PG (pp) (M) -
Ponadto jest ono bijekcja, albowiem prawdziwa jest implikacja

[p*]g\l([(p%mQ)]) = [p*]/_\l([(pl’ml)]) Raand ma = >‘¢PG(p2,p1)(ml)
e [(anmQ)] = [(an/\¢PG(p2,p1)(m1))] = [(p2 < ¢PG(p25p1)7m1)]

= [(ph ml)] ’
dowodzaca injektywnosci [p*]j\l, a do tego dowolny punkt m € M mozemy zapisa¢ w postaci
m = [p. 3! ([(p,m)])
co zaswiadcza o surjektywnosci tego odwzorowania, wskazujac w jawny sposéb jego odwrotnosé
[pe]x ©+ M — (P xa M)y = m— [(ps,m)].

Istotnie, odwzorowanie [p.] spelnia tozsamosci

[P 13" o [pe]a(m) Agog (perpe) (M) = Ac(m) =m,
[p*])\ ° [p*]:\1([(p’m)]) = [(p*a >‘¢pG (p«,p) (m))] = [(p* < ¢PG (p*,p),m)]

[(p,m)].
7
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Jest ono jawnie gladkie jako superpozycja wlozenia (py,idpr) @ M — {p.}xM c (Pg),rPG (pa) XM
i surjektywnej submersji m(pxary/c @ PaxM — (PaxM)/G. Gladkosé [p«]3! wynika natomiast
z tezy Stw. Niezb-29 odniesionej do diagramu przemiennego

A(¢pg (P+,pry1),prs)

(Pg)bL x M

(Pg xx M),

T(PaxG)/G (PG axM

o submersywnej surjekcji na krawedzi poziomej. Konstrukcja dyfeomorfizmu [p*];\1 stanowi zatem
niezalezny (od wczesniejszej konstrukeji trywializacji lokalnych) dowdd stusznosci przediozonej
przez nas identyfikacji wlokna typowego wiazki stowarzyszone;j.

Przyktady 1.
(1) Wiazka wektorowa V (rzedu n) jest wigzka stowarzyszong z wigzka (gtéwng) reperow
FoLV poprzez dziatanie definiujace (ewaluacje),

V2 FarV xe, K.
(2) Wiazka dolaczona
(AdPg =Pg xad G, B, G, Tpgx4uG) -
(3) Wiazka glowna Pg moze by¢ zrealizowana jako wiazka stowarzyszona
(P x¢ G, B, G, Tpgx,G) -
Stosowny izomorfizm wigzek wloknistych to
7: PexeG—Pg : [(p,g)]—pay,

przy czym jego gltadkosé wynika z tego, ze domyka on diagram przemienny

TPaxyG
)

PexG——— P x,G

T(PGxG)/G
w ktorym mp <)/ jest surjektywna submersja, r za$ — odwzorowaniem gladkim. Odwrot-

nos¢ 7 jest dana w (jawnie gladkiej) postaci

7! Pa—Pcx,G : pr—[(p,e)].

Na wiazce stowarzyszonej Pg xp; G jest okreslone dzialanie prawostronne grupy G w

postaci
7: (PaxtG)xG—Pax/G : ([(p.g)],h) — [(p.g-)],

wzgledem ktorego kazde z wlokien jest torsorem. Izomorfizm 7 jest G-ekwiwariantny,

7o ([(p,9)], 1) =([(p,g-1)]) =p < (9-h) = (p < g) <h=roT([(p,9)], 1),
mamy zatem do czynienia z izomorfizmem wiazek gtéwnych.

W poszukiwaniu automorfizméw wiazki stowarzyszonej Pg xy G zauwazamy, ze ze
wzgledu na przemiennosé dziatania regularnego lewostronnego /. z dzialaniem regularnym
prawostronnym p. : GxG — G : (g,h) — g-h to ostatnie indukuje — na mocy Stw.
a dla dowolnego g € G — niezmiennik wigzek

olry] : PaxcG O [(p,)]— ®[rg ™ ([(p,1)]),
przy czym

®[ry]™e @ ([(p,n)]) = [p]PGXZGSOTgO[P]Eéx,zc([(p,h)])
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[p]PGXeG 0Tgo €¢PG (p,p)(h) = [p]PGXzG ° Tq(h)

[Plpexec(h-g) = [(p.h-9)] =7 ([(p. h)]),

czyli
Plrg] =7y,
a poniewaz

[(p.1)] =[(p<h,e)] =T (pah)

oraz

[(ph-9)]=[(pah-g.e)]=[((pah)<g.e)]=[(rg(p<ah)e)]=T org(pah),
zatem
Tod[ry]oT ! =7r,.

W tym wigc sensie automorfizmy ®[r,] sa indukowane przez r., a o tym ostatnim mozemy
mysleé jako o modelowym niezmienniku wiazek.

Celem praktycznym (np. fizykalnym) konstrukeji wiazek stowarzyszonych jest uzyskanie glad-
kich dystrybucji rozmaitosci okreslonego (izo)typu M nad zadang bazg B (np. czasoprzestrzenia)
bedacych nosnikiem wyroznionego dziatania ustalonej grupy Liego G (np. symetrii teorii fizykalnej),
ktore ma charakter lokalny nad baza. Innymi stowy, jest nim stworzenie rozmaitosci lokalnie mod-
elowanej na O x M, O c B z dzialaniem G lokalnie modelowanym na A. O tym, ze tak zdefin-
iowany cel zostal skutecznie zrealizowany zaswiadczaja dwa ponizsze stwierdzenia, z ktorych pierw-
sze dostarcza zarazem ,usprawiedliwienia” ex post dokonanego przez nas nieoczywistego wyboru
(podklasy) morfizmow wigzek stowarzyszonych.

Stwierdzenie 3. Wigzki stowarzyszone z dang wigzka gtowng (Pg, B, G, 7p, ) wraz z odno$nymi
niezmiennikami wiazek stowarzyszonych tworza kategorie wiazek stowarzyszonych z wiazka
gléwna P¢, ktéra bedziemy oznaczaé symbolem

AssBun(P¢).

Kategoria ta jest kanonicznie rownowazna kategorii Mang rozmaitosci z (lewostronnym) dziala-
niem gladkim o morfizmach danych przez odwzorowania G-ekwiwariantne.

Dowdd: Pierwsza cze$¢ tezy stanowi ledwie wskazanie klasy morfizméw przez nas rozpatrywanych i
jako taka nie wymaga odrebnego dowodu (niezmienniki wigzek mozna w oczywisty sposob sktadac,
a ponadto morfizm identycznosciowy jest — rzecz jasna — niezmiennikiem wigzek). Takze wzajem
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy obiektami kategorii AssBun(Pg) i G-rozmaito$ciami jest
oczywista. Jedynym zatem, co wymaga sprawdzenia, jest stosowna bijektywna odpowiedniosé
miedzy niezmiennikami wigzek stowarzyszonych i odwzorowaniami G-ekwiwariantnymi.

Niechaj (®,idg) : Pg xx, M1 — Pg xx, My bedzie niezmiennikiem wigzek, a wtedy mozemy
zdefiniowa¢ — dla pewnego (dowolnego) punktu p € Pg — odwzorowanie (jawnie gladkie)

X[@]:=[plah o ®o[ply, = My — (P xx, M1)my_ () —> (PG Xa0 Ma)my_ () —> M,
ktore wobec definiujacej wlasnosci ®,

Do [paly, o [pilat = [p2]ns o [palst 0 @,

nie zalezy od wyboru punktu p uzytego w jego definicji. G-ekwiwariantno$é tak okreslonych
odwzorowan,

x[®] € Homg (M7, Ms),

wynika wprost z bezposredniego rachunku, odwolujacego si¢ do Réwn. i przeprowadzonego
ponizej dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

x[®]odig = [plh e ®o([plx ©Miy) : [plxs 0o ®o[p<agla,
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-1 _
([Paglr,oAagr) o®olpagly, =Aago[paglyo®olpagly,

Aago[plx, o @ o[pla = Azg o x[®].

I odwrotnie, z kazdym odwzorowaniem yx € Homg (M7, Ms) mozemy stowarzyszy¢ odwzorowanie
(gtadkie)

D[x] ™ = [p], o x 0 [Pl

(PG xx; M1)rp () — (PG xay M2 (p)
[(p,m)] — [(p,x(m))],

zalezne jedynie od rzutu p € Pq na baze wiazki B,

e[ J™e= = [pagl,oxelp<aglyl =[Pl o (A2gox o) o [p3)
= [Phaoxo(Mgoigt)olply = [Pl oxo [p3, = @[],
i z tej racji okreslajace niezmiennik wigzek dany wzorem
®[x] : Pgxa, My — P, Mz ¢ [(p.m)] — @[x]™e® ([(p,m)]).

Istotnie, obliczamy

([p2]as o x o [p2]n)) © ([p2]a, © [P1]a)) = [p2]x, o X 0 [P1]5)

®[x] o [p2,p1]ns
= ([p2lr. o [p1las) o (Iprlxs o x o [p1]a)) = [p2,p1]x, 0 @[X] -
Skonstruowane tu przyporzadkowania
HomassBun(pe) (Pa XA, M1, Pa xx, My) — Homg (M, My)
(,idp) — x[P]
oraz
Homg (M1, Ma) — HompgsBun(Pe)(Pa xx, M1,Pg xx, M3)
X ((I)[XLidB)

sa wzajem odwrotne, a kazde z nich jest funktorialne. Istotnie, w przypadku rozmaitosci M z
dzialaniem A : G x M — M otrzymujemy, w dowolnym punkcie p € Pg, réwnoscé

O[idpr]™e P = [p], oidp o [p]x! = [P, o [P]5! = id(PcXAM)ﬂme ’
czyli tez tozsamosé
Didps] = idpe x5
a nadto dla dowolnej pary odwzorowan G-ekwiwariantnych x, : M, — My, o € {1,2}

pomiedzy G-rozmaitosciami Mg, B € {1,2,3} z odnosnymi dziataniami Ag : G x Mg — Mg
10
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otrzymujemy diagram przemienny (dla dowolnego p € Pg)

[P] A1

M,y (PG X Ml)ﬂpc(p)
\ oha]"e )
[P]AQ
X2°X1 M2 _— (PG XNy Mz)ﬂ'p ® @[XZ]WPG(:D)O@[XI]WPG(Z’) ,
G
/ D[x2]™Pc?
Ms [Plxs (Pa oo Ma),

w ktorym przemienno$é gornego (wzgl. dolnego) trapezu wyraza definicje niezmiennika P[]
(wzgl. ®[x2]), a przemiennosé lewego i prawego trojkata jest zapisem definicji odnosnych su-
perpozycji odwzorowari, a poniewaz zarazem skrajna prawa krawedz jest — wprost z definicji —
tozsama z odwzorowaniem ®[yz o x1]™c () przeto — zgodnie z oczekiwaniami —

P[x20x1]=P[x2] 0 ®[x1].

Ten sam diagram przekonuje nas o funktorialnosci odwzorowania odwrotnego, jesli tylko potrak-
towa¢ niezmienniki wiazek jako dane, a odwzorowania G-ekwiwariantne — jako przypisane tym
ostatnim. O

Uwaga 2. Termin ,wiazka dotaczona” bywa uzywany w literaturze w odniesieniu do wiazki sto-
warzyszonej

(ad Pc =Pg xT1,A4 9, B, gaﬂ—PGXTEAdQ) )
o wloknie typowym tozsamym z algebra Liego g grupy Liego G.
Mamy tez zasadnicze

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def.oraz Przykl. (2). Istnieje kanoniczna struktura wigzki
grup na AdPg, lokalnie modelowana na strukturze grupy na wtoknie typowym G, tj. sa okreslone:
taczna operacja binarna

[M] : AdPg xp AdPg — AdPg
posiadajaca element neutralny oraz operacja unarna
[Inv] : AdPg O,

spelniajace (wlokno po wloknie) aksjomaty grupy. Struktura ta indukuje kanonicznie struk-
ture grupy (Frécheta—Liego) na przestrzeni cie¢ T'(AdPg) tej wiazki, majaca swa realizacje na
przestrzeni cie¢ T'(Pg x)x M) wigzki stowarzyszonej Pg x), M indukowang przez odwzorowanie

[)\] : AdPG XB (PG X\ M) —> PG X)\M
spelniajace (wldkno po widknie) aksjomaty (IDG1) i (IDG2) dzialania grupy Liego na rozmaitodci
i modelowane lokalnie na .
Dowdd: Rozwazmy na wstepnie operacje binarna
[M] : AdPGxBAdPG%AdPG

([(plagl)]a [(p2792)]) — [(Pl,gl 'Ad¢pG(p1,p2)(92))] s
11
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wraz z przyporzadkowaniem — wlokno po wloknie —
[elmpm) ¢ {®} — AdPg : e—[(p,e)], pePc
oraz operacja unarng
[Inv] : AdPc O : [(p.9)]— [(p.g7")]-

Zaczniemy od sprawdzenia, ze wszystkie trzy odwzorowania sa dobrze okreslone. Niech zatem

(p3,93) € [(p1,91)]; ti- (p3,93) = (p1 9 g13,Ady-2(91)) oraz (pa, ga) € [(p2,92)], ti. (P4,94) = (p2 <
924,Ad-1(g2)), gdzie dla skrétu oznaczylismy gi; = ¢pg (pisps), (4,7) € {(1,3),(2,4)}, a wowczas
— na mocy Stw. 5-6.1 — otrzymujemy

[(p37 g3 Ad934 (94))] = [(pl’ Adng (93 : Ad934 (94)))]
[(pl’ Ad913 (Adgfé (gl) . Adg34-g§i (92)))] = [(pl g1 Ad913‘934'942 (92))]

[(pl’gl -Adg,, (92))]

oraz

[(p3,95")] = [(p1, Adyy, (951))] = [(p1, Adgys (93)71)] = [(pr.97)],

a nadto stwierdzamy, ze warto$¢ odwzorowania [E]WPG (p) nie zalezy od wyboru punktu we wioknie
nad 7p (p), oto bowiem dla dowolnego p=p < ¢p, (p,p) dostajemy

[(1’5’7 6)] = [(p d ¢PG (p7ﬁ)76)] = [(p7 Ad¢pG(p,@(e))] = [(p7e)] .

Dowod stwierdzenia, ze powyzsza struktura jest w istocie lokalnie modelowana na G, sprowadza
si¢ do wykazania, ze izomorfizmy modelujace widkna wigzki dotaczonej,

[p*]Ad : (AdPG)I—)G : [(pvg)]'_>Ad¢PG(p*,p)(g)a $€B,

sa homomorfizmami grup, co czynimy ponizej (dla dowolnej pary punktow (pi1,g1),(p2,g2) €
Pe x G o wlasnosci p1,p2 € (Pg)z), w odwolaniu do Stw. 5-6.1,

[p.aa e [M)([(p1,90)]: [(P2,92)]) = [pe]aa([(p1, 91 Adgp (100 (92))])

= Ad¢PG (pmpl)(gl ’ Ad¢PG (101,;02)(92))
= AdePG (pep1) (91 ) Ad¢>PG (p,p1) dpg (P1.P2) (92)
= Adge, pep) (91) - Adgy (. p2) (92)

M([p«]aa([p1,91]). [p+]aa([p2. 92])) -

Pierwszym krokiem na drodze do zrekonstruowania dziatania wtokno po wioknie grupy I'(Ad Pg)
na przestrzeni T'(Pg x) M) jest identyfikacja nastepujacego lewego dziatania wigzki dolaczonej
na Pg:

[r]. :+ AdPg xgPg — Pg : ([(p.9)].D) — 7“Ad(bPG(m,)(g)(ff)-

Jest ono w pelni jednoznacznie okreslone, oto bowiem dla dowolnego reprezentanta (ps,gs) €
[(P1,91)] otrzymujemy

rAdd’PG <T7>P2)(92) (]’5) TAd(PPG (Prp1)dpg (P1:P2) (92) (ﬁ) = TAd<T>PG (ﬁ,p1>(Ad¢PG (p1.p2) (92)) (m

rAd¢PG (i?'-,m)(gl) (m :

O jego gladkosci przesadza Stw. Niezb-29 — istotnie, [r]. jest (jedynym) gladkim odwzorowaniem
indukowanym przez stale na poziomicach rzutu kanonicznego mp )/ odwzorowanie (jawnie
gladkie)

7 : (PaxG)xpPe—Pq : ((p,9),p) — 7“Add,PG(i;,,,)(g)(]"ﬂ-
12
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Bez trudu przekonujemy sie, ze [r]. ma wtasnosci analogiczne do wlasnosci definiujacych (lewego)
dzialania grupy: oto element neutralny dziata trywialnie,

[t (@) = TAd¢pG<5,p)(€)(m =re(P) =D,

a odwzorowanie [r]. jest multyplikatywne w pierwszym argumencie, tj. dla dowolnej pary [(p1,91)],
[(p2,92)] € (PG ), () zachodzi tozsamosé

(P10 1,001 102,00D) (P) = TAdg,_ 51 (91°Ad g o1 ) (920) (P)
- rAd¢’PG(ﬁvpl)(gl)'Ad¢PG(5,P1)'¢’PG(Pl»PQ)(g2)(m = rAdd)pG (ﬁ,pl)(gl)'Ad%G(1’-7,?2)(92)(m

= T T
AdAd¢P e pz)(921)(Ad¢pG (P, pl)(gl)) Adqpr (7, 132)(92)) (m

Ad¢PG(p p2)-g5" ¢PG(P21P1)(91) [r ](m 92) (ﬁ)

ktora wobec réwnosci

d)PG([ ] [(p2,92)] (]7) pl) = ¢PG (r92'¢PG (pz,ﬁ)(pZ)apl)

Ppg (T92'¢PG (p.7) (P2),7 (pQ))

g2-bpg (P2 717)'(92'¢PG (p2,P) )71'¢PG (p2,p1)
-1
(92 dps (p2,D)) - dpg (p2.p1)

mozemy przepisa¢ w pozadanej postaci

[F10n@o01 e a0) B = Tade, @i 00 (i 021 ()

= (Mo o [Mi@e.e1(P) -
Nalezy przy tym podkreslié, ze zdefiniowane tu dzialanie wiazki dolaczonej jest przemienne z
dziataniem prawostronnym definiujacym r. — w rzeczy samej, dla dowolnych [(p,g)] € AdPg, he
Gipe (PG,)7rP (p) Stwierdzamy, ze

[r][(zxg)] orp(P) T‘Ad¢PG(7‘h(17),P)(g) (rh (m) = Tggpg (pmh(@)(p)

o (7 dn; (0 () (TAd gy () ()

Pope, () ([T10.01 B)) = 70 0 [Pl (.01 (P) -

Dziatanie to mozemy nastepnie podniesé, z zachowaniem wszystkich sprawdzonych powyzej jego
pozadanych wlasnosci, z przestrzeni totalnej wigzki dotaczonej do przestrzeni cieé (globalnych)
tejze wiazki, wedle schematu

F[T] : F(Ad PG) X PG - PG : (77p) — [T]’ywrpc (p)(p) .

Przestrzenn I'(AdP¢g) (wyposazona w naturalng strukture rozmaitosci Frécheta) objawia si¢ w
roli nosnika struktury grupy (Frécheta—Liego) o operacjach grupowych (o jest dowolnym cieciem
lokalnym Pg na otoczeniu danego punktu w bazie)

[[M] = T[(AdPg) xI'(AdPg) — T(AdPg) = (71,72) — [M]e (71,72),
I[Inv] : T(AdPg) O : v+—[Inv]o~,
] + {o} —T(AdPG) : o —[(o()e)],

indukowanych w oczywisty sposob (punktowo) z odnosnych operacji na AdPg, 1 zarazem — w

roli podgrupy grupy automorfizméow wigzki gtownej Pg (nad identycznoscig na bazie), przy czym

odwzorowanie I'[r], utozsamiamy z automorfizmem (I'[r],,idg,idg) w zapisie Def. 5-6.1. Uzy-

wajac tak rozumianego dziatania grupy cie¢ wiazki dotaczonej na Pa, mozemy nastepnie w oczy-

wisty sposob rozszerzyé dzialanie tejze grupy cieé do wiazki Pg x M nad wyjsciowa baza B
13
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ktadac
[[7].:=T[r] xidyy  : T(AdPg) x (Pgx M) — Pg x M

(77 (pv m)) — ([r]’yo‘ﬂ'PG () (p)’ m) :

Wtasnoscig tego dziatania o kluczowym znaczeniu dla naszych dalszych rozwazan jest jego prze-
mienno$é z dzialaniem . zdefiniowanym w Rown. (7-8.2), stanowigcym podstawe konstrukcji
wigzki stowarzyszonej Pg x) M. Istotnie, dla dowolnych v = [(o,1)] € T(AdPg), g € G oraz
(p,m) € Pg x M, otrzymujemy — przywolawszy sprawdzong uprzednio przemienno$¢ dziatan: [r].
ir —x

L[], o Xg(p,m)

([romeg, (rg (00 (19 (P))s Ag-1 ()

= ([r]’wﬂpc () ©Tg(P), Ag-1(m)) = (rg 0 [ ]yomeq () (p), £g2(m))

= Agol[T],(p,m).

W konsekwencji tego faktu dzialanie indukowane T'[7]. zstepuje na rozmaitosé orbit (PgxM)/G =
Pc xx M, tj. kanonicznie indukuje dziatanie lewostronne grupy I'(Paq G) na rozmaitosci Pgxy M
dane wzorem

[T[7]]} : T(AdPg) xPgxy M — Pgxy M

(7, [(2;m)]) = [([r]yomee, () (P) )]

Dotychczasowa nasza analiza przekonuje, ze odwzorowanie to jest dobrze okreslone i ma wszyst-
kie wlasnosci dziatania (lewostronnego) grupy. W ostatnim kroku indukujemy przy jego uzyciu
postulowane w tresci dowodzonego stwierdzenia dziatanie grupy I'(AdPg) na przestrzeni cigé
(globalnych) wigzki stowarzyszonej,

L[I[F]} : T(AdPg) xI'(Pg xx M) — T'(Pg xx M)

(4) 2 (0 [0 m)]) = [([Iemeg ooty 00 1)) = [([7]¢y 0 0 (), ()]

To ostatnie w oczywisty sposéb stanowi podniesienie do przestrzeni cie¢ odwzorowania

[)\] : Adpng(ng/\M)—>PGX)\M

([p1, ) [(p2sm)]) = [(P2: Ands, gy (00 ()]

ktorego okreslonosé i multyplikatywnosé w pierwszym argumencie jest bezposrednia konsekwencja

zweryfikowanych przez nas odnosnych wlasnodci dziatania T[T'[7]].. To, ze — zgodnie z tezg stwier-

dzenia — dziatanie [A]. jest lokalnie modelowane na A., stwierdzamy, uzywajac wskazanych wczesniej
izomorfizmoéw [p.]aq oraz [p.]r. Wykonujemy zatem prosty rachunek:

Atpdaa (s ([P ([P21)]) = Ardy, ey () © Adog ) (M)

)\¢PG (p*aPZ)'AdszG (pg,pl)(g) (m) = Ad)PG (p*ap2) (AAd¢pG (pg,pl)(g) (m))

[P In([(P2: Ay (@) ())]) = [Pe]x 0 [N )11y ([(P2,m)]) -

Uwaga 3. Posta¢ zapostulowanych w tresci dowodu geometryzacji operacji grupowych ([M], [Inv]

i [e]) oraz dzialania grupy ([A].) moze na pierwszy rzut oka wydac sie wysoce nieoczywista. Nalezy

jednak podkresli¢, ze ich zlozonosé jest jedynie artefaktem przyjetego wczesniej schematu opisu
14
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(punktow) rozmaitosci ilorazowych AdPg i Pg x) M. Istotnie, gdy np. wykorzysta¢ definicje
orbity [(p2,g2)] drugiego argumentu w definicji operacji binarnej [M] i sprowadzi¢ ja do postaci
[(p2,92)] = [(%FG (pl,pg)(pl)aQQ)] = [(p17Ad¢pG(p1,p2)(92) 5272)]

(wszak (p1,p2) € Pa xp Pg), otrzymamy naturalng posta¢ geometrycznego mnozenia:
[M]([(p1,91)]: [(p1,52)]) = [(P1,g1 'AdqspG(pl,pl)(?b))] = [(p1,91 'Ade(§2))] = [(p1,91 '52)]'

Analogiczny wniosek dotyczy dziatania [A].. Po przepisaniu drugiego jego argumentu wedle powyzszego
schematu,
[(p2,m)] = [(pl? )‘tbPG (p1,p2) (m) = m)] )

dostajemy
[/\]([(phg)]a [(pl,ffz)]) = [(ph)\Add,PG(pl,pl)(g)(m))] = [(ph/\g(m))]-

Powyzsze stwierdzenie wraz z jego konstruktywnym dowodem pokazuja dowodnie, ze cel, o ktérym
byla mowa wczesniej, zostal osiagniety. Eksponuja przy tym rolg zbioru gtadkich cieé¢ wigzki
stowarzyszonej, co kaze nam przyjrzeé sie uwazniej temu ostatniemu. Czynimy to w
Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.i Przykl. (2). Istnieje bijekcja

I'(Pg xx M) 2Homg(Pg, M),

w ktorej zapisie Homg(Pg, M) jest zbiorem odwzorowan G-ekwiwariantnych z Def. 7-8.2.

Dowdd: Niechaj ¢ = [(o,1)] € T(Pg xx M) bedzie cieciem globalnym okreslonym przez ciecia
(lokalnie gtadkie) o € T'oc(Pg) 1 p € Tioe(B x M) (to ostatnie to lokalnie gtadkie odwzorowanie
u : B— M). Korzystajac z odwzorowania ilorazowego i rzutu kanonicznego na baze¢ wigzki Pg,
mozemy zdefiniowaé¢ odwzorowanie

(I))\[QS] : PG — M : pr— )‘¢pG (p,UOTrpG (p))(ﬂ’ O Tpg (p)) .

Bez trudu upewniamy sie, ze powyzsza definicja ma sens, oto bowiem dla dowolnej pary (o', u") =
(o0 «Invo~y,y > u) wyznaczonej w oczywisty sposob przez 7 € Tjoc(B x G) otrzymujemy — w
odwotaniu do aksjomatyki dzialania grupy na zbiorze — pozadana réwnosé

Aog, (puatomog () (1 0T (D)) = Mg, (proome, (p)avomng (1)) (Moo, () (10 TG (P)))
Abe, (pr0ome (0))7ome (9) 1 vomsg, () (1 © TP (P))

Ao, (proomeg () (10 T (P)) -

Jego G-ekwiwariantnosé wynika wprost z rachunku:

Pr[plorg(p) = )\¢PG (pag,oomp (1049))('u o mpg (p < g))

= Agtgpg (poomeg () (10 TG (D)) = Ag1 0 @1 [8](p)

przeprowadzonego dla dowolnych (p,g) € Pg x G, a uzywajacego Stw.5-6.1 oraz wspomnianej
wczesniej aksjomatyki.

Azeby skonstruowaé odwrotnos$é powyzszego przyporzadkowania, ustalmy (dowolnie) pokrycie
trywializujace {O;}ier wiazki P, a nastepnie dowolnemu odwzorowaniu G-ekwiwariantnemu f :
Pc — M przyporzadkujmy rodzine cieé¢ lokalnych

Sx\[fli (’)Z-—>PGx)\M:x|—>[(T{l(m,e),fon_l(m,e))], 1el.

Kazde z nich jest (lokalnie) gladkie jako superpozycja odnosnych odwzorowan gtadkich (T,[ (. e), fo
(., e)) : O; — Pgx M isurjektywne]j submersji m(pgx,ar)/q- Z fatwoscia przekonujemy sig, ze
cigcia te sg ograniczeniami (do odnosnych zbioréw ;) cigcia globalnego, stwierdzajac, ze z racji

G-ekwiwariantnosci odwzorowann 7; i f w dowolnym punkcie = € O;; zachodzi réwnosé

Salf]i(z) = [(Tj-l(x,e),fOT;l(:c,e)l)E)] =[(7 (2,905 (), f o7 (2, 955(2)))]
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(77 (2,€) @ gij (), f (77" (w,€) < gi(2))]
[(Tfl(ﬂ?,@) agij(2),9i5(x) " > fOTfl(l",@)]
[(7i (@ €), for (z.€))] = Salfli(x).

Bezposredni rachunek obu superpozycji:

OA[SA[f]] : Pa — M : p— g o) (F () = A(F(0)) = F ()

oraz

Sa[@Al[(e.w)]]] : B—PexxM

DT> [(Ti_l(x, ,e)7 )‘d>pG(T;I(r,e),aowPGori‘l(a:,e))(M O Tpg © 7'14—1(x7 6)))]
= [(T{l (l’, 6)7 )\¢pG (71 (z,e),0(x)) (lu‘(x)))] = [(07 ,U,)] (Sﬂ)
pokazuje dowodnie, ze prawdziwe sa tozsamosci
@ 0 S\ = idHomg (P, M) » Sxo®y =idppgx, M) -
O
Specjalizacja powyzszego wyniku do przypadku wiazki dotaczonej okazuje si¢ mieé charakter struk-
turalny, co orzeka

Stwierdzenie 6. Bijekcja
F(Ad Pc,) = HOIII(;,(PG7 G) s

o ktorej mowi Stw.[5] jest izomorfizmem miedzy grupa cieé¢ wiazki dotaczonej, o strukturze opisanej
w dowodzie Stw.[d] i grupa odwzorowan Pg w G ekwiwariantnych wzgledem odnosnych dziatar
(lewostronnych) 7,y i Ad., 0 naturalnej strukturze punktowej (obecnej na zbiorze odwzorowai,
ktorych przeciwdziedzing jest grupa).

Dowdd: W notacji dowodéw obu stwierdzen z tezy stwierdzenia dowodzonego sprawdzamy — dla
dowolnej pary cie¢ Vo = [(0a, tta)] € T(AdPg), a€{1,2} oraz punktu pePg —

P aa[T[M](11,72)](p)
= Adg, (poromeg () (110 TP (P) - Adgy (010mpe, (p).020meg, () (12 © TP (D))
= Adge (posome, () (11 0 TG (P))

Adgp, (p.010mp ()00 (01070 (0),020m0g () (12 © TP (D))
= Adg, (posomee () (11 0 TG (D)) - Adgy, (posomeg, () (12 © o6 (1))

= Mo (Paa(m),®aa(r2))(p)-

Strukturalny charakter bijekcji, o ktérej mowa w Stw.[]i[5} najpelniej ilustruje

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Stw.ioraz ich dowodow. Bijekcja @, jest (lewostronnie)
ekwiwariantna wzgledem dziatan grupy I'(Ad Pg): dziatania T[T'[#]]} na przestrzeni T'(Pgx\ M),
zdefiniowanego w Réwn. , oraz naturalnego dzialania

[(I)Ad)\} : F(Adpg) XHOIng(Pg,M) —>H0mc;(P(;,M)

16
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(7, @al]) — Aoaaty1) (Pa[p]()

na przestrzeni odwzorowan G-ekwiwariantnych Homg (Pg, M), czyli dzialanie
Da = [Paar] o (P1q * idHome (Po, M)

grupy Homg(Pg,G) czyni przemiennym ponizszy diagram

7] A
P(AdPg) x T(Pg xy M) — ) T(Pg x5 M)
<I>Ad><¢‘k ¢)>\
Homg (Pg, G) x Homg (Pg, M) Homg (Pg, M)

Dowdd: Przede wszystkim upewnimy sie, ze odwzorowanie ®agA. jest dobrze okreslone. W tym
celu wybieramy dowolng pare (Paa[7v], Pa[r]) € Homg(Pg,G) x Homg (P, M) i rozwazamy
wynik ewaluacji ®aqAp, [1(Pa[p]) — musimy udowodnié, ze ten jest G-ekwiwariantny, co czyn-
imy w rachunku bezposrednim, wykonanym dla dowolnych (p,g) € Pg x G,

q)Ad)“I’Ad[’Y] ° 7’; ((I)A [N])(p)

Adsalrlors () (2aL1] 079 (D)) = Aad, 1 (@aalr1)) © Mgt (P[] ()

= A1 (Aaaaiy1m) (@AL1](D))) = Mg 0 Padade 41 (@a[1]) (p) -

To, ze odwzorowanie ® 4. spelnia aksjomatyke dziatania, jest oczywiste. Pozostaje zatem zwery-
fikowaé jego ekwiwariantnosé. Dla dowolnych v = [(7,7)] € T'(AdPg) i ¢ = [(o, )] e T(Pgxx M)
oraz p € Pg obliczamy wiec

D [F[F[F]]'Ay(d))](p) = )‘¢PG (p,A (p)(T0TP (P)))('u °TPg (p))

VOTP

= )‘¢>pG (» y@omp o, (1)) (T0TR G (P))) (f“ ° TPg (p))

"Adgp  (comp, (9),Fomp , (P)
Adrg (PTomp , (9)-bpg, (Fompe, (), 70mpg, () (TG (P))) (1o mpe(p))

= Moo (pomg (n))Tiomg (p) bog (Fome () rome, () (14 © TP (D)

= Ao (pomg (0))Tiomsg (p) o (Fomee (0):0) © Lavg (moome () (10 TP (P))
= My (mnpy o (oo () (PA[0] (1)

= ‘PAd)\Add,PG(,,goﬂPG(,))(ﬁoan(‘))(@A[éf’])(p)

PadAp (1 (Pa[2]) (D)

co jest rezultatem pozadanym. O

Dotychczasowe nasze rozwazania ukazaly T'(AdPg) w roli wigzki grup dzialajacej naturalnie
na wiazce rozmaitosci M z modelowym dziatlaniem \. Ponizsze stwierdzenie istotnie poglebia te
obserwacje.

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Stw.[d]i jego dowodu. Istnieje kanoniczny izomorfizm grup
F(Ad PG) = { ((I)?idGm f) € AUtGrpBunG(B)(PG) | f = 1dB }
= AUtGrpBunG(B)(PG |B) :

Dowdd: Zaczniemy od wskazania bijekcji migdzy zbiorami Home (Pq, G) i AutgrpBung (B)(Pa | B)-
17
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Wybierzmy (dowolnie) v € Homg(Pg, G) 1 zdefiniujmy odwzorowanie

\IJ[/}/] : Pe O: p'_)rfy(p)(p)‘

Jest ono jawnie G-ekwiwariantne,
Pyory () (Ta(P)) = g 0 Tad, 1 (v(9)) () = 7)o (P)

g0 ¥[v](p),

i zachowuje wlokna, a zatem definiuje automorfizm

(\11[7]7 idG7 ldB) € AUtGrpBunG(B)(PG | B) .

Jest przy tym homomorfizmem grup, o czym przekonuje bezposredni rachunek

W[M(%m)](p)

Y (p,g)ePaxG Uly]ory(p)

"1 ()72(0) (P) = Tra(p)-Ad_ (-1 (1. (1)) (P)

TAd, (ye1 (11 (2)) © Tr2(0) (P) = Ty (peva(p)) © T () (P)

Uyl o ¥[2](p),

przeprowadzony dla dowolnych 71,72 € Homg(Pg, G). Na tym etapie wystarczy przywolaé Stw.
aby uzyska¢ homomorfizm grup

(V[]idg,idp) o ®aa. : T(AdPG) — AutgrpBung(5)(Pa|B).

Idac w kierunku odwrotnym, przyporzadkujmy dowolnemu automorfizmowi (®,idg,idg) €
AutgrpBung (B)(Pc | B) odwzorowanie

x[(®,ide,idp)] : Pa — G : pr— ¢ps(p, (D)),

ktorego G-ekwiwariantnosci dowodzimy w odwotaniu do Stw. 5-6.1, a dla dowolnych (p,g) € PgxG,

x[(®,idg,idp)] o r4(p) Ppe(rg(p), @ oryg(p)) = dpe(rg(p),rg 0 ®(p))

Adg—l (¢PG (p7 (I)(p))) = Adg—l o X[((I),idg,idB)](p) .

FLatwo zauwazy¢, ze otrzymane tym sposobem odwzorowanie

X ¢ AUtGrpBunG(B)(PG |B) - HomG(PGa G)

jest homomorfizmem grup — w rzeczy samej, dla dowolnej pary automorfizmow (®,,idg,idg) €
AutGrpBunG(B)(PG | B), a€{1,2} obliczamy

x[(®1,ide,idB) o (P2,idc,ids)](p)

o (p, 10 D2(p))

Ope (0, ®1(p)) - Ppe (P1(p), P10 P2(p)),

ale tez

D (@1(p), @10 P2(p)) = dpe (P1(p), ®1(p <« @p(p, P2(p))))

= ¢pe(P1(p), @1(p) < @p(p. 22(p))) = @p(p, ®2(p)),

przeto

x[(®1,idc,idg) o (P2,idg,idB) ]| (p) = ¢ps (P, P1(p)) - dps (. 2(p))

= M(x[(®1,idc,idp)], x[(®2,idg.idB)])(p),

zgodnie z oczekiwaniami. Ostatecznie otrzymujemy homomorfizm grup

SAd. oX AUtGrpBunG(B)(PG | B) - F(Ad PG) .
18
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Azeby stwierdzi¢, ze jest to odwrotnos¢ wskazanego wezesniej homomorfizmu Wo @44, wystarczy
sprawdzi¢, ze x jest odwrotnoscia automorfizmu (\I/[-],id(;,idB), co czynimy wprost liczac — dla
dowolnych (p,g,z) e P xGx B —

(‘lj[']aidGaidB) ° X[((D7idG7idB)](pagvx) = (TqﬁpG(p,'ﬁD(p))(p)vgvx) = ((I)(p)agax)

((I)videidB)(pagax)

oraz

x o (¥[],ide,idg)[v](P) = ¢pe (P, 74 (P)) = () -

19
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