METODY ALGEBRY I GEOMETRII WYZSZEJ W FIZYCE II
W CZASACH ZARAZY
19. T 20. WYKLAD ZDALNY
O TYM, ZE WARTO MIEC KONEKSJE

W studiach nad struktura stycznos$ciowa oraz w zastosowaniach teorii wiazek wléknistych —
poczawszy od badan ich topologii (topologia rézniczkowa, zagadnienia wariacyjne etc.), a skonczy-
wszy na modelowaniu fizykalnym z ich wykorzystaniem (,dynamika” cig¢ opisywana przez za-
sade wariacyjna dla wyroznionego funkcjonalu dzialania okreslonego na zbiorze cieé, procedura
cechowania symetrii globalnych modelu fizykalnego, opis tla grawitacyjnego wzgl. elektromag-
netycznego dynamiki punktu materialnego oraz tla tego fluktuacji etc.) — nierzadko pojawia
sie potrzeba nadania sensu formalnego operacji rézniczkowania cie¢ Wi@zkﬂ tj. wskazania takiej
definicji pochodnej, ktéra — na podobieristwo zwyklego rozniczkowania (np. pochodnej kierunko-
wej) algebry funkcji na rozmaitosci — przyporzadkowywalaby cieciu klasy C* nowe ciecie klasy
C*1, o analogicznych wlasnosciach wspélzmienniczosci wzgledem wyboru trywializacji lokalnej
oraz uzgodnione z ewentualng dodatkowg strukturg na wtoknie (np. strukturg modutu nad piers-
cieniem funkcji gtadkich na bazie, torsora grupy strukturalnej lub modutu Clifforda). Tymczasem
najbardziej oczywista definicja pochodnej cigcia o € T, (E) wigzki E nad bazg B wzdluz pola
wektorowego V € X(B), czyli pochodna kierunkowa

V,0) — To(V)

nie daje nam w ogolnosci obiektow tensorowo (stycznosciowo) wspodlzmienniczych z prezentacjami
o; + O; — F cigcia (x,0;(x)) = 7;00(xz) w lokalnych trywializacjach 7; wzgledem transformacji
przejscia pomiedzy trywializacjami nad przecigciami O;; 3 x elementéw pokrycia trywializujacego,

To(95() & 0 () V(@) # To, ) (935(2) ) Ta(0()) (V(=))
ani nie uwzglednia dodatkowej struktury, jaka sa lokalne trywializacje Elp 2 O x F', ktérych obec-
nos¢ pociaga za sobg rozktad stycznosciowy T(Ele) = TO x TF. Oczywiscie rozniczkowanie jest
operacja lokalna, przeto mozna zawsze wybraé okreslona lokalng mape przestrzeni totalnej wiazki
zaadaptowana do jej lokalnej trywializacji i w niej poszukiwaé pozadanych obiektow (wykorzystu-
jac rozktad T(Elp) i ewentualnie dodatkowa strukture na wigzce stycznej do widkna typowego,
jak np. pole tensora metrycznego), bez odpowiedzi pozostaje wtedy jednak pytanie o ich globalny
geometryczno-rozniczkowy status. Ograniczajac rozwazania do kategorii wiazek wektorowych,
mozemy probowaé obejéé¢ napotkane trudnosci, zauwazajac, ze wiazka TV, styczna do wtdkna V,
nad ustalonym punktem bazy x € B, zanurzona w przeciwdziedzinie TV odwzorowania To, jest
wyposazona — nad kazdym punktem wtokna — w strukture liniowa izomorficzng z V,, co pozwala
na utozsamienie po6l wektoréw pionowych na V z cigciami samej wigzki V. W $wietle tej uwagi
wystarczy zrzutowaé¢ To(V) na styczng do wlokna, co jednak wymaga istnienia rozkladu wigzki
stycznej nad przestrzenia totalna V na sume Whitneya podwiazki stycznej do wiokien wiazki V i
jej dopelnienia, wedle schematu opisanego w Def. 2-3-4.5. W obrazie trywializacji lokalnej operacja
rzutowania wzmiankowana powyzej jest naturalnie zdefiniowana i daje oczekiwany wynik — wyj-
Sciowa trudno$¢ ttumaczy sie tutaj na trudnosé ustalenia relacji (odwzorowania przejscia) miedzy
obiektami lokalnymi. O ile zatem dotychczasowa dyskusja wskazuje jasno, jakie cechy powinno
mieé¢ poszukiwane rozwigzanie postawionego przez nas problemu, o tyle bezposrednia préba jego
ogolnego rozwigzania natrafia na rozmaite trudnosci (patrz takze: dalej, kiedy przejdziemy do
uzgadniania rozniczkowania z dodatkowg struktura na wloknie). Ponizej zmierzymy si¢ z kazda
z nich z osobna, co doprowadzi nas do kilku réznych definicji pochodnej ciecia wzdhuz pola wek-
torowego na bazie. Ich réwnowaznosé, ktorej dowiedziemy pod koniec naszych rozwazan, stanowié

ITq potrzeba staje sie oczywista, kiedy pomyslimy o owych cigciach jako o obiektach modelujacych pola fizyczne
nad czasoprzestrzenia.
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bedzie mocny argument potwierdzajacy a posteriori stusznos$é i naturalno$é wybranej przez nas
drogi formalizacji wykorzystywanych przez nas intuicji geometrycznych.

Uwaga 1. Wszelkie rozwazania prowadzone w cze¢sci naszego wyktadu po$wieconej teorii powiaza-
nia (uzgodnionego) sa osadzone w kategorii rozmaitosci gladkich (czyli klasy C*°). W szczegolnosci
ciala bazowe K € {R,C} wigzek wektorowych niosg w domysle naturalng strukture rézniczkowalna,
a grupy strukturalne wigzek gtownych sa grupami Liego.

Tytulem przygotowania gruntu pod dalsza dyskusje sformalizujemy najpierw napotkane wczes-
niej pojecie ,,podwiazki stycznej do widkien wiazki” w wiazce stycznej do przestrzeni totalnej tejze.
Punktem wyjscia jest

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2-3-4.4 i niechaj (®, f) : (Vq, B, K*™ my,) — (Va, B,
K*™2 7y, ) bedzie morfizmem wiazek wektorowych V4, A€ {1,2} statego rzedu rk (P, f)=reN.
Wowczas jadro morfizmu (P, f)

Ker (®,f) = || ker(®hy,.)

xeBy

niesie kanoniczna strukture podwiazki wektorowej jego dziedziny Vi, przy czym
rkKer (®, f) =n1 —r.

Dowdd: Jest oczywistym, ze ograniczenie atlasu V; do podprzestrzeni topologicznej Ker (@, f)
indukuje na niej strukture (pod)rozmaitosci klasy C*° (wszak nad kazdym punktem bazy mamy
do czynienia z podprzestrzenig liniowa wtokna), przy czym nad dowolnym punktem bazy x € B
zachodzi — na mocy algebraicznego bilansu wymiaréw —

(v, Pier (#,1)) " ({2}) 2 ™77
Pozostaje jedynie skonstruowaé gladkie trywializacje lokalne tak otrzymanej wigzki (wzajem izo-
morficznych) przestrzeni wektorowych. Zwazywszy lokalny charakter zagadnienia, ograniczymy
sie do (dostatecznie matych) otoczen otwartych: Op (ustalonego dowolnie) punktu x; € By oraz
O35 f(Oy) punktu f(x1), na ktérych okreslone sa dyfeomorfizmy (klasy C)

To, @ 1 (04) —> Oax K™ Ae{1,2}.
W obrazie tychze morfizm (@, f) przybiera postac
®gy =70, 0P075 1 O x K™ — Oy x K™ & (z,0) — (f(2), Lo () (v))
dla pewnego gtadkiego odwzorowania
Ly : O1 —K(n2) : 2+ Lo()
o rzedzie
tk Lo (z) =7.
Dokonajmy rozktadu
K*™ =Ker Ly (z1) ® Ay, K*"2 = Image Lo (1) ® Ag,
okreslonego dla pewnych przestrzeni dopetiajacych A4 c K**4 o wymiarach
dimg Ay =ny — dimg Ker Lg (21) = dimg Image Lg (1) = no — dimg A, .
Wobec oczywistej relacji
A1 2 Image Lo (1)
mozemy nastepnie skonstruowaé indeksowana przez O; 5>  rodzine odwzorowan K-liniowych

ch(x) i K™ e As=KerLo(x1) @ Ay & Ay —> Ker Lo (1) ® Image Lo (z1) ® Ag

=Ker Lo (1) @ K2
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(k; 617 62) — (ka OlmageL(p(rcl)v 52) to (07 L@((E))(k, 51) )
o jawnie odwracalnym elemencie
Ko (21) = idker Ly (21) © Lo (1) A, ©ida, .

Jako ze odwzorowania odwracalne tworza podzbior otwarty w Homg (K*™* @ Ay, Ker Lo (x1) @
K*"2) (a mianowicie: dopelnienie przeciwobrazu zbioru domknigtego {Ox } wzgledem odwzorowa-
nia det(,, +dimy A,) bedacego superpozycja odwzorowar cigglych, wigc tez ciagtego), przeto Ao (z1)
nalezy do tego podzbioru wraz z pewnym swoim otoczeniem otwartym U, ktérego przeciwobraz
wzgledem (ciaglego) odwzorowania Ag jest otoczeniem otwartym V; = Azl () 3 z; o wiasnosci
Vi ¢ O;. Oto wiec obok C*-gtadkiego odwzorowania

Ap =Koty © Vi — Tsog (K™ & As, Ker Lo (1) @ K*2),
mamy tez C*-gladkie odwzorowanie
Voe=InvoAs : : Vi — ISOK(Ker Lo(z) @ K™ K*™ o Ag) ,
(punktowo) odwrotne do Ag w kazdym z € V;. Rozwazmy dowolny wektor
(k,01) eKer Lo (z1) @ Ay = K™ .
Ustaliwszy x € Vi, stwierdzamy, ze

(k751)€KerL‘I’(x) - Aq’(‘x)(kv(SlvOAz):(k70A170A2)

— (k,01,0a,) = Vo(2)(k,0a,,0A,) .

Wrzigwszy pod uwage wlozenia kanoniczne:

JKer Lo (1) © Ker Lg(z1) = Ker Lo (1) ® K*?
oraz

g 2 KM s K™ @ Ay

mozemy zatem zapisaé

JKxn1 (Ker Lq>(x)) c Vq;(ﬂc)(lnrlabgejKer L{,(Il)) ,
ale tez

dimg ggxn (Ker Lo (x)) = dimg Ker Lg (2) = ny — dimg Image Lg ()

ny — dimg Image Lg (1) = dimg Ker Lg (1) = dimg Image Jxer 1,4, (1)

= dimg Vq>(av)(Imagechr Lq)(ml)) ,

przy czym ostatnia rownos$¢ wynika z odwracalnosci Vg (x). Widzimy wiec, ze
JRxm (Ker Lq>(x)) = Vq>(:c)(lmage]Ker L@(wl)) ,

i na tej podstawie konstatujemy, ze odwzorowanie

T\;ll V1 xKer L@(‘Tl) — Ker ((1)217 ffol ) v

1

(Jf, k) — (.13, prl,z o V‘I’(Z)(k7 OImageLq>(zl)a OAQ))
jest (C*°-)gladka odwrotnoscia trywializacji lokalnej (takze (C*°-)gladkiej)
TV, : Ker(‘bgl,ffol)fyl —> Vl XKGI‘L@([El)

(LU,’U) — (xaprl © A.:p(l')('l},OAz)) .

Antycypowanej formalizacji dostarcza przeto
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Corollarium 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, w tym ten ze Stw.[l} i niechaj (E,B, F,7g)
bedzie wiazka wtoknista klasy C'*°. Jadro epimorfizmu wiazek wektorowych

(Trg,7g) : TE—TB
jest podwiazka wektorowa klasy C'°
(VE = Ker (TT(‘E,TFE),E7KXdimF,7T)
wigzki stycznej TE. Okreslamy ja mianem (pod)wiazki pionowej (lub wertykalnej) nad E.

Jej widkno V,E = (VE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia pionowa (lub wertykalna),
rozpinaja wektory pionowe (lub wertykalne), styczne do wlokien wigzki E.

Dowdd: Wystarczy zauwazy¢, ze odwzorowanie styczne Tmgp do submersji mg jest — wprost z
definicji — surjektywne, ma zatem staly rzad (maksymalny)

rk (T7rE77rE) =dimB.

Uzbrojeni w $cista definicje podwiazki stycznej do widkien, mozemy przejsé do omdwienia kon-
strukcji o znaczeniu zasadniczym dla rézniczkowania cie¢ wiazki wioknistej. Nasze rozwazania
zaczynamy od

Definicja 1. Niechaj (E, B, F,7g) bedzie wigzka wloknista. Rozwazmy gladka $ciezke
~v : [0,1] — B.

Przeniesienie réwnolegte (klasy C*°) w E wzdluz + to rodzina dyfeomorfizmow (gtadkich
odwzorowan odwracalnych o gladkich odwrotnosciach)

p’Y

fite ¢ By = Byny s 1,2 €[0,1]
o wlasnosciach

(PT1) odwzorowanie
P’j : [Ovl]xz yopry X7 E—FE: ((tlat2)7x) — le,tz(x)

jest klasy C'*;

(PT2) P}, =idm,,,);
(PT3) Y4,y 1500 ¢ P4 0P 4, =P,

ta,t3 t1,l2 t1,t3
(PT4) dla dowolnego cigcia o : O, — E okreslonego na pewnym otoczeniu otwartym O,

punktu x € B jego pochodna kowariantna w x wzdluz dowolnego pola wektorowego
Ve X(0,), zdefiniowana wzorem

-1
Vvo(x) = G h-o(Pg,) eoon(t),

nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy wspolstycznosci Sciezek przez x okreslonej przez
warunki

10)=z A A(0)=V(z);
(PT5) odwzorowanie
Vo : TO,—VECTE
jest C= (O, R)-liniowe.
Ilekro¢ dany jest wyboér przeniesienia rownolegltego dla dowolnej Sciezki v na pewnym otoczeniu

dowolnego punktu x € B, moéwimy, ze zostalo okreslone powigzanie wlokien (klasy C*) w
wiazce F.

Elementarna konsekwencje istnienia przeniesienia réwnolegltego wskazuje
4
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Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def.[I} Jesli dla dowolnej sciezki w B istnieje przeniesienie
rownolegle, to wowczas dla dowolnego punktu p € F we witoknie E, nad dowolnym punktem
x € B istnieje jednoznacznie okres§lona monomorfizm

(1) Hor, : T,B»T,E

o wlasnosci

(2) Hor,(7(0)) = §; t-oP3 (1)

dla dowolnej sciezki v spelniajacej warunek ~(0) = x, ktora implikuje tozsamosé
(3) Tpmp o Horp =idr__ B

Ponadto przestrzein styczna T,E ma rozklad
T,E =V, E @ ImageHor), .

Odwzorowanie Hor, okreslamy mianem podniesienia poziomego (lub horyzontalnego) wek-
toréw z bazy do widkna.

Dowdd: Zacznijmy od podkreslenia, ze formuta okresla Hor, jednoznacznie, a to z uwagi
na dowolno$¢ wektora stycznego do sciezki w danym punkcie bazy. Wystarczy zatem sprawdzié
pozadane wlasnosci wyrazenia z prawej strony tej rownosci. To rzeklszy, zauwazmy dalej, ze rodzi-
na dyfeomorfizmow P} , , t1,t2 € [0,1] dla Sciezki o nigdzie nie znikajacym wektorze stycznym
okresla (lokalnie) gtadkie pole wektorowe Y nad ~([0,1]) o potoku (albo, réwnowaznie, lokalnej
grupie lokalnych dyfeomorfizmow)

®y : [0,1]x7g (([0,1])) — 75 (+([0,1]))

(tp) — Pl (. (P) = @y (E,p),
przy czym zachodzi, rzecz jasna, tozsamosé
Oy(y " omr(p),p) =P,

a samo pole ) spelnia réwnanie

y(p) = % rt:'y‘loﬂ'E(p) ‘I’y(tap) .
Rozwazmy nastepnie dowolne cigcie lokalne

c: 0, —FE, mpoo =idp,
o wlasnosci
oo7(0)=o(x) =p,
ktora pociaga za soba
®y(0,p) = 2y (v omr(p),p) =p=idp(p).
Jego pochodna kowariantna w = wzdluz pola stycznego do 7,
-1
V50 () = Gl P, (g 07(1)),

obliczamy przy pomocy nastepujacego zabiegu (rozniczkujac potok wzgledem drugiego argumentu,
nalezy pamietaé, ze przy pierwszym argumencie zamrozonym na wartosci ¢ = 0, rézniczkujemy w
istocie odwzorowanie identyczno$ciowe na przestrzeni warunkow poczatkowych):

T.o(%(0)) 4o P (PIT (0 07(1)) = G hco @ (P (0 07(1)))
= D1®y(0,Py 5 (0 07(0))) + Da®y(0,Pg 5 (o 07(0))) (V40 ()
= y(P&al(o‘ o ’7(0))) + TP;’TB] (ooy(O))idE(V70($))

y(U(ﬂf)) + idTG(I)E(V’yU(x)) =Y(p) + Vy0(x),
5
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ktory pozwala nam ostatecznie zapisaé
Y(p) = To0(3(0)) - V50(x),
a zatem takze
Hor, (7(0)) = §1=0P3 ,(9) = G teeo Py (t,0) = Y(p) = Too (5(0)) = V40(x),
czyli
(4) Vs0(z) = T,a(5(0)) - Hor,(5(0))

Widzimy wiec, ze wprost na mocy definicji pochodnej kowariantnej (oraz odwzorowania stycznego)
odwzorowanie Hor, jest R-liniowe, przy czym zalezy od wyboru $ciezki wylacznie poprzez +(0)
(oraz v(0) = ). Jest ono takze injektywne, gdyz z jednej strony

Vio(x) eV,E,
a z drugiej
T.o(3(0) eV, E <= 4(0) = To@mr o T2a($(0)) = 01,
przeto koniec koricow

To(H(0) - Vio(@) eV,E  «=  T,0(3(0)) €V, E

— 4(0) =0r,8,
czyli
ImageHor, NV, E = {01,£} .

Powyzsze implikuje ciagg relacji miedzy przestrzeniami R-liniowymi (mamy tu do czynienia z
wewnetrzng suma prosta)

Image Hory, ® V, E' = Image Hory, +1 5 Vp E c Ty F,

a poniewaz — z racji injektywnosci Hor,, ktéra czyni z niego izomorfizm na obraz — prawdziwa
jest réwnosé

dimp (Image Hor, ® V,E) dimg Image Hor), + dimg V, E = dimg T, B + dim F

dim B +dim F =dim F =dimg T, F,
przeto w istocie
ImageHor, ®V,E =T, E.

Tozsamo$é (3) wynika bezposrednio z wyprowadzonego powyzej wyrazenia na Horp("y(O)). O

Alternatywny sposéb rozumienia powiazania wprowadzamy w

Definicja 2. Powigzanie Ehresmanna na wigzce wioknistej (E, B, F,7g) to wybor takiej
podwiazki wektorowej HE ¢ TE wiazki stycznej do przestrzeni totalnej F, ktora dopeklia wiazke
pionowa VE do wiazki stycznej TE wedle formuly

TE=VE ep s HE,

zapisanej w duchu (i notacji) Def. 2-3-4.5. Podwigzka HE nosi miano (pod)wiazki poziomej
(lub horyzontalnej) nad E. Jej wiokno H,E = (HE), nad p € E, zwane (pod)przestrzenia
pozioma (lub horyzontalna), rozpinaja wektory poziome (lub horyzontalne).

Relacje pomiedzy oboma dotychczasowymi podejsciami do definicji powiazania okresla

Twierdzenie 2. Powigzanie Ehresmanna na wigzce wtdoknistej okresla na niej powiazanie wtokien.
6
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Dowdd: Istnienie powigzania Ehresmanna na wigzce F wymiaru D = dim E nad bazag B wymiaru
d = dim B pozwala nam wybraé¢ na pewnym otoczeniu U, dowolnego punktu p € £ wspolrzedne

lokalne {y*}*<\:D stowarzyszone z lokalng baza {88?} LD (Przestrzeni cie¢) wiazki stycznej TE
uzgodniona z rozkladem TFE =VE &g g HE poprzez warunek

Ve, : KerTymrp= @ (a%(q))R
aed+1,D

Niechaj {z“}‘“m beda lokalnymi wspolrzednymi na pewnym otoczeniu O, > mg(U,) punktu
xz = wp(p) stowarzyszonymi z lokalng bazg {a{j?}aeﬁ (przestrzeni cie¢) wiazki stycznej TB.
Powyzsza adaptacja bazy TEly,, (i wynikajaca z niej interpretacja wspotrzednych {y>yacd+l,D
jako wspolrzednych we wioknach 7g) pozwala zapisaé (lokalng prezentacje wspotrzedniowa od-

wzorowania stycznego do rzutu na baze)

Tome(32:(9) = (7e(9)", 2= (7e(q))
przy czym submersywnos¢ mg implikuje staly (maksymalny) rzad rkII(wg(q)) = d macierzy

funkcji (lokalnie) gladkich II(7wg(q)) = (H(WE(q))au)Zz"j), ktora przybiera postaé

H(WE(q)):( H(WE(Q)) | Odxp-d )7 E(WE(‘])) ( (WE(‘I)) )

W analogiczny sposéb mozemy przedstawié rzut kanoniczny

H‘IE .
Pus + TgE — V,E

na podprzestrzen Wertykaln@ wzdtuz przestrzeni horyzontalnej,
o
(dyu (Q)) (WE(Q)) u a(za (q),

w terminach macierzy funkeji (lokalnie) gtadkich Y(7g(q)) = (Y(7e(q))%, )asd+1 D ktora pray-

pel,D
biera postaé
T(rp(0)) = ( L(re(@) | Lp-gep-a ). Y(re(@) = (T(mp(@)s )y

Niech teraz v : [0,1] — 7wg(U,) bedzie Sciezka przez ~(t.) = z, t. € [0,1], o reprezentacji
wspolrzedniowe] x® oy =%, a € 1,d. Pokazemy, ze istnieje jednoznaczne lokalne podniesienie
poziome (lub horyzontalne) tejze $ciezki przechodzace przez punkt p € E,, tj. lokalna $ciezka
Fp ¢ Jte —€pytu +ep[—> Up, €p > 0 przez F,(t.) = p (o reprezentacji wspoélrzedniowej y* o7F, =
A, wel, D) spelniajgca warunki

Vielteeptoreyl = (TEOT(E) =7() A DFL() eHy () E ).

W tym celu przepiszemy drugi z powyzszych warunkow (ktoéry implikuje pierwszy) w postaci
wspolrzedniowej:

M(y(1)), GE1) =Dy, AeTD,

w ktorej

o) =(76) )= (R0) 1 )=

Dy(t)*=4°(), aeld, Dy(t)*=0, aed+1,D.

Macierz M (7(15)) jest jawnie odwracalna, mozemy przeto przepisa¢ warunki podniesienia poziomego
w formie zagadnienia poczatkowego

(1) = (M(v() ", Dv(1)) Tp(t) =
7
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o prawej stronie wyznaczonej przez zadang gtadka funkcje czasu. Zagadnienie to ma jednoznaczne
rozwiazanie, ktore jest postulowanym podniesieniem poziomym -~. Rozwiazanie to zalezy gtadko
od warunku ,poczatkowego” (posredniego) 7, (t.) = p. Mozemy je gltadko przedtuza¢ wybierajac w
tym celu otoczenia punktéw wzdtuz tak rekonstruowanego podniesienia potozonych coraz dalej od
wyjsciowego p we wloknie nad ~(¢.) bedace dziedzinami lokalnych map — w kazdym z nich
podniesienie jest, jak powyzej, okreslone jednoznacznie. Przy tym zwartos¢ krzywej ~([0,1])
(jako ciaglego obrazu zbioru zwartego [0,1]) gwarantuje, ze procedure przedtuzania podniesionej
poziomo krzywej mozna zrealizowaé w skoriczonej liczbie krokéw. Przebiegajac FE, jako dziedzing
warunkéw poczatkowych dla podniesienia ~, uzyskujemy tym sposobem gtadka rodzine dyfeomor-
fizmow

(5) Pg,t v By = Eyy » pr— Ap(t), tel0,1],
okreslajacych w naturalny sposéb (lokalne — nad w7 (v([0,1]))) gtadkie pole wektorowe V ¢

I‘(HErﬁ;(v([O,l]))) — jest to pole wektoréw stycznych do podniesienn poziomych. Innymi stowy,
opisana tu procedura podniesienia poziomego daje nam gladka rodzine izomorfizmow

HOI:;p(t) : T'y(t)M = H:;p(t)E, pE E., te [0, 1] s
zyskujac przy tym interpretacje parametryzowanej gladko przez warunek poczatkowy p € E,

rodziny krzywych catkowych podniesienia V pola predkosci 4 rozwiazujacych zagadnienia po-
czatkowe

(6) (1) = Hors, i (5(1)) F(0) =p.
Z tego punktu widzenia zasada superpozycji (PT3) z Def. jak réowniez warunek poczatkowy
(PT2), wynikaja bezposrednio z konstrukeji potoku gtadkiego pola wektorowego (i jego zwigzku z
lokalng grupa lokalnych dyfeomorfizmow).

Pozostaje na koniec rozpatrze¢ pochodna kowariantna definiowana przez tak okreslone powig-
zanie wlokien w E. Rozumujac jak w dowodzie Stw.[I} wyznaczamy

Vio(x) = GheoPgi (o 07(t)) = —Hory o) (7(0)) + To@Poo (5 Mo o 0 1(1))

(7) —HOIU(x)(’V(O)) + Tx(f(’)/(o)) s

konstatujemy wigc, ze pochodna zalezy od uzytej w jej definicji $ciezki v tylko poprzez ~(0)
(oraz v(0) = x), od samego za$ pola ¥ — w sposob jawnie C*(B,R)-liniowy, zgodnie z aksjo-
matem (PT4) w Def.[1} O

Na gruncie interpretacji sumy Whitneya jako geometryzacji sumy prostej przestrzeni wek-
torowych, a w odwotaniu do réwnowaznosci opisu tejze konstrukcji przy uzyciu zupetnej rodziny
rzutéw komplementarnych, wnioskujemy, Zze opis powiazania na wiazce wldknistej w terminach
rozktadu wigzki stycznej do przestrzeni totalnej tejze wigzki na sume (Whitneya) podwiazek: pio-
nowej i poziomej niesie w sobie podpowiedZ dotyczaca kolejnego naturalnego przeformutowania
definicji powiazania. Oto wiec

Definicja 3. Forma powiazania na wigzce wloknistej (E, B, F,7g) to C*°(B,R)-liniowy mor-
fizm wiazek wektorowych

(A)idg) : TE— VE
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

VE—"2 . TE

idve

VE

na ktérym jve jest wlozeniem kanonicznym.
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I tym razem konstatujemy istnienie prostej relacji pomiedzy definicjami.

Twierdzenie 3. Forma powigzania na wiazce widknistej okresla na niej w sposéb kanoniczny
powiazanie Ehresmanna.

Dowdd: 7 dowolnym morfizmem wiazek wektorowych A : TE — VE o wlasnosci Alyg =idvg
mozemy — w $wietle Tw. 2.4 — stowarzyszy¢ podwiazke

HE :=Ker(A,idg) c TE.
Przy tym dla dowolnego v e H,EnV,E, pe E otrzymujemy wynik
v=idve(v) =A(v) = 01,8,
zatem

HENVE = {OTE}

Uwaga 2. Na zakoriczenie ogdlnej dyskusji konstrukeji powigzania w wiazce wldknistej sformutu-
jemy lokalny jego opis stowarzyszony z trywializacjami lokalnymi 7; : 75 (O;) = O;xF,iel
nad pokryciem € = {O;}ier, 0 odwzorowaniach przejscia g;; : O;; — Aut(F'). Opis ten przesle-
dzimy szczegbdtowo we wspotrzednych lokalnych: (ac”,&A), pel,dimB, Ael,dimF na pewnym
otoczeniu (z, f) = (110, (X), m1rr(V)) € Oy x F oraz (y* = z*,(*) na pewnym otoczeniu (=,
9i;(z)(f)) € Oi; x F. Trywializacje wiazki E indukuja styczne trywializacje lokalne

Tr : Tag (0;) — T(O; x F) 2 pri TO; ®0,xrp priTF.

Wykorzystujac bazy wspotrzedniowe w przestrzeniach stycznych, oznaczmy

Tti;=Tr0 (TT]»)_1 :T(O; xF) O : ((m,f),X+V) — ((m,gij(x)(f)),XJrV),

X = Xubw(]}) V= VAD@(f)

X=Xro 2o(2), V=V JZx(g:()(f)),
przy czym zachodza tozsamosci

t;;dy" (z, f) = awy " (x) > dz(z) = 6" b dz¥ (z) = dat ()

oraz

t”dC (z,f) = awu ((gzj (x)(f)) > da () + 653 ((glj(x)(f)) > d£ (f),

ktore pozwalaja zapisaé

X = Taptu(X V) 0dy@)5 B @) = (X+V) Stdy (0.) > r (2)

(X +V)adet(z) > (x) = X adat(x) > (x)=X

Bz“ B:c“

<
|

T oty (X + V) 2dC* (gi5(2)(f)) » a%x(gij(m)(f))
(X +V) 2t5d¢H (gij (2, ) o ;zﬁ(gij(z)(f))
= (x* giu ((gij () () + V" ggg ((gi(x)()) > a%(gij(x)(f))~

W dalszej czesci naszej dyskusji rzut na drugi sktadnik prosty, TF, w whitneyowskim rozkladzie
wiazki stycznej T(O; x F) 2 priTO; @0, xprpro T F (wzgl. T(Oy x F) 2 priTO; ®o,,xrr P53 TF),
bedziemy oznacza¢ symbolem w; (wzgl. w;;).

9
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Azeby postapié¢ dalej w naszym rachunku, musimy poczyni¢ pewne zalozenia w odniesieniu do
grupy Aut(F'), w ktoérej przyjmuja wartosci odwzorowania przejscia g;;. Odtad bedziemy wigc
zakladaé, ze wyrdznione elementy g;;(x) grupy Aut(F) naleza do pewnej (skoriczenie wymi-
arowej) (pod)grupy Liego G c Aut(F'), co w szczegélnie nas interesujacych przypadkach jest
prawda: w przypadku wiazki wektorowej rzedu n nad cialem bazowym K mamy do czynienia z
grupa GL(n;K), a w przypadku (gladkiej) wiazki gtownej oraz wigzek z nig stowarzyszonych — z
grupa strukturalng, ktora jest grupa Liego. Poczynione zalozenie pozwoli nam wykorzystaé¢ wiedze
szczegblowa na temat cartanowskiego rachunku rézniczkowego na rozmaitosci grupowej oraz na
rozmaitosci z dziataniem grupy Liego uzgodnionych z naturalnym dzialaniem grupy, skompilowana
w notatkach do Wyktadow 2-3-4-7. z Teorii Grup II (wraz z uzupelnieniem).

Rozwazmy lokalne cigcie

c: 0—EF

nad zbiorem otwartym O c B o niepustym przecieciu z O;; i wybierzmy punkt € OnO;;. W
obrazie lokalnej trywializacji definiujemy odwzorowania o; : O, — F klasy C'*, jak nastepuje:

Ti OO’(QC) = (.’E,Ji(l')),

przy czym zachodzi tozsamosé

(x, O'j(a?)) =Tjo0(x)=T;0 Ti_l(ri o 0'(3;‘)) =T, 0 Ti_l(l‘,O'i(l‘)) = (x,gji(x)(oi(x))) ,

z ktérej wyprowadzamy regule transformacyjna dla odwzorowani o; na On Oyj,

Uj(l") = gji(iﬂ)(o’i(ﬁﬂ)) = 5gj-;(:1:)(o-i(1:))'
Powyzej wprowadziliémy symbol 6. : G x FF — F dla oznaczenia (definiujacego) dziatania
grupy Liego G c Aut(F) na F. Wprowadzone przez nas obiekty pozwalaja nam skwantyfikowaé
w obrazie lokalnym poprawke do naturalnego rézniczkowania wertykalnego To; ciecia o, jaka
wprowadza pochodna kowariantna. Oto wigc dla dowolnego pola wektorowego V € X°(0) o
wartosci V = V(x) w punkcie z € OnO; definiujemy

(8) V_lai(m,a(m)) = o Try(Vyo)(z) = Teoi(V),
gdzie
ai(-,a(~)) eT'O;r TFcTO; ®r T(.’U(.))(Oi x F)

jest miarg odstepstwa pochodnej kowariantnej od To;. Ten ostatni obiekt réwniez mozemy trak-
towaé jako element przestrzeni Q!(0;) ®g TF, przy czym bedziemy go wowczas oznacza¢ w suge-
stywny sposob jako do;. Trzymajac sie tej wygodnej konwencji, zapiszemy zatem

w; o T1i(Vyo)(z) =V 1 (doi(z) + a;(z,0(z))).

Rzecz jasna, przywotane tu kryterium naturalnosci w wyborze roézniczkowania referencyjnego To;
ma moc ograniczong. Rzetelnego usprawiedliwienia dla poczynionego tu rozkladu pochodnej
kowariantnej na czesci zalezne od o; w sposob ,stycznosciowy” i ,funkcjonalny” dostarczy nam
dopiero szczegdltowa dyskusja powiazania uzgodnionego z dodatkowa struktura na wioéknie oraz
jego zastosowan fizykalnych, jaka podejmiemy podczas kolejnych (i innych) wyktadéw. Tymczasem
zbadamy wlasnodci transformacyjne obiektow lokalnych «y; przy przejéciu pomiedzy trywializa-
cjami lokalnymi na przecigciu ich dziedzin. Oto wigc w dowolnym punkcie x € OnO;; znajdujemy

V. (dai(x) + oz,»(a:,a(a:))) = w0 T1(Vyo)(z) =w;jo Tty o Trj(Vyo)(x)

V.2 (idT*B ® Taj(x)(sg”(w))(daj(x) + CMj(CU,J(SU))) R
czyli — wobec dowolnosci V' —

(idre ® To, (2)0y,, () )2 (2,0(2)) - ci(w, 0()
= ddz(l‘) - (idT*B ® ng(m)tsgij (w))dO'] (SC)

= doy(z) - (idT*B ® Tffj(x)(sgij(x))d(égﬂ(ﬂf)(ai(‘r))) :
10
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Celem uniknigcia nieporozumieri na dalszych etapach analizy podkreslmy wyraznie: T, (2)0y,; (x)
jest odwzorowaniem stycznym do dyfeomorfizmu 6,,,(,) : £ O w punkcie oj(x) dziedziny tego
ostatniego, natomiast d(5g],i(w)(oi(r))) jest (tozsame z) odwzorowaniem stycznym do 5gji(‘)(01'(')) :
0;; — F w punkcie x. Przywotawszy tres¢ Uwagi 2-3-4-7.5 oraz Rown. (2-3-4-7.7), zapiszemy
zatem

d(8g;: () (i(2)))

idr: 5 ® To, () 0g,: () ) 404 (2) + 07} (953 (2)) @k G710 (004 (4, (0 (@3(2)))

i1 ® To,(2)09,.(0)) (40 (2) + 9,61 () ®r G Mo (5gij($)~gji(:c)'£:A(e)(o-i(x))))

( )

(id75 ® T, () 8g;: (o)) (d0i(2) + 9,07 () 2 G Neco (69,”-(2:)-[,;‘4(9)-1-(9:))(Ui(x))))
( )

(

idr5 ® To, ()0;,()) (403 () + G307 (2) ©R G 1o (300 (03(2))))
co w $wietle Uwagi 2-3-4-7.6 prowadzi do wyniku

d(6g,. () (0i(2))) = (id1+ B ® T, (2)8g,.(x) )d0s(2) = 91,01 () @ T (2)0g,. () (Kta (03(2))) -

Na podstawie Stw. 2-3-4-7.18 mozemy — w odwotaniu do Réwn. (2-3-4-7.10) — przepisaé ten ostatni
w postaci

d(0y,.0)(0i(2))) = (id1:5 ® To, ()0, () )i (2) = 9,07 (2) ®R K7, 24, (0 (05())

(idT*B (2] Tab(a:)(sgﬂ(:v))da'v(x) - (TeAdgji(z))AB > g;zeLA(I) Rr ICtB (O'j (I))

(idT*B ® TU@(ﬂf)(sgg‘i(x))dai(‘r) - 9;193(1') ®r Kty (Uj (.%')) )

albo — raz jeszcze wyzyskujac teze Stw.2-3-4-7.13 —

o) d(6g,,(2) (0:(2))) = (1d1+B ® To(2)3,.(x) )dos (2) + 9507 () ®R Ky (0(2)) -
9

Ostatecznie otrzymujemy poszukiwang formule transformacyjna

aj(x, a(x)) = (idT*B ® Tgi(z)égji(x))ai(x, o(x)) + g;-’ieﬁ(x) or K, (Uj(x))

= (idT*B ® Tgi(x)(sgij(w)—l)Oti(ZL‘,O'(IL')) - g;@f(l‘) ®Rr ICtA (O'J(I)) s

o charakterze jawnie afinicznym. Fomula ta stanowi punkt wyjscia do dalszej analizy uwzglednia-
jacej dodatkowa strukture algebraiczna na wtoknie, ktora podejmiemy na nastepnym wyktadzie.

Zwieniczeniem naszych rozwazan jest specjalizacja pojecia morfizmu wiazek wloknistych w obec-
nosci powiazania, ktoérej dokonujemy ponizej.

Definicja 4. Przyjmijmy zapis Def.[T} 2] oraz [3] i niechaj (Ea,Ba, Fa,7g,), o € {1,2} beda
wiazkami wloknistymi z powiazaniem wlokien. Morfizm wiazek wloknistych z powiazaniem
wlokien (nad dyfeomorfizmem baz) pomiedzy F; i E2 to morfizm wigzek wloknistych
opisany przez diagram przemienny

[
Ey ———E»
7'I'E1 7TE2

Bl—f>B2

11
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o sktadowej bazoweﬂ f € Diff (B1, Bs) spelniajacy ponizszy warunek:
(FCM1) dla dowolnych: sciezki v : [0,1] — By i t€[0,1] zachodzi tozsamosé

Bop() =PI o,

przy czym wowczas dla dowolnych: cigcia (lokalnego) o : O, — E; okreslonego na pewnym
otoczeniu otwartym O, punktu z € B; oraz pola wektorowego V € X(O,) spelniony jest
warunek kowariancji

To@®(V5 0(@)) = Vi) (Pooo f)(F(2)).

Ilekro¢ na obu wiazkach okreslone jest powiazanie Ehresmanna, mianem morfizmu wiazek
wloknistych z powiazaniem Ehresmanna (nad dyfeomorfizmem baz) okreslamy morfizm
wiazek wloknistych (@, f) spelniajacy warunek:
(FCM2) para odwzorowarn stycznych: (T®, Tf) ogranicza si¢ do podwiazek poziomych HE,, « ¢
{1,2} i zadaje tym sposobem morfizmm wigzek wektorowych opisany przez diagram prze-
mienny

TPlyg,
FEi ——=HE,

Trg, s, Trey the, -

TB1 —— TB2
Tf

Wreszcie tez w obecnosci formy powigzania na obu wigzkach moéwimy o morfizmie wiazek
wloknistych z forma powiazania (lub zachowujacym forme powigzania) (nad dyfeo-
morfizmem baz), jesli (P, f) spelnia warunek:

(FCM3) odwzorowanie styczne T® zachowuje forme powigzania w rozumieniu rownosci
T@OAl :A20T<I).

Uwaga 3. Warunek kowariancji z punktu (FCM1) sprawdzamy w bezposrednim rachunku (prze-
prowadzonym z wykorzystaniem dowolnej $ciezki v w By przez x = v(0) o wektorze stycznym

7(0) = V(x)),
To®(Vvo(2)) = Towm®(§ih=0Py; (o07(1))) = §ilimo @ o P (0 07(1))

= GhoP{T T (®ooo ) o (fon)(®)

- e @ooo ().

przy czym identyfikacja pola wektorowego, wzdluz ktérego rézniczkowane jest ciecie ® o o na
koricu ciaggu réwnosci, wynika wprost z tozsamosci

L (Foy)(t) = Tom F(3(1)).

To wlasnie zweryfikowany powyzej warunek tlumaczy nazwe nadana obiektowi Vyo.

Nalezy tez zauwazy¢, w odniesieniu do punktu (FCM2), ze para (T®,Tf) zawsze jest mor-
fizmem wigzek wektorowych z racji funktorialnosci T i dopiero postulat zachowywania podwiazek
poziomych stanowi nietrywialny warunek dodatkowo ograniczajacy morfizm wigzek (@, f).

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. Warunki (FCM1), (FCM2) i (FCM3) sa powigzane
relacjami

(FCM3) = (FCM2) = (FCM1).

2Powod zawezenia wyboru sktadowej bazowej morfizmu jest oczywisty — zawezenie takie zapewnia istnienie na-
turalnego transportu pol wektorowych miedzy bazami, a zatem takze pomiedzy podwiazkami poziomymi. Mozliwe
jest uogolnienie podanej definicji, ktérego jednak nie bedziemy tu rozwazac.

12
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Dowdd:
(FCM2) = (FCM1) Przemienno$¢ diagramu z warunku (FCM2), ktory w ograniczeniu do punktu p € Eq,, x €
Bi przybiera postaé

Tp®lh, By
H, By Ha(p) B2
(10) Horél) Horg()P) y
T.B; T f Tf(x)BQ

pozwala obliczy¢, dla dowolnych $ciezek 7,, p € E1, bedacych podniesieniami $ciezki
v w By przez x = 7(0), tj. bedacych rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego @ i
definiujacych tym samym powiazanie wlokien wedle formuly , co nastepuje:

G(@oT)() = T5,m®@(§F®)) = T, m® o Horl ' (1))

- (2) : _ (2)
= Horgz o T, f(3(1) = Ho%o%(t)(%(f °o)(1))-

Z drugiej strony wprost na mocy definicji podniesienia poziomego $ciezki (f oy w Ba
przez f(x)=fo~(0) do ®(p)) zachodzi rownosé

Hor((;()%(t))(%(f O'V)(t)) = %(f ° '7)<1>(%(0))(t) = ?Tt(f ° 7)¢(p)(t)a

ewidentnie wigc — wobec tozsamosci punktow poczatkowych, (f o ’y)é(p)(O) =P(p)=do
Fp(0), oraz wektoréw stycznych, a na gruncie twierdzenia o jedynosci krzywej catkowej
pola wektorowego przechodzacej przez dany punkt jego dziedziny — zachodzi rownosé

(’f_;_“?)@(p) =do7y,
ktora w dowolnym punkcie p € F; implikuje pozadana relacje
(®0PE)7)(1) = 07,(1) = (F oy (1) = P67 (2(1)) = (PG 0 @) ().
(FCM3) = (FCM2) Skoro HE,, =KerA,, a«<{1,2}, to wystarczy wykazac, ze
TP (KerA;) c KerAs,
to jednak wynika wprost z ciagu relacji
As(T@(KerAp)) = T®(A;(KerAy)) = T®({07g, }) = {075, } -
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