METODY ALGEBRY I GEOMETRII WYZSZEJ W FIZYCE II
W CZASACH ZARAZY
17. I 18. WYKLAD ZDALNY
THE HOLY GRAIL

Po dhugich i mozolnych przygotowaniach jesteSmy wreszcie w stanie przedstawic¢ obiekty bedace
poszukiwanymi naturalnymi geometryzacjami struktur algebraicznych: algebry Clifforda i modutu
spinorowego odno$nej grupy Spin. Zaczynamy od
Definicja 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj ((V, B,R*P*? 7y),g) bedzie rzeczywista
zorientowang wigzka riemannowska o metryce g e I'(V* ®@g g V*) o sygnaturze (p,q) i orientacji

(FsoV, B,SO(p, ¢;R), mrsv) W rozumieniu Def. 12-13-14-15.6. Rzeczywista wigzka Clifforda
riemannowskiej wiazki wektorowej (V,g) to wiazka

(€lr(V,g) = FsoV XCliffopge; CLF(RP?), B, CLff (RP?), sy (v ) )

stowarzyszona z wiazka zorientowanych reperéw ortogonalnych FsoV wiazki V poprzez funkto-
rialne cliffordowskie podniesienie Cliff o pgor definiujacego dziatania

paet + SO(p, q; R) — Autgveet, (R”?)

jej grupy strukturalnej SO(p,¢;R) z modelowe]j przestrzeni kwadratowej R4 dla (V,g) do jej
algebry Clifforda Cliff (RP7).

Zespolona wigzka Clifforda riemannowskiej wiazki wektorowej (V,g) to kompleksy-
fikacja

(€lc(V,g) = €la(V,8)C, B, CLff (RP)" = CHE(C?, 60 D), mepp, (7.0 )

rzeczywiste] wiazki Clifforda tejze wiazki wektorowej w rozumieniu Def.2-3-4.9 i Tw.6 z VII
Wyktadu z I semestru.

Uwaga 1. Naturalnym przedstawicielem izoklasyﬂ (wiec tez modelem) wigzki Clifforda nad ciatem
bazowym K € {R,C} jest wigzka ilorazowa

¢k (V,g) 2 (L] O; x CLiff (R”9)g)/-

iel

Cliff(R”%)g = Cliff (R”9) & K

Cliffopgepog.,.®idyg )

7z oczywista topologia i struktura gltadka, skonstruowana nad pokryciem & = {O;};c; bazy B try-
wializujacym dla V przy uzyciu zredukowanych odwzorowan przejscia g;; : O;; — SO(p, ¢;R),
(i,5) € (), wigzki V (i FsoV).

Mamy oczekiwane

Twierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Wigzka Clifforda €0k (V,g), Ke {R,C} jest
wiazka algebr Clifforda, tj. obok naturalnej struktury K-liniowej na €k (V,g) istnieje iloczyn
W.p.W.

Mgy, (v @ Clx(V,g) xp €lx(V,g) — €x(V,g),
ciecie globalne
ex(V8) . B @i (V,g)
oraz monomorfizm wiazek wektorowych (w konwencji VE = V)
Jve o V€< Gl (V,g)
1Wszak odwzorowania przejécia w €¢g(V,g) stowarzyszone z pokryciem & to wlasnie g;; (dzialajace poprzez

Cliff o pger) — patrz: Def.9-10-11.1, a przeciez mamy ostatnia czesé tezy Tw. 2-3-4.2.
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Metody AiGW w czasach Zarazy — 17. i 18. The Holy Grail

o whasnosciach — wypisanych dla dowolnych = € B oraz I' € €4x(V,g), i Vi,Vo e VE -

m%”f]]g(V,g) (Fa B%ZK(va) (l‘)) =I'= m%”f]]g(V,g) (e%&((vg) (SU), F)

{ve(V1), gy (Vo) } = 2% (2) (V1 © Vo) b €% (V:8) (1)

gdzie {-,-} jest antykomutatorem zdefiniowanym dla mnozenia mey, (v g), a nadto g® = g, wreszcie
g€ jest naturalna kompleksyfikacja struktury metrycznej na V geometryzujaca konstrukeje z Def. 3
z VII Wyktadu z I semestru. Powyzsze w kanoniczny sposéb indukuje strukture algebry Clifforda
na T'(¢lk(V,g)).

Dowdd: Zaczniemy od wskazania struktury R-liniowej na rzeczywistej wiazce Clifforda (por. Def. 2-
3-4.4). Mamy wiec operacje binarng

A : %KR(V;g) XB %&R(V7 g) - %ZR(Vag)

(L1, 7)1, [(P2:72)]) = [(p1, 71 + Cliff paes © Proov (P1,22) (12))] = [(P1,71)] + [(92:72)]

o elemencie neutralnym (cigcie zerowe)

O%[R(V,g) : B— %ER(Va g) s [(p70)]7

w ktorego zapisie p jest dowolnym punktem z wlokna (FsoV), nad punktem x w bazie, oraz
dzialanie ciala bazowego R > A

Ly : Cr(V,g) — C(V,g) : [(p,7)]— [(p,A>7)].

Niezaleznos¢ wyniku dodawania we wloknie €¢g(V,g) od wyboru reprezentantow dodawanych
klas sprawdzamy w bezposrednim rachunku, w ktérym dobieramy

Da = Pa < ¢FsoV(pmﬁoz) > Fa = Cliff 0 pgef © QSFSOV(ﬁmpa)('Va) » Q€ {17 2} )
(1)

a ktory — w odwotaniu do funktorialnosci Cliff i automorficznej (wigc w szczegolnosei liniowej)
natury wyniku jego obliczenia na dowolnym elemencie grupy strukturalnej FgoV, jak rowniez
Stw. 5-6.1 — daje nam wynik

[(B1.71)] + [(B2,72)] = [(B1, 71 + Cliff paer © Groov (P, 2)(F2)) ]

[(p1 < GFsov(p1,D1), Clff © pact 0 Prgov (1, p1)(71)
+Cliff pact © Brsov(P1 < OFsov (D1, P1)s P2 < Brsov (P2, D2)) © Clff © pacr 0 Prgov (P2, p2)(12))]
= [(p1, Clff 0 paet © Grsov(p1,P1) (CLEF © paet © Preov(P1,p1) (1)
+Clf paer © Drsov(P1 < BFsov (1, 1), P2 < Greov(p2,D2)) © CLff 0 paer 0 dreov (P2, p2)(12)))]
= [(p1, Cliff 0 paer © Prgov(p1,P1) © Clff 0 pacr 0 dreov(Pr,p1)(71)
+Cliff © per 0 Prgov(p1,P1) © Cliff pact © Greov(P1 < GFsov(P1, 1), P2 9 Prsov (P2, D2))
oCliff 0 paet © Prgov (P2, p2)(12))]
= [(p1, Cliff o pac (¢reov (p1,P1) - Preov(P1, 1)) (11)
+Cliff o Pdef(¢FsoV(p1,ﬁ1) . ¢Fsov(p1 A Prov(P1, 1), P2 < Prsov(p2,D2)) - ¢FSOV(§2,p2))(Vz))]

= [(p1,m + Cliff paet © drsov(p1,p2)(12))]
2



Metody AiGW w czasach Zarazy — 17. i 18. The Holy Grail

tozsamy z poprzednim. Stwierdzona niezaleznos¢ pozwala nam ,uprosci¢” formute definiujaca A
poprzez wyzyskanie swobody wyboru reprezentantéw dodawanych orbit. Oto wiec drugi argument
A mozemy przedstawié¢ w postaci

[(p2,72)] = [(P1 < Prsov(P1,P2),72)] = [(P1, CUEF © paet © drsov(P1,p2) (12))] = [(p1,72)],

a wtedy

[(p1,7)] + [(P2,72)] = [(P1,70) ] + [(p1,F2) ] = [(P1,71 +F2)] -

Zabieg ten dowodzi naturalnosci zaproponowanej operacji binarnej i pokazuje, ze ,ztozona” postaé
sumy elementéw wiokna wypisana wczesniej jest ledwie artefaktem nieuniknionej redundancji
stosowanego przez nas opisu dziedziny odwzorowania (w terminach reprezentantow orbit). Bez
trudu dowodzimy teraz lacznosci dodawania,

([(p1, 7)1+ [(p2:72)]) + [(p3:73)] = ([(p1. )] + [(P1,72)]) + [(p1,73)]

[(p1, 71 +F2)]+ [(p1,3)] = [(p1, (1 +72) +F3) ] = [(pr, 71 + (F2 +73)) ]

[(p1, )]+ [(p1, 72 +73)] = [(p1,70)] + ([(p1,72)] + [(p1,73)])

[(p1,7)] + ([(p1,72)] + [(p1,73)]) -

W przypadku L, niezalezno$¢ wyniku dzialania skalarow we wloknie €lr(V,g) od wyboru
reprezentanta klasy elementu z wiokna jest prosta konsekwencjg liniowosci Cliff o pger(x) dla
dowolnego x € SO(p, ¢;R).

Nastepnie definiujemy iloczyn, o ktéorym mowa w tezie stwierdzenia. Jest on dany wzorem

Mg ve)  CR(V,g)xp Clr(V,g) — Clr(V,g)

([(p1,71)], [(P2,72)]) — [(p1, 71 - Clff © pacs © Prov(p1,p2)(72))]

= [(p1,7)]-[(P2,72)] -

Jest on dobrze okres$lony, gdyz dla dowolnej innej pary reprezentantéw wymnazanych orbit jak w
Rown. otrzymujemy wynik mnozenia

(B, 71)]-[(P2,72)] = [(P1, 71 - Cliff paet © rov (P1,52) (F2))]

[(p1 <@ GFsov(p1,P1), Clff 0 paet 0 dreov(P1,p1)(71)
‘Cliff pet © Preov(P1 9 Orsov(P1,D1)s P2 9 GFsov (P2, P2)) © CLEE 0 pet © Preov (P2, p2)(72))]
= [(p1, Clff 0 pact © drgov(p1,P1) (CLAF 0 pact © drsov (P, 1) (71)
Clff paet © Grsov(P1 9 GFsov(P1,D1): P2 < Preov(p2,D2)) 0 CLff 0 paer ¢FSOV(§2,P2)(’Y2)))]
= [(p1, Cliff o pact © drov(p1,P1) © ClfF © paer © drgov(B1, p1)(71)
‘Cliff 0 paet © Prsov(p1,D1) © Cliff paet © Proov(P1 9 Srsov (1, P1), P2 4 dFsov (P2, D2))
oCliff © paer © Prgov (P2, p2)(12))) ]
= [(p1, Cliff o pact(drsov(p1,B1) - Fsov(P1,p1))(11)
‘CHAF © paet(DFsov(P1,D1) - Prsov(P1 < Drsov (1, D1), P2 < Prov (P2, P2)) - ¢Fsov(ﬁ27p2))(72)))]

= [(p1.71 - Cliff paet © dreov(p1,p2)(712))]
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tozsamy z tym uzyskanym poprzednio. Azeby upewnié si¢ o lacznym charakterze powyzszego
dzialania, powtorzymy rozumowanie zastosowane w odniesieniu do A, otrzymujac najprostsza do
pomyslenia postaé iloczynu

[(p1,71)]-[(P2:72)] = [(P1,71)].[(P1,F2)] = [(P1, 71 -F2)]-
Mozemy wigc zapisaé, wykorzystujac po drodze tgcznosé mnozenia w Cliff (RP9),

([(p1,71)1-[(2:72)])-L(p3,73)] = ([(p1,71) 1L (1, ¥2)1)-[(p1,73)] = [(p1, 71 - F2) 1. [(p1.73)]

[(p1, (71 -72) -73)] = [(p1.71 - (B2 -73))] = [(p1, 1) ]-[(P1, 72 - 73)]

[(p1,70)]-([(p1,72)1-[(p1,73)]) = [(p1,7)]-([(p2,72)]-[(P3.73)]) -

Analogicznie dowodzimy R-liniowo$ci iloczynu wzgledem wprowadzonej wceze$niej struktury R-
liniowej (w.p.w.).
W nastepnej kolejnosci wskazujemy ciecie ,,jedynkowe”:

e?V® . B GUa(V,g) + 2 [(p,e9)],

w ktorego zapisie p jest dowolnym punktem z widkna (FsoV), nad punktem z w bazie. O
sensownosci tej definicji przekonuje krotki rachunek bezposredni dla dowolnego pe (FsoV),:

[(ﬁv eC)] = [(p < QSFSOV(pvﬁ)veC)] = [(pa Cliff o Pdef © ¢FsoV(paﬁ)(ec))] = [(P, eC)]’

w ktorym wykorzystalismy automorficzng nature CLff o pges 0 dpsov(p,P) (implikujaca w szczegol-
nosci zachowywanie jedynki w unitalnej algebrze ClLff (RP'?)). Bez trudu sprawdzamy pozadang
wlasnosé¢ (neutralno$¢ wzgledem mey, (v ) POWyzszego cigeia (dla dowolnych p € (FsoV), i
~ € Cliff (RP7)):

[N @) = [0, Lp,e)] = [, 7€) = [, )],

=08 (@) [0, N] = (el = [(p,e-N] = [, M)]-
Definicja wlozenia jy wymaga przywolania kanonicznego izomorfizmu

R 2,y

ev : FgoV X pdet

z Rozdz. 9-10-11.1. Wykorzystujac tenze, mozemy zadaé¢ odwzorowanie
Jv = []RXW"I] o é.\\,_l :V— %E]R(Vag) y
w ktorego definicji
[rerea] = FsoV xp RV — Gla(V,g) = [(p,0)] > [(p, 1500 ()]

jest jawnie injektywnym morfizmem wiazek wektorowych uzywajacym kanonicznego odwzorowania
Clifforda z Def. 2 z V Wyktadu z semestru I (injektywnosé gwarantuje Stw. 5 z tegoz wyktadu). O
sensownosci powyzszej definicji przekonujemy si¢ w bezposrednim rachunku z uzyciem dowolnej

pary
P=p<9rsov(p: D) U = pdef © Prsov (D) (V)
definiujacej te sama orbite [(7,7)] = [(p,v)]. Obliczamy

[JRXPW]([(’P: ”D’)]) [(ﬁa ]]gxmq (U))] = [(p d ngsoV(pvmvj]%XPW © Pdef © ¢FSOV(ﬁp)(U))]

[(p d ¢FsoV(p7m7 Cliff o Pdef © (bFsoV(ZAfap) ° .]D(R;XP“? (U))] = [(p,]]gxmq (U))] .

Na koniec dowodzimy shusznosci fundamentalnych relacji antykomutacyjnych w zrekonstru-
owanej powyzej wiazce algebr nad B. W rachunku wykorzystujemy dotychczasowe ustalenia.
Obliczamy

2v(&([(pr,v1)])) v (69 ([(p2,v2)])) + 3w (8 ([(p2,v2)]))-av (¥ ([(p1, v1)]))
= [rerra]([(p1,v1)])-Lmeera 1([(p2502)]) + Drcrsa J([(P2,v2)]) - [gmeea ] ([(p1, 01)])
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[rer+a ] ([(pr, v))])-Lewsa }([(p1, D2)]) + (oo ][22, T2)])-[gmera ] ([(1, 01)])
[(plaj]gxpﬂz (Ul))]{(pla,]]lcaxqu (572))] + [(pla,]]]CQXpﬂz (%JQ))]-[(pla]]gxmq (Ul))]

[(pl ) J]I%Mq ('Ul) : ]H({;Xpw (%’2))] + [(pl ) ]H%Xpw (%’2) : ]ﬂ%xmq ('Ul ))]

= [(pl,ﬁémq(vl) 'Jn%xpw (T2) +Jn%p+q (T2) 'Jn%xmq(vl))] = [(pl, 25](;’[1)(1)1 ®Ty) > ec)] .

Na obecnym etapie doprecyzujemy definicje wlozenia jy. Niech wiec FgoV bedzie wiazka uzyskana
poprzez wybor (klasy) orientacji na zbiorze lokalnych baz w V stanowiagcych orbite, wzgledem
naturalnego dzialania O(p, ¢;R), ustalonej bazy (lokalnej) pseudoortonormalnej wzgledem g(x)
w kazdym punkcie swego nosnika. W swietle Tw. 2-3-4.3 wybor takiej bazy jest réwnoznaczny
z lokalng trywializacja V (i zawsze mozliwy na gruncie rozumowania przedstawionego w kon-
struktywnym dowodzie Twierdzenia 12-13-14-15.2. Wybor taki jako definicja zbioru lokalnych try-
wializacji (modelu) FsoV ma sens, gdyz odwzorowania przejscia tej ostatniej biorg wartosci w
SO(p, ¢; R) i jako takie przeprowadzja lokalne bazy pseudoortonormalne pochodzace z jednej try-
wializacji lokalnej w takie same bazy pochodzace z drugiej trywializacji lokalnej. Mamy zatem

)So(p,q;R) (

FsoV = | Isog(R**V, > (Bs, ) = p1,

zeB
gdzie dla dowolnej bazy B, : R*P*¢ = V. spelniona jest tozsamosé

g(2) o (B, ®B,) = 69

Dla tak skonstruowanej wiazki zorientowanych baz ortogonalnych wiazki V mozemy powrécié¢ do
dowodu fundamentalnych relacji antykomutacyjnych. Obliczamy

[reesa ] ([(p1, 01)])-Lrera ) ([(P2, v2)]) + [gresa]([(p2, 02)])-[reeea ) ([ (P2, v1)])
(1,268 (01 ®T2) > )] = [(p1,28(x) © (B ® B2 ) (11 @) > )]

p1,28(2) (B2(v1) ® Bo(72)) > €) ] = [ (p1, 28(2) © (v @ &) ([(p1, v1)] @ [(p1,72)]) > )]
p1,28(2) o (& 8 ) ([(p1,v1)] @ [(p2,02)]) > )]

[
[(
[(
Ly ayetevom((nmolane) [P1E]) = Lo @roness iwzamp (€2 (@),

co konczy dowodd dla przypadku rzeczywistego. W przypadku zespolonym dowod przebiega w
pelni analogicznie, przeto jego samodzielna rekonstrukcje pozostawiamy zainteresowanemu Czytel-
nikowi. O

Pierwszym krokiem na drodze ku geometryzacji spinorowej reprezentacji Cliff (RP-?)k jest iden-
tyfikacja w przestrzeni totalnej €/¢x(V,g) dwoch gladko zanurzonych podrozmaitosci bedacych
geometryzacjami podprzestrzeni CLff (RP?)g, n € {0,1} o ustalonej parzystosci. O ich istnieniu
orzeka

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Istnieje kanoniczny rozktad wiazki Clifforda
Clx(V,8) 2 Clx(V,8)° 0r.5 Clx(V,8)"

na sume Whitneya podwigzek wlasnych €/x(V,g)", n € {0,1} inwolutywnego automorfizmu
wigzki Clifforda

Ty Cle(V,g) — Cle(V,g)
stanowiacego podniesienie automorfizmu

Py @ VE 25 yE
5
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o ograniczeniach

Py : Vi = Vi i v— -v.

Dowdd: Tym razem w dowodzie odwotamy sie¢ do modelu lokalneg(ﬂ ¢lx(V,g) z Uwagi
Jest oczywiste, ze w obrazie lokalnym podniesienie Py, o ktérym mowa w tresci dowodzonego
stwierdzenia, przybiera postac

Jyilo,xcli@ray, @ Oi x Cf(RPD)g O = (x,7) — (@, Jpxr+a (7)),

gdzie Jgxp+a € Autyassalg, (CLiff(RP?)x) jest inwolucja gtowna z Def. 4 z V Wyktadu z semestru
I, wobec czego lokalnie mamy rozktad wiazki trywialnej na sume prosta podwiazek wlasnych

(2) 0, x Cliff (RP)k = (O; x CLiff (R”?)Y) ®r,0, (O; x CLF(RP)g).

Pozostaje upewnié¢ sie, ze rozklad ten jest zachowywany przez utozsamienia dokonywane nad
przecigciami O;; 3 x pokrycia trywializujacego. Te jednak sa postaci (patrz: Tw. 2-3-4.2)

(3) (CC, s Z) ~ (CE, (Cliﬁ O Pdef © gji(l') ® idK)(’Y)a]’) s

gdzie g;; : O;; — SO(p,q;R) sa odwzorowaniami przejscia FsoV, a poniewaz w Swietle
Twierdzenia Cartana—Dieudonnégo (Tw.4 z IX Wyktadu z semestru I) kazdy element grupy
strukturalnej SO(p,q;R) jest superpozycja (skoriczonej) parzystej liczby odbi¢ w hiperptaszczyz-
nach ortogonalnych do pewnych wektoréw nieizotropowych, przeto kazdy takie element zachowuje
parzystos$¢ transformowanego elementu algebry Clifforda. W interesujacym nas kontekscie fakt ten
przesadza o globalnym charakterze rozktadu . O

Mamy réwniez istotne

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, w szczegolnosci ten z Tw.[I]i Def. 11 2 z VII
Wykladu z I semestru. Wiazka €0k (V,g) ma cigcie globalne — zwane cigciem objetosci —

Wyx : B — <gE]K(“])g) P T [(p,WK)],
w ktorego zapisie p jest dowolnym punktem z widokna (FsoV), nad punktem z w bazie. Ilekroé¢
p+qe€ 2N, jest
VaeeB Vreon(vig)r ¢ {wve(2),I'} = 0gp (v,g) (7)),
w pozostalych zas przypadkach, p+qe€ 2N+ 1 jest

VizeB VFE%ZK(V,g)}E : [WVK(x)7F:| = O%”ZK(V,g)(x) .
Ponadto gdy K=R i ¢—p=3 mod 4, zachodzi tozsamosé

wys (-).wyz () = 7278 ()

i rzeczywista wiazka Clifforda jest suma Whitneya
(4) Clr(V,g) 2 Clr(V,g)" @r 5 Clr(V,8)”
podwiazek wlasnych ciecia objetosci (samodualnych (+) wzgl. antysamodualnych (-)), o whasno-
$ciach

Vien Vrsegrp(v,g): wyr (x).T* = 2,
odwzorowywanych w siebie wzajemnie przez inwolutywny automorfizm Jyz,

Jye(Clr(V,8)*) = Clr(V,e)7.

Tlekro¢ za§ K=C i p+¢=1 mod 2, zachodzi tozsamosé

e (o () = €41V ()

27 miana schematu dowodzenia jest podyktowana li tylko wola pozostawienia Czytelnika z bogatszym arsenalem
metod rachunkowych, ktére moga okazaé¢ sie przydatne w przyszlosci. Przeprowadzenie dowodu bez odwolywania
sie do modelu nie powinno Czytelnikowi nastreczy¢ zadnych trudnosci.

6
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i zespolona wigzka Clifforda jest suma Whitneya

lc(V,g) 2 Clc(V,8)" or,p Clc(V,8)”
podwiazek wlasnych ciecia objetosci (samodualnych (+) wzgl. antysamodualnych (-)), o wlasno-
$ciach

VeeB Visegre(v,g):  wye(w).I* = 2%,
odwzorowywanych w siebie wzajemnie przez inwolutywny automorfizm Jyc,

Jye(Clc(V,g)*) =Clc(V,g)".

Dowdd: Sensownosé definicji cigcia objetosci wynika wprost z definicji €k (V,g), ktora pozwala

zapisaé, dla dowolnego pe (FsoV),,

[(ﬁ WK)] = [(p d QSFSOV(p?meK)] = [(pv (Cllﬁ O Pdef © ¢FSOV(p’m ® ldK)(wK))] )

a nadto z elementarnej wlasnosci transformacyjnej elementu objetosci:

Lemat 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj x € Endg(p + ¢) 1 niech y*wg bedzie ele-
mentem Cliff (RP?)g otrzymanym z wg przez zastapienie elementu e;, i € 1,p + ¢ bazy (pseudo)or-
tonormalnej RP? w jego definicji (patrz: Def. 11 2 z VII Wykladu z I semestru) elementem x(e;).
Woéwcezas zachodzi tozsamosé

X wk =det x > wk .

Dowdd Lematu 1.: Proste é¢wiczenie wykorzystujace relacje antykomutacyjne miedzy elementami
bazy e;. O

Wobec powyzszego
[(B,wk)] = [(p, det greov (P, B) > wi)] = [(prwi)] -

Przechodzgc do drugiej czesci tezy stwierdzenia, zauwazamy, ze w modelu €4k (V,g) = [l;er O;x
Cliff (R”9)g istnienie postulowanych podwiagzek wlasnych nad elementami pokrycia trywializuja-
cego jest konsekwencja Stw.2 i 5 z VII Wyktadu z I semestru — oto mamy

O; x Cliff (RP)g = (0; x CLff (RP?)f) @k 0, (O; x CLff (RP9)g ).
Nad przecigciami O;; 3  dokonujemy utozsamieil , jesli zatem
wyc(x).T* = £I'*,

to takze — na mocy Twierdzenia Cartana—Dieudonnégo i rozumowania identycznego jak w dowodzie
Stw.[I] w potaczeniu z Tw. 1 z VI Wyktadu z I semestru,

(5) v'yeCIiﬁ(RPﬂ)& t [wk,v] =0,
oraz definicja mey, (v,g) z konstruktywnego dowodu TW.E*

wye (). (CHEE o paer 0 g;i () ® idy ) (T*) (Clff 0 paet © gji(7) ® idk ) (wye (z).T*)

+(Cliff 0 paer 0 gji(w) ®@idk ) (I'™)

a w takim razie powyzszy rozktad na podwiazki wtasne w dziedzinach lokalnych trywializacji jest
zachowywany przez utozsamienia, skad wniosek globalny . Wszystkie pozostate sktadowe tezy
sa powtorzeniem tresci Stw. 2 1 5 z VII Wyktadu z I semestru, uprawomocnionym przez dotychcza-
sowe rozumowanie. O

Mamy w reku wszystkie narzedzia niezbedne do wskazania z dawna wyczekiwanej geometryzacji
modutu spionorowego. Zaczniemy od konstrukcji pomocniczej:
7
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Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj ((V, B,R*P*? 7y),g) bedzie rzeczywista
zorientowang wigzka riemannowska o metryce g e I'(V* ®r g V*) o sygnaturze (p,q) i orientacji
(FsoV, B,SO(p, ¢;R), mrsov) W rozumieniu Def. 12-13-14-15.6. Struktura spinowa na rieman-
nowskiej wiazce wektorowej (V,g) to wybor prolongacji

(6) (Z,idp,€) ¢ (FspinV, B, Spin(p, ¢; R), e, v) — (FsoV, B,SO(p, ¢; R), mryov)
wiazki zorientowanych baz ortogonalnych V wzdluz nakrycia uniwersalnego

£=Ad tpp.acconsmp )

1 — 722 2 Spin(p, ¢; R) SO(p,¢;R) — 1

z Tw. 1z IX Wyktadu z I semestru. W tym kontekscie wigzke gtowna (FspinV, B, Spin(p, ¢; R), Trg,.,v)
okresla si¢ mianem wiazki baz (lub reperéw) spinowych riemannowskiej wiazki wek-
torowej (V,g).

I wreszcie

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, w szczegolnosci — Def.[2] Wiazka rzeczywistych
modulow Clifforda riemannowskiej wiazki wektorowej (V,g) to wiazka

(%R (V> g) = FSpinV x W7 B7 W7 W.//Z]R(V,g))
stowarzyszona z wiazka baz spinowych FgpinV wiazki V poprzez ograniczenie reprezentacji

p=p* : Cliffg(R”?) — Endg(W)

PlSpin(p,a;R)

(nietrywialnego) rzeczywistego modutu Clifforda (W, p) algebry Clifforda Cliffg(RP?) do jej
grupy strukturalnej Spin(p,q;R). Ilekro¢ modut (W,p) = (S,0) jest nieprzywiedlny, mowimy
o rzeczywistej wigzce spinorowej riemannowskiej wigzki wektorowej (V,g), ktora oz-
naczamy symbolem

(F(V,8) = FspinV %o S.B,S =S 7o)

Spin(p,q;R)
Wiazka zespolonych moduléw Clifforda riemannowskiej wiazki wektorowej (V,g) to
wigzka

- C C
(%C(Va g) = FSpinV Xpt w ; B; w ’ Wﬂ@(V@))
stowarzyszona z wiazka baz spinowych FgpinV wiazki V poprzez ograniczenie reprezentacji

p“=peide : Cliffc(R”?) — Endc(W°)

Spin(p,q;k) ®ldc

(nietrywialnego) skompleksyfikowanego modutu Clifforda (W, p®) skompleksyfikowanej algebry
Clifforda Cliff¢(RP'?) do jej grupy strukturalnej Spin(p, ¢;R)(c Cliffgx(RP9) ® 1 c Cliffc(RP9)).
Tlekro¢ modut (W€, p©) = (S, 6C) jest nieprzywiedlny, méwimy o zespolonej wiazce spinoro-
wej riemannowskiej wiazki wektorowej (V,g), ktora oznaczamy symbolem

(y(C(Vag) = FSpinV Xot S(Ca B, S(Cv 7Tj”zg(\ﬂg)) .

Spin(p,q;R) ®idc

W szczegolnosei gdy V=TM jest wiazka styczng (zorientowanej) rozmaitosci rozniczkowalnej
(riemannowskiej), méwimy o rzeczywistej wzgl. zespolonej wigzce spinorowej nad roz-
maitoscia M, ktora oznaczamy symbolem

(yK(M7g) = FSpinTM X SKaBasKﬂTyK(IVI,g))) Ke {R,(C} .

o Mspin(p,qim) @1dK

Uwaga 2. Naturalnym przedstawicielem izoklasy (wiec tez modelem) wigzki modulow Clifforda
nad cialem bazowym K e {R,C} zorientowanej riemannowskiej wigzki wektorowej jest wigzka
ilorazowa (zapisana w konwencji (W&, p®) = (W, p))

%K(V7g) = (l_l Ol X WK)/NPK()?U )
iel ‘
z oczywista topologia i struktura gtadka, skonstruowana nad pokryciem & = {O;};c; bazy B try-
wializujacym dla V przy uzyciu zredukowanych odwzorowarii przejscia g;; : O,;; — Spin(p, ¢;R),
(i,7) € (IXQ)ﬁ wiazki baz spinowych V.

8
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Uwaga 3. Podany przez nas schemat geometryzacji spinorowego modutu Clifforda jest bodaj
najbardziej rozpowszechnionym, lecz bynajmniej nie jedynym rozpatrywanym przez matematykow
i fizykow. W alternatywnym podejsciu zaproponowanym przez Tetrodego, Schréodingera, Infelda,
van der Waerdena i Focka rozwaza si¢ (dowolne) wigzki wektorowe o wldknach niosacych strukture
spinorowego modutu Clifforda wzgledem wlokien (odnosnych, nad tym samym punktem bazy)
wiazki. Relacje pomiedzy oboma podejsciami w kontekscie teorii wiazek wloknistych dyskutuje
Andrzej Trautman w swej pracy pt. “Connections and the Dirac operator on spinor bundles” [?].
Warto przy tej okazji przypomnie¢, ze Profesor Trautman byl jednym z pionieréw zastosowan
teorii wigzek wloknistych w opisie zjawisk fizycznych (patrz np.: jego wczesna praca [?]). Autor
niniejszego wyktadu poczytuje sobie za przywilej mozliwo$é uczenia sie elementéw teorii spinorow
(oraz teorii grup i teorii wigzek wloknistych) wprost od Arcymistrza ,Spinorowej Szachownicy”
[?].

Przedstawiwszy zwarta definicje obiektu pozadania, mozemy obecnie przej$é do studium jego
(nie mniej pozadanych) wtasciwosci. Pierwsze z twierdzen wienczacych nasze wielotygodniowe
wysitki uprawomocnia myé$lenie o wiazkach spinorowych jako geometryzacjach modutéw spinoro-
wych.

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def.i Wigzka spinorowa & (V,g), Ke {R,C} jest wigzka
nieprzywiedlnych modutow Clifforda, tj. obok naturalnej struktury K-liniowej na #x(V,g) istnieje
dzialanie w.p.w.

¥ Glg(V,g) xp Sx(V,g) — F&(V,g)

lokalnie modelowane na dziataniu algebry Clifforda Cliff(RP%)x na jej module S* indukowanym
przez reprezentacje spinorowa p~. Powyzsze w kanoniczny sposob indukuje strukture spinorowego
(¢t (V,g))-modutu na T'(H(V,g)).

Dowdd: Dowdd przeprowadzamy dla K = R, pozostawiajac jego powtorzenie dla K = C uwaznemu
Czytelnikowi.

Istnienie struktury R-liniowej na & (V,g) weryfikujemy analogicznie jak w przypadku €/r(V,g),
te zatem cze$é dowodu takze pomijamy.

Pierwszoplanowa role w konstrukcji dziatlania w.p.w. ¥ odgrywa morfizm prolongacji @,
ktory pozwala powigzaé ze sobg dziatania grup strukturalnych obu wigzek baz: SO(p,¢;R) na
Cliffg (RP9) i nakrywajacej Spin(p,q;R) na S®. Przy pomocy tego morfizmu definiujemy

Y Ch(V,g)xp Sr(V,g) — S&(V,g)

([N [ 0)]) — [(B; CLff © paet © drsov(Z(D),p) (1) Por v)] = [(p, )] > [(B0)],
gdzie gwoli odciazenia zapisu uzyliSmy oznaczenia
Y b vz F () (0).
Powyzsza definicja nie jest pozbawiona sensu w sposob oczywisty, oto bowiem
TFgoV © E(ﬁ) = WFspmV(ﬁ) = 775&(%’@)([(@ ’U)]) = T6tr(V,g) ([(p7 7)]) = ﬂ-FsoV(p) )
zatem element grupy strukturalnej ¢r..v(2(P),p) € SO(p, ¢; R) jest dobrze okreslony. Na obecnym
etapie pozostaje jeszcze upewnié¢ sie, ze warto$¢ przyjmowana przez Y na wypisanej parze orbit
nie zalezy od wyboru ich reprezentantéw. W tym celu wybieramy pary:
P =p < rsov(p,D') s 7" = Cliff © paer © Preov (P, P)(7)
oraz
ﬁl =p< ¢Fsp;nV(p\7 ﬁl) ) v’ = d)FSpinV(ﬁ?p\) Dok U
i obliczamy — wykorzystujac po drodze funktorialnosé¢ Cliff i automorficzng (wiec w szczegdlnosci

liniowa) nature wyniku jego obliczenia na dowolnym elemencie grupy strukturalnej FgoV, jak
roéwniez Stw. 5-6.1 —, co nastepuje:

[(p,7’y,):| > [(ﬁvvl)] = [(’pq7 Cliff © Pdef © ¢FSOV(E(ﬁ)7p,)(VI) Dok ’U,)]
9
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[(P < 0Fepuv (B, 7)), (CHff © pacs(¢Fsov(EF), E(B)) - drsov(E(D),P')))
o( Cliff 0 pef © Brov (P, 1)) (1) - PFepnv (P, D) Do )]

[(P < ¢Fapunv (B D), CUfE © pace (Srsov(E(D), E(D)) - drsov(ED), ') - drsov (P, 0)) ()
Dy (B D) B 0)]

[(}7, AdqﬁFsp;nv(ﬁﬁ') o (Cliff o pact (drsov(E(F'), E(P)) - drsov(E(D), ) (7) o v)] :

Wykorzystujac parzystos¢ ¢r,,.v(D,7) € Spin(p, ¢;R) ¢ Cliffg (R”)? i oczywista relacje miedzy

& i E, jak rowniez definiujaca relacje miedzy Z i £, upraszczamy powyzsze wyrazenie:

(@A) (@) = [(B Adyr, o) © (CUIE 0 paer (& © by, v (B D) - draov (E(B).2)))(7) Doz v)]
[(; (Cliff 0 pacs © & © Py, (5 5)) © (CLiff 0 pace (€ 0 Gy (. 5) - dFsov (2(). 1)) ) (7) Poz v)]

[(B, Cliff © pace (€ © Gy v (B, F') - € © GF v (B3 D) - PFsov (E(B), 1)) (7) Bor v) ]

(7, Cliff © paet (€(9Fapnv (BT OFepuv (D)) - DFsov(2(B),2)) () Poe v)]

[(p\v Cliff o Pdef © ¢FSOV(E(ﬁ)7p)(’7) Dok U)] )

co ostatecznie daje nam wyjsciowe wyrazenie. Majac swobode¢ wyboru reprezentantéw, mozemy —
jak poprzednio — dokonaé¢ wyboru roztropnego,

p==(p),

ktory pozwala zdemistyfikowaé¢ pozorna nieoczywistosé formulty definicyjnej na X. Przepisawszy
stosownie pierwszy z argumentow,

[(0.:1)] = [(E®) < ¢rsov(E®),0),7)] = [(E(®), Cff © pact 0 drs0v(E().2)(1)] = [(E(P).7)].

otrzymujemy antycypowany wynik

(7)

[(23),7)] > [(B0)] = [(B:F oz )],

ktory przekonuje o tym, ze mamy do czynienia z geometryzacja modutu spinorowego.

W nastepnej kolejnosci sprawdzamy, ze Y jest dzialaniem, przywolujac w tym celu postaé
iloczynu w.p.w. w wigzce algebr Clifforda €/gr(V,g) z dowodu Tw. Dostajemy wiec — dla
dowolnych p1,p2 € (FsoV), 1 e (FspinV)s nad wspoluym x € B oraz 7;,7y2 € Cliffg(RP?) i
v e S®, ktore mozemy zawsze przepisa¢ w wygodnej postaci, zarowno w formule na dziatanie, jak
i w formule na mnozenie, co czynimy ponizej —

[(p2,72)] > ([(p1, )] > [(B0)]) = [(E@.F2) | > ([(E@).71)] > [(B0)])
[(E®).72)] > [(7:71 pox v)] = [(B:F2 b0 (F1 o2 0))] = [(B:F2 - F1 b0 v)]
[(E®,71-72)] > [(B:0)] = [(E0).71) ] [(E®).72)] > [(B:v)]

[(p2,72)]-[(p1, 7)1 > [(Pyv)],

to za$ jest wynikiem pozadanym.

Na koniec upewniamy sig, ze rozpatrywane przez nas dziatanie jest modelowane lokalnie na
o®. Rzecz jasna, jest to jedyna mozliwa interpretacja formuty demistyfikacyjnej @, my jednak
wykonamy niezalezny rachunek z uzyciem stosownych izomorfizméw modelujacych wiokna (patrz:
Def.9-10-11.1), trzymajac si¢ rozumienia pojecia ,modelowania lokalnego” zaproponowanego w
dowodzie Stw. 9-10-11.4. Wybieramy zatem (dowolnie) punkt z € B, a nad nim (takze dowolnie) —
referencyjny punkt Dy € (FgpinV),. W tym momencie mozemy juz wykorzystaé swobode wyboru

10
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referencyjnego punktu p, € (FsoV),, ktadac p. = 2(P% ). Na koniec dokonujemy wygodnych korekt
wyboréw reprezentantow rozpatrywanych orbit (j/w), aby ostatecznie dostaé¢

[ﬁ*]ok([(pa 7)] > [(ﬁav)]) = [ﬁ*]oR([(E(ﬁ*)v’i)] > [(ﬁ*?’ﬁ)]) = [ﬁ*]af‘g([(ﬁ*affybam ’17)])
7 2or T2 [E(00) ] cyigrapy., ([(E@)T)]) pox [Pelox ([(72,)])

E) I () E A ((21)) §

co jest wynikiem satysfakcjonujacym, ktéry domyka dowod. O

I wreszcie w podsumowaniu czysto geometrycznej czesci wyktadu w Il semestrze wypowiadamy

Twierdzenie 3 (Klasyfikacyjne dla wigzek spinorowych). Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Wiaz-
ka modutow Clifforda riemannowskiej zorientowanej wigzki wektorowej (V,g) jest rozkladalna
na sume¢ Whitneya podwiazek nieprzywiedlnych, tj. takich, ktérych wldékna sa nieprzywiedlnymi
modutami Clifforda. Przy tym o ile baza B wigzki jest spojna, liczba i typ (R, C wzgl. H)
nieréwnowaznych podwiazek nieprzywiedlnych jest okreslana przez Twierdzenia Klasyfikacyjne 2.
i 3. z IX Wykladu z I semestru. W szczegdlnosci dla K =R i ¢—p =0 mod 4 ciecie objetosci
wyr € T(€lr(V,g)) okresla rozktad rzeczywistej wiazki spinorowej #&(V,g), nazywanej w tych
okolicznosciach rzeczywista wiazka Diraca riemannowskiej wiazki wektorowej (V,g), na
sume Whitneya

L5”]1@(%,7 g) = Ly]R(“C g)+ ®R,B L5”]1{(%,7 g)_

podwiazek wlasnych Y&(V,g)* ciecia wyr (stowarzyszonych z wartosciami wlasnymi =1, odpo-
wiednio), zwanych rzeczywistymi chiralnymi podwigzkami Weyla. Analogicznie dla K =
Cip+q =0 mod?2 cigcie objetosci wye € T'(€4c(V,g)) okresla rozklad zespolonej wigzki
spinorowej ¢(V,g), nazywanej w tych okolicznosciach zespolona wiazka Diraca rieman-
nowskiej wiazki wektorowej (V,g), na sum¢ Whitneya

LSﬂ((j(%}ra g) = LSﬂ((j(“}z g)+ ®C,B LSﬂ((j(“}ra g)_

podwiazek wlasnych ¢(V,g)* ciecia wye (stowarzyszonych z wartosciami wlasnymi +1, odpo-
wiednio), zwanych zespolonymi chiralnymi podwiazkami Weyla.

Dowod: Wszystkie konstatacje wypowiedziane w tresci twierdzenia sa prostymi konsekwencjami
dotychczasowych ustalen, z ktorych wytania sie spojny obraz wiazki Clifforda jako geometryzacji
struktury algebry Clifforda (w istocie wigzki algebr Clifforda) zgodnej z wlasnosciami tej os-
tatniej oraz wigzki modutow Clifforda jako geometryzacji struktury modutu Clifforda (w istocie
wigzki modulow Clifforda) zgodnej z wlasnosciami tego ostatniego, przy czym wlasnosci te sa
szczegOlnie wyraziscie widoczne w obrazie lokalnym w modelach zaproponowanych w Uwagach [I]
i 2| odpowiednio, a zarazem w oczywisty sposob zachowywane przez utozsamienia dokonywane
nad przecigciami dziedzin lokalnych trywializacji wobec zawierania G;; : O;; — Spin(p, ¢;R)
Cliff (RP:7)° = Cliff (RP7)° ®g 1 c Cliffx (RP9)°. Jako ilustracje tej reguty przesledzimy mechanizm
utozsamiania ze soba nad O;; podwiazek wlasnych cigcia objetosci z obrazu lokalnych trywializacji

0; x S€ 2 (0; x S“") &g 0, (0; x 7).
Niechaj zatem
(z,0%) € O; x %%
czyli
(z,w" b vF) = wy () > (2,0%) = £(z,v%) .

Tlekro¢ = € O;;, dokonujemy utozsamienia

179
(x7vi7i) ~ (x7§ji(m) > ok Uiaj) .
11
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Uwzgledniwszy (i parzystosé odwzorowan przejscia), stwierdzamy w bezposrednim rachunku:
wyk () > (2,75:(2) Box v*) = (2,0 by (G5i(2) box v*)) = (7,0 - Gji (2) Box v*)
= (xa./g\ji(x) ‘wK > ok ’Ui) = («I,/g\ji(x) Dok (("}]K >k vi)) = i(xvgji(x) Dok vi)7

ze sktadowe o roznej chiralno$ci nie mieszaja sie ze soba pod wplywem utozsamienia, co przesadza
o globalnej naturze rozktadu wiazki Diraca na chiralne podwiazki Weyla. O

Powyzszy wynik zamyka czysto geometryczna czesé studium wiazek spinorowych. Rézniczko-
wanie czas zaczac!

Ba Dum Tss. ..
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