METODY ALGEBRY I GEOMETRII WYZSZEJ W FIZYCE II
W CZASACH ZARAZY
2., 3. T 4. WYKLEAD ZDALNY
W ZWIAZKU Z WIAZKAMI

SPIS TRESCI

[l.  Geometryzacje konstrukcji liniowych| 17
1.1.  Suma prosta wiazek wektorowych 17
1.2. oczyn tensorowy wiazek wektorowyc 18
[1.3. Wiazka homomorfizmoéw 1 wiazka dualnal 18
[1.4.  Kompleksyfikacja rzeczywiste] wiazki wektorowe]| 19

W wyktadzie pierwszym okresliliSmy pierwszy cel naszych rozwazan — jest nim konstrukcja
gladkich rozkladow struktur modelujacych przestrzenie wewnetrznych stopni swobody (przestrze-
nie wektorowe, algebry, grupy itd. z uzgodniong struktura topologiczng i rézniczkowalng) nad
rozmaitoscia czasoprzestrzenna. Pojecia podstawowego dostarcza nam

Definicja 1. Wiazka wléknista klasy C'*° to czworka
(E,B,F,mp)
zlozona z rozmaitosci gtadkich:
e E, zwanej przestrzenia totalna (wigzki);
e B, zwanej baza (wiazki);
e I, zwanej wid6knem typowym (wigzki);
oraz odwzorowania surjektywnego klasy C'*°
g : B> B,
zwanego rzutem na baze (wiazki), dla ktorych istnieje pokrycie otwarte Op = {O;};e; bazy B
wraz ze stowarzyszona z nim rodzina dyfeomorfizméw klasy C*

T * Wi-l(oz) —;—> Ol X F’7
zwanych trywializacjami lokalnymi (wiazki), domykajacych diagramy przemienne

1((’))4>O x F

BN

Pokrycie o powyzszej wlasnosci okreslamy mianem trywializujacego. Odwzorowania
j - Oij —> Aut(F) = Dlﬂ.w(F,F)
okreglone, dla wszystkich par indeksow (i,;) € I*?, dla ktorych O;; = O; n O, # @, przez super-
pozycje dyfeomorfizmow
Tij *=Ti OTj_l toyxF OijxF O (v, f) — (xvgij(x)(f))v
gdzie odwzorowanie O;; x F — F : (z, f) — g;;(x)(f) jest z zalozenia klasy C'*°, sa nazywane

odwzorowaniami przej$cia (wiazki), a grupa automorfizméow Aut(F) wlokna typowego (lub
1



Metody AiGW w czasach Zarazy — 2, 3. 1 4. W zwiazku z wigzkami

dowolna jej podgrupa, do ktorej nalezg wszystkie odwzorowania przej$cia) zyskuje miano grupy
strukturalnej (wiazki), Wiagzke bedziemy nieraz reprezentowaé przy uzyciu diagramu

F——F

TE .

B
Przeciwobraz punktu z € B wzgledem rzutu kanonicznego,
w5 ({a}) = B,

nazywamy wléknem wiazki F nad =x.
Morfizm wigzek wldknistych miedzy dwiema wigzkami wioknistymi (E,, By, Fu, g, ), €
{1,2} to para (P, f) odwzorowan klasy C*°, ktore czynig przemiennym ponizszy diagram

]

FEq FEy
TE, TEy
B — By

Izomorfizm wiazek wloknistych pokrywajacy identycznosé na bazie, czyli spelniajacy warunek
f =1idp, nosi miano ré6wnowaznosci wiazek wltoknistych.

Przyktady 1. (1) Wiazka trywialna to czworka
F—BxF
pry ,

B

a wiec np. 2-torus T2 =S! xS' — S!, walec S' xR — S'.

(2) Wstega Mébiusa jako wigzka nietrywialna nad S*.

(3) Niechaj (E, Bs, F,mr) bedzie wigzka widknista o lokalnych trywializacjach 7; : 75 (O;) —
O; x F stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym Op, = {O;}ie; bazy Ba, a f
B; — By — odwzorowaniem klasy C*. Woéwczas czworka

(f*EEBl X By EaB17F7prl)7

jest wigzka, zwang wiazka cofnigta (wzdluz f), o
e przestrzeni totalnej w postaci produktu widknistego [struktura do samodzielnego opra-
cowania na podstawie dostarczonych materiatow|

By xp, E o E
pry TE
B - By

ktory wyposazamy w topologie podprzestrzeni indukowana z topologii produktowej
na By x E> By xp, Ej
e rzucie na baz¢ ms+g = pry 'Bixp, B ° B; xp, E — B; danym jako (odpowiednio
ograniczony, a jawnie surjektywny) rzut kanoniczny na pierwsza skladowsg;
e widknie typowym tozsamym z wloknem typowym FE i wloknie nad punktem bazy
x € By danym w postaci {2} x 75! ({f(2)}) = Efa;
2
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o trywializacjach lokalnych

.

7 = (idp1(0,) x (Pry 0 7)) rpql( s pry (F71(00) = £(0) x F

F1(00))
stowarzyszonych z pokryciem trywializujacym f*Op, = {f 1(O;)}ier (jego otwartosé
jest oczywistg konsekwencja ciaglosci f).

Trywializacje sa w oczywisty sposéb dobrze okreslone, oto bowiem mamy tozsamosé

Pr1N B, B(F7(00) = P12 By £ (75 (00)) = 12l g B (7 (O3 x F)),

wynikajaca z przemiennosci powyzszego diagramu. Ponadto gltadkos¢ odwzorowan struk-
turalnych: mpp i Tif ’ jest konsekwencja submersywnosci wg. Oznaczywszy rzeczone
wlozenie (klasy C*°) jako iy« : By xp, E = By x E, mozemy zapisa¢ oba odwzorowania
jako superpozycje odwzorowan gtadkich:

B =PIy O Ly 7l = (i1 0, x (pry0m)) o it (51 000)

Bez trudu wyznaczamy odwzorowania przejscia wiazki cofnietej,

gl =g flyao,) ¢ F71(Oy) — Aut(F).
(4) Niechaj (Ea, B, Fa,7g,), A€ {1,2} beda wigzkami wioknistymi o trywializacjach lokalnych

TA; ¢ W]jle((’)i) —> O; x F4 1 odnosnych odwzorowaniach przejscia ga;; : O x Fa O

: (z, fa) — (2,944;(x)(fa)) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym
Op ={0,}ies bazy B. Wowczas czworka

(7p, B2 =7, By = Ey xp By, B,Fy x F,mp, opry = Tg, o pry)
jest wiazka nad wspdlng bazg obu wigzelﬂ okreslanag mianem produktu wléknistego
wiazek wloéknistych, o
e przestrzeni totalnej w postaci produktu wtoknistego

pry

Ey xp Ey E,
pry TEy
FE4 B
7'!'E1

bedacego podrozmaitoscia wlozong w FEy x Ey [struktura do samodzielnego opracow-
ania na podstawie dostarczonych materiatow;

e rzucie na baz¢ mg, opr; =g, opry : Ej xp By — B danym jako rzut kanoniczny
obliczony na dowolnej sktadowej kartezjanskiej;

e wlbknie typowym tozsamym z produktem kartezjariskim wtokien typowych obu sktad-
owych, E; x Ey, i wtoknie nad punktem bazy x € B danym w postaci F1. x Fa,;

¢ trywializacjach lokalnych

-1 =
T2 (ﬂ'E‘lOpl"l) (0;)) — O; x Fy x Fy - (61,62)'—>(Til(el),pTQOTiz(eg)).

Trywializacje lokalne sa w oczywisty sposob gtadkie (klasy C*°), podobnie jak ich
odwrotnosci

T2 Oy x Py x By —> (7, Oprl)_l((’)i)

K2

('rvflan) — (Til_l(mvfl)vrtz_l(xvfé))'

Znajomosé tych ostatnich pozwala nam ustali¢ odwzorowania przejscia:
2 07312_1 2Oy x FyxFy O ¢ (, f1, fo) — (Iagilj(x)(fl)ag?j('r)(f2))'

ITo czyni z niej obiekt zasadniczo rézny od rozwazanej poprzednio wigzki cofniete;.
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Jak przekonuje chwila zastanowienia nad struktura lokalna wiazki w obrazie trywializacji lokalnej,
rzut na baze jest surjektywna submersja. Prosta, acz nader istotna fizykalnie konsekwencje tego
faktu wystawia

Twierdzenie 1. Niechaj M4, A€ {1,2} beda rozmaitosciami gtadkimi i niech f : M; — M,
bedzie odwzorowaniem submersywnym w punkcie x € M;. Istnieje wéwczas otoczenie Oy (,y ¢ My
punktu f(x), na ktorym jest okreslone odwzorowanie o : Oy ;) — M) klasy C* o wlasnosciach

foo=ido,,, A oo f(x) =1z,

zwane cigciem lokalnym odwzorowania f.

Dowdd: Teza ma charakter lokalny, mozemy zatem ograniczy¢ rozwazania do pewnego otoczenia
O, > x bedacego dziedzing lokalnej mapy w1 : Op — Uy, Uy € T(R*™), ny = dim M, w
ktorej k1(x) =0, a takze — do pewnego otoczenia Oy(,y > f(z) bedacego dziedzing lokalnej mapy
Ko : 5f(m) i>Z/l2, Uy € T(R*™), ng = dim My, w ktorej kg o w(x) = 0. Submersywnos¢ f w x
oznacza, ze odwzorowanie styczne

Te@-o(kzo fory) @ Ty (@)=oR*™ =R*™ — T, o(m)-oR* "™ = R*™

jest epimorfizmem przestrzeni R-liniowych. Niechaj zatem V; c R*™ bedzie (dowolng) pod-
przestrzenia izomorficznie odwzorowywana w R*"2 przez (ograniczenie) T,y (k2 o0 fo k1), a
wtedy odwzorowanie styczne do odwzorowania klasy C*°

Fi=rgofor lyny : UhnVi — U c R,

o jawnie niepustej dziedzinie (wszak V] jest podprzestrzeniag w R*™' a U; jest otoczeniem wektora
0), jest odwracalne. Istotnie, wobec tozsamosci ToV; = Vi, dziedzina ToF przyjmuje postac
Toly nTeVp =R*™ nVy =Vq, co oznacza, ze ToF jest izomorfizmem

ToF =To(kgo fo ;ﬁl)|v1 )

W odwotaniu do Twierdzenia o Lokalnej Odwracalnosci Odwzorowan wnioskujemy zatem, ze
F=kgofory! tu, Ay, ma pozadana lokalng odwrotnoéé ki oo o Kyl F(u,) klasy C% na pewnym
otoczeniu Uy c Uy nVy wektora 0 = k1 (). Homeomorficzny przeciwobraz x7'(Uy) tego ostatniego
jest postulowanym otoczeniem punktu z, na ktérym jest okreslone lokalne ciecie o klasy C*°. O

Dodamy w tym miejscu rzut oka na wlasno$é¢ submersji, ktora ukazuje ja jako byt pokrewny
dyskutowanym w pierwszym semestrze algebraicznym strukturom uniwersalnym.

Stwierdzenie 1 (Kwazi—uniwersalnaﬂ wlasnosé¢ submersji). Niechaj f : M; — My bedzie sur-
jektywna submersja klasy C'*°. Ponadto niech N bedzie C*®-rozmaitoscia, a F : My — N dowol-
nym odwzorowaniem. Odwzorowanie F jest klasy C* wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
ztozone F o f : M; — N ma te wlasnos¢. W szczegolnosci kazdemu C*-odwzorowaniu F

M; — N stalemu na poziomicach f odpowiada doktadnie jedno odwzorowanie E € C*(My,N)

2F’owodem, dla ktérego wzbraniamy sie przed nadaniem tej wiasnosci submersji miana ,,uniwersalnej”, jest to, ze
klasa obiektow, posrod ktorych para (Ma, f) odgrywa role ,inicjalng”, jest zdefiniowana w terminach odwzorowania
f (chodzi o stato$é¢ na poziomicach tego odwzorowania).
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o wlasnosci wyrazonej — wraz z rzeczong wlasnoscia f — przez diagram przemienny
M1 XMg M1

pry pry

Dowdd: Tlekro¢ E jest klasy C*°, takze F o f ma te wlasnosé jako superpozycja odwzorowan
klasy C*°.

I odwrotnie, niechaj F o f € C*(M;,N). Wobec surjektywnosci f dowolny punkt w Ms
mozemy przedstawi¢ w postaci f(x) dla pewnego x € M;. Wybierzmy zatem (dowolnie) punkt
f(z) € My oraz jego otoczenie Oy, c Ma, na ktérym jest okreslone cigcie lokalne o @ Op,) —
M; odwzorowania f spelniajace warunki z tezy Stw.[[] Przyjawszy zapis dowodu rzeczonego
stwierdzenia, otrzymujemy tozsamosé¢

Flo,,, = Foido,,, = (Fof)oo,

ktora dowodzi C*-gladkosci F'1o ey D& gruncie zalozenia o C®-gladkosci Fo f oraz wynikajacej
ze Stw. C>~-gladkosci cigcia lokalnego o. Dowolnosé wyboru f(x) pozwala wnioskowaé o glob-
alnej C*-gtadkosci F.

Wreszcie na koniec zajmiemy si¢ udowodnieniem istnienia i jednoznacznosci odwzorowania I e
C*= (M, N), spelniajacego tozsamosc

F=Fof.
Po pierwsze zauwazmy, ze kazde dwa takie odwzorowania pokrywaja si¢ na zbiorze f(M), ktory

z racji surjektywnosci f jest tozsamy z My, przeto odwzorowanie g moze byé co najwyzej jedno.
Postulujemy

F: My— N : f(zx)— F(x),

wykorzystujac raz jeszcze surjektywnosé f. Zatozona przez nas stalosé¢ F' na wtdknach f przesadza
o sensownosci powyzszego postulatu (F () nie zalezy od wyboru reprezentanta wtokna f=1({f(z)})),
a do tego wprost z definicji zachodzi pozadana tozsamosé

Fof(z)=F(x).
O

Powyzsza analiza elementarnych wtasnosci surjektywnych submersji odniesiona do rzutu na baze
wiazki prowadzi do wyrdznienia zbioréw odwzorowan z
Uwaga 1. Zbior cieé lokalnych wigzki (E, B, F,ng) bedziemy oznacza¢ symbolem
1_‘loc(E‘) ’
a zbior jej cie¢ globalnych — symbolem
I'(E).

Z Def.[T] wytania si¢ obiekt geometryczny dostarczajacy rygorystycznego modelu gladkiego

rozktadu przestrzeni wewnetrznych stopni swobody F' nad bazg czasoprzestrzenng B (ewentualna

obecnosé dodatkowej struktury rézniczkowej na B, tudziez na TB, jak np. tensora metrycznego,

nie odgrywa na tym etapie zadnego znaczenia). Zarazem istnienie trywializacji lokalnych wskazuje
5
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wyraznie na mozliwosé zakodowania informacji o strukturze wiazki w lokalnie gtadkich odwzorowa-
niach przejscia g;;. O tym, jak bogata i jak wiernie przez nie kodowana jest to informacja, méwi

Twierdzenie 2 (O rekonstrukeji (izotypu) wigzki wioknistej). Przyjmijmy zapis Def. Odwzo-
rowania przejécia wigzki wloknistej (F, B, F,7g) o pokryciu trywializujacym Op = {0, };c; bazy
B spelniaja warunek 1-kocyklu

(1) Vijkel, 2c0,,  9ij(2) 0 grj(2) ™ o gi(a) = idp.

I odwrotnie, niechaj Op = {O;}icr bedzie pokryciem otwartym rozmaitosci gladkiej B i niech F'
bedzie dowolna rozmaitoscia gltadka o grupie automorfizmow Aut(F). Dowolna stowarzyszona z
Op rodzina odwzorowarn

gij * Oij — Aut(F) N Z,] el
indukujacych odwzorowania klasy C*
Oy x F—F : (z,f) > gij(2)(f)

i spelniajacych powyzszy warunek okresla wiazke wioknista o odwzorowaniach przejscia stowa-
rzyszonych z O;; tozsamych z g;;. Ilekro¢ odwzorowania te sa odwzorowaniami przejécia pewnej
wiazki wloknistej nad B o wloknie typowym F', ta ostatnia wigzka jest izomorficzna z wiazka
okreslana przez odwzorowania przejscia g;;.

Dowdd: Pierwsza czesé tezy jest bezposrednia konsekwencja nastepujacej réwnosci, stusznej dla
dowolnej trojki (4,7, k) € <IX3) oraz (z, f) € O x F:
(z,f) = (do,, xidp)(@,f) = ((rie7;") o (o) o (meor))(x, f)

= (2,95(2) 0 gy ()™ 0 gri(2)(f)) -
Punktem wyjscia do dowodu drugiej jego czesci jest konstrukcja sumy roztacznej |y (O; x F),
na ktoérej okreslamy relacje

. . yZLL‘EOij
(Z‘,f,Z) ~g. (y7ga]) — { g:gﬂ(x)(f) 9

Warunek 1-kocyklu spelniony przez odwzorowania przejécia sprawia, ze jest to relacja réwnowaznosci,
oto bowiem dla ¢ =j = k dostajemy

9ii(2) = gii(2) © gii(x) ™ 0 gii(z) =idp,
zatem ~, jest zwrotna, a dalej tenze warunek w polaczeniu z poprzednia konkluzja implikuje
sko$ng symetrie g;;,
95i(x) © gij (x) = gji(x) 0 gur() " 0 gij (x) = idp,
ktora pociaga za soba jej symetrie, i wreszcie stosownie przepisany warunek 1-kocyklu,
i3 (x) 0 gjn(x) = gij (x) © grj (x) 7" = grix) ™" = gar(x) ,

oznacza, ze jest ona przechodnia. Mozemy zatem przejsc¢ od | Iy (O; x F') do zbioru klas abstrakeji

‘%94,- = (U (OZ X F))/g 5

iel
na ktérym okreslamy surjekcje
TR, Ry.. > B [(x,f,i)]Ng" — .

Zauwazmy, ze dowolna klasa [(z, f,i)]., zawiera dokladnie jednego reprezentanta o ustalonym
indeksie, (z, f,1) € O; x F x {i}, gdyz — wprost z definicji —

(v,9,0) €[, £,D)]~,. = (4,9) = (2,0:(2)(f)) = (2,idp(f)) = (. f),

a poniewaz takze

v(x,f)eOixF : (l',f,i) € [(xuf7i):|~g“ ,
6
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przeto otrzymujemy bijekcje
(7] = 72, (00) = O x F : [(x,f,i)]., — (x,f).

Nast¢pnie wprowadzamy na %, . topologi¢ ilorazowa nazywajac otwartym dowolny podzbioér O c
Ry..., ktorego przeciwobraz wzgledem rzutu

(2) . | J(Oix F) — Z,.

iel

jest otwarty w @g-,» w topologii sumy rozl@czne przestrzeni O; x F, i € I, z ktorych kazda jest
nosnikiem topologii produktowej. W rzeczonej topologii ilorazowej bijekcje [7;] sa homeomorfiz-
mami, a rzut mg, =~ jest ciggly. Otrzymana tu topologia jest hausdorffowska. Istotnie, ilekroé
[(z1, f1,01)]~,. # [(22, f2,i2)]~, , mamy dwie mozliwosci: albo x3 # x1, a wtedy rozdzielamy
punkty 7 i 2o zbiorami otwartymi — odpowiednio — 07 c O;, i O3 c O;, w hausdorffowskiej (z
zalozenia) bazie, po czym tworzymy jawnie rozlaczne otoczenia otwarte 7.(Oq4 x F x {in}), a €
{1,2} obu klas w %, , albo tez xy = 21 przy iy = i1, a wtedy rozdzielamy punkty f1 i fo
zbiorami otwartymi — odpowiednio — U; 1 Us w hausdorffowskim (takze z zalozenia) wtoknie F'
i na zakonczenie tworzymy rozlaczne otoczenia otwarte m.(O;, x Uy x {i1}), a € {1,2} obu klas
W Ry,

Mozemy juz teraz skonstruowaé atlas na tak okreslonej przestrzeni topologicznej. W tym celu
ustalamy atlas na zbiorze O; poprzez ograniczenie dowolnego atlasu na bazie B, otrzymujac tym
sposobem mapy lokalne & 4 : O; 4 =, U; 4, AeJ; na podzbiorach O; 4 € 7(0;) (w topologii
podprzestrzeni) modelowanych na U; 4 € Z(R*"), n = dim B, a do tego — atlas na wi6knie
zlozony z map lokalnych (, : V, = W,, a € K na podzbiorach V, € 7 (F) modelowanych na
W € Z(R*™), m = dim F. To uczyniwszy, definiujemy atlas na %, . jako zbiér map lokalnych

— = +
Ri Ao : Qi,A,a = 7T~(Oi,A x Va) - Z/{i,A X Wa c R

[(l’,f,i)]Ng“ — (gi,A(x)7COé(f))a

ktore sa dobrze okreslone, jako ze — w Swietle weze$niejszych naszych ustalenn — istnieje jedyny
reprezentant (z, f) € O 4 x Vo ¢ O; x I klasy [(w, f,i)]., o ustalonym indeksie pokrycia i € I.
Na przecieciu ich dziedzin znajdujemy transformacje wspolrzedniowe

Ki,Aaj,B,S = KiAa®Kjpg * ﬁj,B,a(Oi,Aj,B x Va/a) = m,A,a(Oi,AJ‘,B x Vaﬁ)
(&.8(2),¢a(f)) — (&,4(2),Ca 0 gij(2)(f))
= (6,408 5(&.8(2)),Cao (9506 5)(&.8(2)) 0 GG (Cs(1))) -

Zwazywszy, ze odwzorowania &; 4 o fﬁg sa transformacjami wspoélrzedniowymi (rozdrobnionego)
atlasu na B, C'*°-gladkimi z zaloZenia, a ponadto g;;o ;13 sa lokalnymi prezentacjami odwzorowan
przejscia, takze C*-gladkimi (w dzialaniu na F', w rozumieniu opisu odwzorowan g;; podanego w
tresci dowodzonego twierdzenia) z zalozenia, i wreszcie (4 0g;;(z) 0(51 sa lokalnymi prezentacjami
automorfizmow g;;(x) wiokna F, rowniez C*-gladkimi z zalozenia, stwierdzamy, ze transforma-
cje Ki A,ajB,5 sa C7-gladkie, zatem mapy lokalne r; 4, okreslaja na %, . strukturg rozmaitosci
rozniczkowalnej klasy C*°. Wazgledem tejze struktury odwzorowania [7;] sa (tautologicznie) dyfeo-
morfizmami klasy C'* (takze rzut na baze, T#, Qi a0 = P10 [7:], jest klasy C*) i okreslaja na
R,.. strukturg wigzki wioknistej klasy C*.

3Topologi(; sumy rozlacznej tworza zbiory, ktorych przeciwobrazy wzgle dem wszystkich injekcji kanonicznych
O; x F — Ljer (O; x F) sa otwarte.
7
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Na zakonczenie wykazemy réwnowaznosé struktur wiazki wtoknistej: wyjsciowej na danej wigzce
wloknistej (E, B, F,mg), o lokalnych trywializacjach =, : 75 (Or) =5 0; % F, iel, i tej zrekon-
struowanej w sposob opisany wyzej z jej odwzorowan przejscia g;;. W tym celu rozwazymy od-
wzorowania dane lokalnie w postaci

(3) vi= [ ot R (O) =5 Oy x F = w&}gﬂ(oi), iel

i zauwazamy, ze te lokalne dyfeomorfizmy w dowolnym punkcie y € 7' (0;;), zadawanym przez
pewne x € O;; oraz f e F w postaci y = 771 (z, f), speliaja relacje

(@, ) = [m) emor (a, f) = [1]7 (2, 953 (@) (£))
= [nl7 o lnle[n] ™ (2,g5(2)(f) = [1]7 (2,945 (2) 0 gi(2)(£))
(] (@, f)=[n] omior (o, f) = u(y),

czyli ze stanowig ograniczenia okreslonego globalnie dyfeomorfizmu

Lot Ei%’g,y,,

1i(y)

dane wzorem
Lrﬂ-él(oi) =,
o wlasnosci wyrazonej przez diagram przemienny

B,

idp

ktora pozwala nam zidentyfikowaé¢ ¢ jako postulowany izomorfizm wiazek. O

Geometrycznie absolutnie naturalnym i — takze, cho¢ nie wylacznie z tego powodu — modelowym
przyktadem wigzki wlokniste]j jest wigzka styczna nad rozmaitoscia rozniczkowalng (M, o) ) klasy
C*. Wiazke te mozna definiowaé¢ na kilka wzajem réwnowaznych sposobéw, z ktoérych kazdy
eksponuje inna jej ceche strukturalna — jeden z nich wykorzystuje np. odwzorowania styczne do
odwzorowan przejécia pomiedzy mapami lokalnymi do rekonstrukcji wigzki stycznej z jej lokalnych
trywializacji wspolrzedniowych wedtug schematu sformalizowanego w Tw.[2}

Definicja 2. Wiazka styczna C**'-rozmaitosci (M, .«/) wymiaru n € N*, o atlasie &7 = {k; }ies
stowarzyszonym z pokryciem otwartym Oy = {O;}icr, to C*-rozmaitosé¢ (TM,T.e/) utworzona,
jak nastepuje:
- nosnikiem struktury jest zbioér klas abstrakcji
TM = (|| O; x R*™)/ ~py.
iel
relacji
. X Yy=x¢€ Oij
z’ Z? v ~ 2J w — 3
( )~ (5w) { w = Dtji(m(x))(v)
wyposazony w odwzorowanie
TTM ™ — M : [(xaiav)]NDt“ —_,
zwane rzutem kanonicznym (na baze wiazki stycznej), ktorego poziomica
-1
T M = 7TTJ\4({9U})
nosi miano przestrzeni stycznej w punkcie x;
8
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- topologia zbioru TM jest topologia ilorazowa indukowang wzdtuz surjektywnego rzutu
T+ L Oix R — (L] O x R*™)/ ~pr. ¢ (2,1,0) 7 [(2,4,0) ],

iel iel
z topologii sumy roztacznej przestrzeni O; x R*™, o injekcjach kanonicznych
Ji 2 O xR — | | O; xR*" : (z,v) —> (z,4,v), i€el,
jeI
z ktorych kazda jest nosnikiem topologii produktowej,
T(TM)={O0cTM | Vi : ;" (x21(0)) e Z7(0; xR*")} ;

- strukture rozniczkowg na przestrzeni topologicznej TM definiuja (jawnie homeomorficzne)
odwzorowania

Tri @ m7ar(O03) — Us xR 2 [(2,1,0) ], — (mi(2),0), el
zwane mapami naturalnymi, ktore okreslaja transformacje wspotrzedniowe

Ttji = Trjo (Th)  Meyoupmen ¢ Ri(Oig) xR — £;(0i5) xR

(m(x)m) — (lij(l'), iji(lii(l‘))(’v)),
w oczywisty sposob nalezace do klasy C*.
Klase abstrakcji
(4) V(z):=[(#,i,0)]~,, € TeM
okreslamy mianem wektora stycznego do C**'-rozmaitosci (M, /) (zaczepionego) w punkcie

reb.
Odwzorowanie (rézniczkowalne klasy C*)

Oty : M—TM : z+—[(z,i,0™)]

nosi miano cigcia zerowego wiazki stycznej TM.

~Dt..

Struktura liniowa, ktorej oczekujemy od modelu ,przestrzeni ruchéw infinitezymalnych” albo
spbrzestrzeni predkosci”’, jest w tym ujeciu zakamuflowana pod postacia przemyslnego wyboru
lokalnego modelu wlokna R*4mM o naturalnej interpretacji w terminach lokalnych wspotrzednych.

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wybierzmy dowolny punkt x € O; ¢ M
Ck-rozmaitosci (M, /) wymiaru n € N*, a wowczas odwzorowanie

Tki pr
Teki + ToM —5U xR —5 R*"

[(xvivv)]Nm.. — (’ii(x)vv) v,
bedace ztozeniem lokalnej mapy naturalnej na TM 2z kanonicznym rzutem na druga skladowa
iloczynu kartezjanskiego, jest bijekcja i jako takie w kanoniczny sposob indukuje na T, M strukture
przestrzeni R-liniowej,

T,.M =z R,
R-lin.
okreslang mianem przestrzeni stycznej do rozmaitosci M w punkcie x.
Dowdd: Strukture R-liniowa, o ktorej mowa w tezie stwierdzenia, okresla formuta

A b [(2,0,01) ]ep,, + A2 B [(2,8,02) ]ep,. = [(2,8, A1 > 01+ A2 > v2)]ep, s

zapisana dla dowolnych Ar, s € R. Wobec R-liniowego charakteru relacji z Def.[2] struktura ta jest
dobrze okreslona. Istotnie, niechaj x € O;; i niech wy = Dtﬂ(m(x))(va), ae{l,2}, a wtedy

A1 > [($7j7w1)]~ot“ + Ay b [($7j7w2)]~ot“ = [(xhjv/\l > wy + Ag b w2)]NDt,.
= [(1’7‘]‘,>\1 > Dtﬂ(m(x))(vl) + )\2 > Dtji(lii(x))(’l}g))]Nmu

9
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[(.T,j, Dtﬂ(lil(.%‘))(Al > v+ Ag > ’Ug))]N = [(Z’,i, A1 DU+ A D Ug)]NDt_

A1 > [(1‘7j7w1)]~ot“ +A2 > [(1‘7i7v2)]~Dt“ :
O

Ponizej przedyskutujemy odmienne spojrzenie na te sama strukture, stanowiace udana probe uwol-
nienia opisu wewnetrznej geometrii stycznosciowej od lokalnej euklidesowej kartografii rozmaitosci.
Pierwszy krok w tym kierunku czynimy w

Stwierdzenie 3. Rozwazmy relacje rownowaznosci na zbiorze $ciezek klasy C! w C*-rozmaitosci
(M, <) wymiaru n € N* przechodzacych przez jej punkt x,

v i ]-ey,ey[— M, e,>0, v(0) =z,
okreslang przez warunek (wspot)stycznosci w x,

7(0) =z =~(0)

Y
D(x 0 7)(0) = D(k27)(0)
wypowiedziany w terminach dowolnej mapy « : O — R*" okreslonej na otoczeniu otwartym
O 3 z. Oznaczywszy v, = D(ko7)(0) € R*" dla skrétu, na zbiorze P, klas abstrakcji Sciezek
wzgledem powyzszej relacji okreslamy strukture grupy przemiennej z dziataniem

P, xP, — P,

N o~og <~

([71]%772]%) — [] _5a5[9 te Hil(“(x) +ip (v"/l +v’¥2)) € O]

~x

=[nl., + 2l
i elementem neutralnym danym w postaci klasy [7,]., $ciezki stalej
r:R— M : t—uzx,
a nastepnie dzialanie ciala R

RxP, —P, : (A,[v],ﬂ)»—>[]—s,s[atwn’l(n(:c)+t-)\l>v,y)6(9] ,

przy czym w obu przypadkach € > 0 jest dobrane tak, azeby $ciezka bedaca wynikiem dzialania
lezata w calosci w O. Tak zdefiniowana przestrzen R-liniowa jest izomorficzna z przestrzeniag R-
liniowg o nosniku T, M opisang w Stw.[2]

Dowdd: Zacznijmy od spostrzezenia, ze relacja wspolstycznosci nie zalezy od wyboru lokalnej
mapy — istotnie, jesli ¥ : U — R*™ jest lokalna mapa na otoczeniu otwartym U > z, to dla
Sciezek vy 1 ¥ z tresci stwierdzenia zachodzi tozsamosé

D(o7)(0) = D(op ") (po7(0))oD(poF)(0)
D(v o) (p(z)) o D(v07)(0)

D(¢o¢™")(w07(0)) o D(¢ 07)(0) =D(¢ 0 7)(0).
Bez trudu sprawdzamy tez analogiczna wlasnosé definicji struktury R-liniowej na zbiorze $ciezek,
a to za sprawg tozsamosci

P (@) +t> (A b or+ A b)) oo = o(z) =2

= k7 (k(@) +t> (A B v+ Ao > v)) hoo
oraz

% rt=0¢71(¢(l’) +t> ()\1 > v+ )\2 > ’UQ)) = )\1 > v+ AQ > Vo

10
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% Ft:m‘l(m(x) +tp> ()\1 > U+ A > U2)) .

Mozemy nastepnie przystapi¢ do konstrukcji pozadanego izomorfizmu przestrzeni R-liniowych.
Oto wiec klasie wspolstycznosci Sciezek przez x € O; przyporzadkowujemy punkty we wloknie
T.M wedle formuly (w oczywisty sposob dobrze okreslonej)

(5) Ve o (e — [(2(0),6.D(s: 0 ()],

i odwrotnie — punktowi [(«,4,v)].,, W tymze widknie przypisujemy klase §ciezki (trajektorii)
,ruchu jednostajnego prostoliniowego” wedle formuty

ry - [(xaiav)]NDt.. — [] - 575[3 te 501_1(901(1') +to ’U) € Oi]Nx ’
przy czym liczba ¢ > 0 w ostatnim wzorze jest dobrana tak, by warunek r;(z) +¢ > v € k;(0;)
byl spetniony dla dowolnego ¢ €] —e,¢[ (jej istnienie jest konsekwencja otwartosci «;(0;)). Za-
uwazmy, ze oba przyporzadkowania sa dobrze okreslone, oto bowiem dla z € O;; dostajemy z
jednej strony

[(74(0),4.D(r; 0 7)(0))].

[(7(0).5,Dt;i(ki 07(0)) o D(ri 0 )(0))]

[(7(0)’7;’D(K3i°7)(0))] ;

~Dt..

a z drugiej, dla w := Dtji(’fi(x))(v)a

Fx([(x,j,w)]NDt“) = [’y}*’ t]-ee[at— I{j_-l(lij(z) +t> w) € Oi] ,

wiec tez
7' (0) = m}l(/{j(a:) +0> w) = li;l or;(x)=x=;(0)
oraz

D(x: 07)(0)

G M=o (ti (5 (2) + t o w)) = Dty (k5 (2) ) (w)
Dtij(l-ij (m)) ) Dtj,;(/-@,;(z))(v) = Didm(oi)(m(aj))(v)

= idTwan (v)=v= 37 rtzo(ni(x) +t> v) =D(k; o7;)(0),

co implikuje pozadana réwnowazno$é

w
~

Y v -
Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowania te sa wzajem odwrotne. Istotnie, jak pokazuje powyzszy
rachunek,

Vo o Da([(21.0)]ug,. ) = Va([301-) = [(30/(0).5.D(5 07 (O)] . = [0, 0) o, -

a ponadto

Ty oVi([v]-.) = [,YD(MO’Y)(O) :]-eelat ek (kiov(0) +t>D(ki07)(0)) € O],

przy czym ’
7O 0) = 17 o ki 07(0) = 7(0)
oraz
D(’ 072 (0) = 41, (551 0 4(0) + > D(s5; 04)(0)) = D(r; 07)(0)
wiec tez
hD(mov)(O)]Nw

K3

=[] s

zgodnie z wystowionym wczesniej stwierdzeniem.
Na zakoiiczenie dowodzimy liniowosci obu przyporzadkowan. W tym celu w definicji kombinacji
liniowej klas Sciezek wspolstycznych w x wybierzmy lokalna mape k = k; i oznaczmy

’7171,112§>\1~,/\2;i(t) = "{i—l(’%i(‘r) +i> (>‘1 > vy + Ag > 02)) )
11
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a wtedy
Vz()‘l > ['71:|~z +A2 > [’72]%) = [(70177129\1,)\2;%'(0)77;’ D(Hi 0’7”1»”2?)‘1*>‘2?i)(0))]~w
= [(Hi_l o ,‘ﬁi(.’lj),i,)\l > v+ )\2 > UQ)]NV = [(x,i, )\1 > v+ )\2 > Ug)]N”
= A\ D [(x,i, D(k; o 71)(0))]~I + A2 b [(a:,i, D(k; 0’}/2)(0))]NI
= )\1 > Vz([’}/l]Nz) + )\2 > Vx([’}/Q]NI) .
Jako odwrotnos¢ R-liniowej bijekcji odwzorowanie I',, jest automatycznie R-liniowe. O

Mozemy juz teraz przedstawié¢ alternatywna w stosunku do tej z Tw.[2l metode rekonstrukeji struk-

tury globalnej wigzki wloknistej z danych lokalnych, ktora doprowadzi nas do opisu (réwnowaznego

temu wspomnianemy uprzednio) przestrzeni totalnej wigzki (wioknistej) stycznej TM.

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Wiazka (wloknista) styczna nad rozmaitoscia
klasy C**1 (M, o) wymiaru n € N* o atlasie &/ zlozonym z map lokalnych r; : O; —> U;, i€l

to wigzka wloknista o skladowych:

e baza M, o strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C**! zadawanej przez atlas o
e przestrzen totalna

TM:= | | P,
xzeM

o strukturze rozmaitosci opisanej ponizej;

e wlokno typowe R*™ o naturalnej strukturze rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*° (wiec
tez w szczegolnosci klasy C*);

e rzut na baze

2 TM— M : ([y].,,z) — x.
Przy tym odwzorowania
Thi : TO; =13, (00) = Uy xR+ ([7].,,2) — (ki(x), D(ks 07)(0))

indukujg na TM mocng topologie cofnigciowa z topologii produktowe]j (podprzestrzeni) na zbio-
rach U; x R*™ c R*2", tj. taka, w ktorej podzbior V c TM jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
jest spelniony warunek

Vier + Tei(VnTO;) € 7(Uy x R*™).

W tej topologii odwzorowania Tk; sa jawnie homeomorficzne, stanowia przeto mapy lokalne,
zwane mapami naturalnymi, dla ktérych transformacje wspotrzedniowe to

Ttij = T/ﬁ?i o (Tlij)_l : Hj(oij) X Rxn i> HZ(OU) X Rxn
(1 (2),D(#; ©7)(0)) = (ki(2), D(; 0 7)(0))
= (ti5(r;(2)),D(tij 0 K5 07)(0))

= (ti(155(2)), Dt (1 (2) ) (D (k5 ©7)(0))) .
Zaleznos$¢ punktu w obrazie od argumentu z dziedziny jest klasy C**! w sktadowej bazowej (z
zalozenia),

tij € Diﬂk+1(f€j(oz‘j),ﬁi(0ij))7
i klasy C* w sktadowej z wlokna w argumencie bazowym,
Dtij € Ok(Hj(Oij)7Rxn2) y

a nadto liniowa, wigc klasy C* w argumencie z widkna D(k;07v)(0), czyli ostatecznie klasy C*, i
jako taka zadaje na TM strukture rozmaitosci rozniczkowalnej klasy C*. Zarazem odwzorowania
12
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Tk; pehia tez role lokalnych trywializacji, tautologicznie C'*-gladkich wzgledem zdefiniowanej tu
(przy ich uzyciu) struktury rézniczkowej. Wreszcie tez rzut na baze jest surjekcja klasy CF jako
superpozycja odwzorowan tego samego typu,

T bro, = ki opry o Tk

Uwaga 2. Odwzorowania okreslaja rownowaznosé (izomorfizm) miedzy oboma opisami wigzki
stycznej zgodna z naturalng struktura liniowa na wiéknach TM, opisang w Stw.[3] Odwzorowanie

Lo+ (TM)y =R = ([7].,,2) — D(k" 07)(0).

jest izomorfizmem (niekanonicznym) wiokna (TM), = P, nad punktem z € O; c B z widknem
typowym R*™. Bez trudu wskazujemy nad kazdym punktem B baze w wiazce przestrzeni R-
liniowych TM, a mianowicie — dla x € O; i pewnego e >0 —

ToM =D (el > W i ]-emer[— M : t'_’Ti_l(Ti($)+t[>ek)a
k=1

gdzie {ey};1; Jjest baza standardowa R*".

Zaobserwowana w powyzszym przyktadzie strukture wiazki przestrzeni liniowych formalizujemy
w

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, ustalmy (dowolnie) n € N i rozwazmy K € {R,C}
ze standardowg topologia (euklidesowa) i struktura rézniczkows klasy C*°. Wiazka wektorowa
rzedu n nad cialem K klasy C*° to wigzka wioknista (V, B,K*", my) o wlasnosciach

o Vo : Vy=mt({z}) € ObVect]ggw);
e ograniczenia dyfeomorfizmow klasy C'* (lokalnych trywializacji)
prooTily, : Vg K™, ze¢B
sa izomorfizmami przestrzeni K-liniowych,

przy czym odwzorowania definiujace strukture K-liniowa na wtoknach V sa klasy C'*°, w szczegol-
nosci wigc mamy dyfeomorfizm

(6) A:VxpV—YV

modelowany na definiujacej operacji binarnej A" : K*" x K** — K*" w rozumieniu diagramu
przemiennego

A

™' (0i) xp 75 (0:) ™' (0;)
(7) Ti XT; Ti
(Oz « Kxn) X0, (Oz > Kxn) Oz < K<™

(pry,A™opry 4)
oraz rodzing dyfeomorfizméow
(8) K* — Diff*(V) : X\ —> L,

o K-liniowych ograniczeniach do wldkien, uzupelniang przez odwzorowanie K-liniowe Lg,, mode-
lowanych na definiujacym dzialaniu ¢ : Kx K*” — K*" w rozumieniu diagramu przemiennego

La

™' (0:) ™' (O3)
(9) T T;
Oi x KX Oi x KX™

n

13
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W przypadku K = R moéwimy o rzeczywistej wiazce wektorowej, gdy zas K = C — o ze-
spolonej wiazce wektorowej.

Rzad wiazki bedziemy oznaczaé¢ symbolem rkV. Ilekroé¢ rkV = 1, wiazke okreslamy mianem
wiazki liniowej i zwyczajowo oznaczamy symbolem L,

K——1L
L .

B
Odwzorowanie (rézniczkowalne klasy C*°)
Oy : B—V : zv+—7(z2,0"), zec0;,

nosi miano cigcia zerowego wiazki wektorowej V. Jest ono cieciem globalnym V w rozumieniu
Uwagi [} przy czym zaréwno zbior cigé lokalnych T (V), jak i zbior cig¢ globalnych T'(V) niosa
naturalng (punktowa) strukture modutu nad pierscieniem C*°(B,K).

Podwigzka wektorowa rzedu m < n wigzki wektorowej (V, B,K*"™, 7y) to podwiazka (W, B,
K*™ 7y lw) tejze wigzki (wioknistej) o tej wlasnosci, ze nad dowolnym punktem bazy x € B jej
wiokno W, c V. jest podprzestrzeniag K-liniowa.

Morfizm wigzek wektorowych (nad cialem K) (V,, B,, K" 7y_), no €N, a€{1,2} to
dwojka (@, f) zlozona z morfizmu wiazek wioknistych

((I)af) : (V17B1aKxnlv7TV1)_) (V27B2aKxnzv7TV2)a
ktorego ograniczenie do witokna nad dowolnym punktem bazy x € By,
(10) Dly,, + Vie — Vo,

jest odwzorowaniem K-liniowym. Rzad morfizmu wigzek wektorowych (@, f) to odwzoro-
wanie

tk(®,f) : By — N : a2 —1k(2ly, ).

Wiazki wektorowe skoriczonego rzedu nad cialem K o bazie B wraz z morfizmami wiazek
wektorowych miedzy nimi tworza kategorie wiazek wektorowych skoriczonego rzedu nad
cialem K nad B, ktéra bedziemy oznaczaé¢ symbolem

VectBun]ggm) (B).

Ponizsze stwierdzenie ustanawia intymna relacje pomiedzy cieciami i trywializacjami wiazki
liniowej.
Stwierdzenie 4. Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy nigdzie nieznikajacymi
cigciami lokalnymi wiazki liniowej i jej trywializacjami lokalnymi. W szczegolnosci wiazka liniowa
jest (globalnie) trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy ma nigdzie nieznikajace cigcie globalne.

Dowdd: Kazde nigdzie nieznikajace ciecie o : O — L~ {0 (B)} wigzki liniowej L nad zbiorem
O € 7(B) jest gtadko indeksowang przez baze O wiazki rodzing baz o(z), x € O poszczegdl-
nych jednowymiarowych wiokien L., zatem dowolnemu wektorowi v e 7721((’)) z wiokna L
mozemy przypisa¢ w jednoznaczny sposob skalar A(v) € K o wtasnosci

7\'L(’U)

v= ]L)\(v)(O' OWL(U)),

przy czym zalezno$é tegoz skalara od wektora v jest gladka (wszak wlasnosé te ma superpozycja
odwzorowan gtadkich o o). To pozwala nam zdefiniowaé¢ odwzorowanie

7o ¢ TH(0) — OxK : v (11(v),A(v)),
jawnie K-liniowe i gtadkie. Bez trudu wskazujemy jego odwrotnosé:
' OxK—771(0) : (2,)) — Ly(o(2)),

o tych samych cechach strukturalnych.
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Ciegcie lokalne przyporzadkowane dowolnej trywilizacji lokalnej 7 : Tl'Eé (0) 5 O0xK to
o; t O— 711 (0) + x— 7 (2, 1K) .
O jego niezerowosci przekonuje prosty argument: jesli dopuscimy réwnosé
0, =7 *(z,1k)

nad pewnym punktem x € O, to woéwczas wobec zalozonej przez nas K-liniowosci 7 dochodzimy
do sprzecznosci

(SU,OK) ET(OLI) :TOTil(l', 1K) = (:L',].]K).

Wypisane tu przyporzadkowania sa wzajem odwrotne. Istotnie, nad dowolnym punktem z € O
wyznaczamy

or, () = 7,1 (2,1k) = Liy (0(2)) = o (),
zatem

O, =0.

o

Ponadto jesli dla dowolnego wektora v € Ly, (,) ¢ 7' (O) zdefiniowa¢ (w sposéb jednoznaczny)
skalar A(v) rownaniem

v = L)\(U)(UT o WL(U)) =Ly © T_1(7TL(U), IK) = 7'_1(7TL(’U), /\(v)) ,
to wyznaczamy
A(v) =pryo7(v),
a stad takze
7o, (v) = (7L(v),pry 0 7(v)) = 7(v),
czyli

To, =T.

-

Powyzsze stwierdzenie ma naturalne uogdlnienie na przypadek rkV > 1.

Twierdzenie 3. Przyjmijmy oznaczenia Def.[d] Istnieje wzajem jednoznaczna odpowiednio$é
miedzy trywializacjami lokalnymi wiazki wektorowej (V, B,K*"V, my) i zbiorami N nigdzie niezni-
kajacych cieé lokalnych definiujacymi nad kazdym punktem bazy x € B (w ich wspolnym nosniku)
N wektoréw liniowo niezaleznych ak(x), k € 1, N w odno$nych wtéknach V,. W szczegolnosci
wigzka wektorowa jest globalnie trywialna, tj. izomorficzna z wigzka (BxK*YN, B,K*V pr,) wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje N jej cieé globalnych o tej wtasnodci.

Dowdd: Wariacja na temat dowodu poprzedniego stwierdzenia. O

Podobnie jak same wigzki wektorowe, morfizmy tych wigzek pokrywajace dyfeomorfizm iden-
tycznosciowy na bazie maja prosty opis lokalny, z ktorego przyjdzie nam skorzysta¢ w przysztosci.

Twierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. Dowolny morfizm (®, idg) wigzek wektorowych
(Vo, B, K" 7ty ), € {1,2} oodno$nych trywializacjach lokalnych 7 : m_,i((’)i) — O; xK*"a
15
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(stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem trywializujacym Op = {O, }4er) i odwzorowaniach przej-
Scia g7y : Oij — GL(n4;K), opisany przez diagram przemienny

(i3]

Vi Va
7\'V1 sz ,
B——21B
idp

zadaje rodzing {h;}ie; odwzorowan macierzowych (lokalnie) klasy C'*°
h; + Oy — Mat(ny xn9,K), i€l

o wlasnosci

(11) Vacoy, ¢ 0(2) hy(@) = hi(x) - gij ()

I odwrotnie, kazda taka rodzina wyznacza jedyny morfizm opisanego typu.

Dowdd: Wybierzmy (dowolnie) baze {e,} w przestrzeni K*™! ina tej podstawie zdefiniujmy

ciecia lokalne

(12) e 0, — Va7 N (2 e).

ael,ny

Zauwazmy, ze odwzorowanie ® jest w pelni okreslone przez wartosci przyjmowane przezen na
powyzszych cigciach, oto bowiem wobec zatozonej K-liniowosci 7; oraz & w dowolnym punkcie

v=T (2,0 by eg) =L (690 (2)), re0;
otrzymujemy
®(v) = (LY (e (2))) = LY 0 d( ().
w K*"2 o bazie dualnej {f*}

Wybierzmy zatem (dowolnie) baze {f,} i oznaczmy

odnosne ciecia lokalne Vs jako

¢ O — Vs xe— N, ),

rel,ng rel,ng?

po czym zdefiniujmy

Riar = fopryor?o®or! (- eq) + Of — Mat(ny x ng; K),
czyli poprzez formute
(13) L7, . ) (0 (2)) = 2(c8 (2)) .

Powyzsze dane lokalne morfizmu ® mozemy zapisa¢ w postaci macierzy (¢4 to stosowne kano-
niczne izomorfizmy Vi ®x Wa = Homg(Va, Wy))

hi(z) = hiar(z) > er(e; ®x fr), €O,
podobnie reprezentujemy tez odwzorowania przejscia:
9i5(2) = gijap(2) > a(e; ®x ), 95;(x) = g () > e3(f) ®x f) -
Przywotujac definicje tych ostatnich, ustalamy relacje
sz_l(l'a hj(x)(ea)) = 7—12_1(1'7 gizj(x) . hj(x)(ea)) )
a jednoczesnie, wobec K-liniowosci 7;* oraz ®, znajdujemy

777 (@, hi(x) (ea)) ®(7j " (7,€a)) = O(7 7 (2, 91(2) (€a)))

RPR e CANEOICH)

= L2 o ®(n () L2
77 (@ i) - g5 () (ea))
16
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Niechaj teraz (V,, B,K*™ my_), a € {1,2} beda wigzkami wektorowymi o trywializacjach
lokalnych 7 : 73! (O5) =5 0; x K*™ i odwzorowaniach przejicia gii + Oij — GL(na; K).
Niech tez h; : O; — Mat(ny xng;K), i € I bedzie rodzing odwzorowan jak w tezie dowodzonego
twierdzenia, przy uzyciu ktorej okre§lamy odwzorowania lokalne

B, 75 (0) — 7w (0) 7M@) e 7 ( ha(2) (),
ktore w Swietle tozsamosci, spelnionej dla dowolnych €0 i veK™,

(7 7 (z,0)) (7 (2,95:(2) (v))) = 77 7 (2, by () - gji () (v))
77 (2, 955(2) i (2) - gji(2) (v)) = 777 (@, ha(@) (v))
cbi(Til_l(xav))a

jawia sie ograniczeniami odwzorowania globalnie gtadkiego
¢V, —V,, ‘I’fﬂvl(o)—

Odwzorowanie to jest w oczywisty sposoéb K-liniowe i zachowuje wtdkna. O

1. GEOMETRYZACJE KONSTRUKCJI LINIOWYCH

Definicja wigzki wektorowej nad rozmaitosciag dostarcza schematu geometryzacji czysto alge-
braicznej struktury przestrzeni wektorowej. W slad za nig mozemy — na gruncie Tw.[2] - dokona¢
geometryzacji rozmaitych naturalnych operacji na przestrzeniach wektorowych. Ponizej przedsta-
wiamy kilka z nich, ktére napotkamy w dalszej czesci kursu.

1.1. Suma prosta wiazek wektorowych.

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. Suma prosta (Whitneya) wiazek wektorowych
(Vq, B,K*™ 7y ), a€{l1,2} nad K, o wspolnej bazie B to wigzka wektorowa

(Vl oK. 5 Vy 2V, xp Vz, B7 K™ @ KX = Kxnﬁ—nz’ Ty, © pry erxBVQ) ,

w ktorej Vi xg Vs jest produktem wioknistym rozmaitosci V,, a € {1,2} opisywanym przez
diagram przemienny

Vi xp Vy

prlrhy WNBW

i wyposazonym w strukture podrozmaitosci gladko wlozonej w rozmaitosé produktowa Vi x Vs,
zgodnie z teza Tw.0.8.

Witokno sumy Whitneya nad dowolnym punktem bazy x € B przyjmuje postaé
(Vy ok, VQ)Q: =V, ®Vay,

stanowi wigc suma Whitneya naturalna adaptacje konstrukcji sumy prostej przestrzeni wektorowych
do geometrycznej kategorii przestrzeni modelowanych lokalnie na produktach (elementéw topologii)
rozmaitosci rézniczkowalnej z topologicznymi przestrzeniami wektorowymi K*", n e N.

Wiazke t¢ mozna réwniez opisa¢ — w duchu Tw.[2] - w terminach danych lokalnych jej sktad-
nikow, tj. wspoélnego pokrycia trywializujacego € = {O; }ie; wigzek V,, a € {1,2} (otrzymanego
np. poprzez wspoélne rozdrobnienie odnosnych pokry¢ trywializujacych) wraz z okreslonymi dlan
odwzorowaniami przejécia g : O — GLk(na), (4,7) € <IX2>(}. Odwzorowania przejscia sumy

17
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Whitneya obu wiazek, stowarzyszone z tym samym pokryciem trywializujacym i stanowiace pod-
stawe rekonstrukeji (klasy rownowaznosci) wigzki Vi @k g Vs, to
9122 =g, @7, + Oij — GLg(n1) ® GLg(n2) € GLk(n1 +n2) .

Z suma Whitneya wiazek wektorowych stowarzyszona jest para epimorfizméw wiazek wek-
torowych

pr,. : ViegkpVo>»V,, ae{l,2}
przyjmujacych nad (dowolnym) punktem z € B postaé
Prog ¢ Vig®Vop » Vo, ¢ (1“7 (U1702)) — (2,vq) -
1.2. Iloczyn tensorowy wiazek wektorowych.

Definicja 6. Przyjmijmy zapis Def. Tloczyn tensorowy wigzek wektorowych (V,, B, K*"e
7y, ), a€{1,2} nad K, o wspélnej bazie B i odnosnych odwzorowaniach przejscia gf; : O;; —
GLk(na) stowarzyszonych ze wspélnym pokryciem trywializujacym {QO;}ie; to dowolna wigzka
wektorowa
(Vi &k, Vo, B, K™ &g K2 = K*™"2 1y, opr,)
izomorficzna z wigzka zrekonstruowana, w rozumieniu Tw.[2] z danych lokalnych
9:2%:=g;®9; + Oij — GLg(n1) ® GLg(n2) © GLg(n1 - n2) .

Tloczyn tensorowy wiazek wektorowych mozna w szczeg6lnosci utworzyé dokonujac stosownej

topologizacji sumy roztacznej wlokien nad punktami bazy B > x, wybierajac je w postaci
(Vi ®k,5 Vz)l, =V, ®k Vau.

Mamy tu zatem do czynienia z naturalng adaptacja konstrukeji iloczynu tensorowego przestrzeni
wektorowych.

1.3. Wiazka homomorfizméw i wiazka dualna.

Definicja 7. Przyjmijmy zapis Def. Wiazka homomorfizméw (zwana takze wiazka Hom)
wigzek wektorowych (V,, B,K*" 7y_), a € {1,2} nad K, o wspolnej bazie B i odnosnych
odwzorowaniach przejscia g3 : O;; — GLk(na) stowarzyszonych ze wspolnym pokryciem
trywializujacym {O;}ier to dowolna wigzka wektorowa

(Homg, 5 (V1,Vs), B, Homg (K™, K*"2) 2 K™ Ty om (v1.V2) )
izomorficzna z wigzka zrekonstruowang, w rozumieniu Tw.[2] z danych lokalnych
gilj_’Q = HomK(Kan : g?j ()) ° HomK(gilj (_)—17 K*"2 )

i 05 — Endg (Homg (K™, K*"2)),

zapisanych w terminach odwzorowani K-liniowych, ktére w dowolnym punkcie = € O;; przyjmuja
postaé¢ — odpowiednio —

HOI’HK(gilj(l')fl,Kx’ﬂz) . HOmK(Kxnl,Kan) o)

X+ xogy(x)!,
oraz

HomK(KX7L2,g§j(x)) : HomK(KX"I,KX"Q)O

X +— gi;(x) o x.
W1okno wigzki homomorfizméw nad dowolnym punktem bazy x € B jest postaci
HomK(VlaV2)ax = HomK(VlI)V2LE) )

mamy przeto do czynienia z naturalna adaptacja konstrukcji przestrzeni K-liniowej homomor-

fizmow miedzy (ustalonymi) przestrzeniami wektorowymi.
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Definicja 8. Przyjmijmy zapis Def. Wiagzka dualna (zwana takze wigzka dwoista) wiazki
wektorowej (V, B,K*" my) to wigzka wektorowa (o oczywistym rzucie na baze)

(V* = Homg 5(V, B xK), B,K** 2 K*", 7y~ ) ,
w ktorej definicji (B x K, B,K,pr;) jest trywialng wigzka wektorowa rzedu 1 nad K.
1.4. Kompleksyfikacja rzeczywistej wiazki wektorowej.

Definicja 9. Przyjmijmy zapis Def.[d] zakladajac przy tym, ze K = R. Kompleksyfikacja wiazki
wektorowej (V, B,R*N 7y) to wigzka wektorowa (o oczywistym rzucie na baze)

(V€=Verp (BxC),B,CN mye),
w ktorej definicji (B x C,B,C = R*? pr;) jest trywialng wigzka wektorowa rzedu 1 nad C, z
naturalng strukturg trywialnej wigzki wektorowej rzedu 2 nad R (indukowanej przez kanoniczne
wlozenie jg : R — C : 7 > (7,0)). Dzialanie ciala bazowego C na V€ jest przy tym
dziedziczone z naturalnego dzialania

idpgxf; : BxC O : (z,2) — (,(-2)
tegoz ciala na czynniku trywialnym B x C wedle schematu
]LCEidvé@(idBXEg), CeC.
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