
METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
8. WYKŁAD ZDALNY

Maja̧c w garści kompletna̧ i zarazem strukturalna̧ klasyfikacjȩ algebr Clifforda stowarzyszonych
ze skończenie wymiarowymi przestrzeniami kwadratowymi nad R i C, możemy obecnie przysta̧pić
do badania ich reprezentacji, co da nam punkt wyjścia do dyskusji spinorów, wiȩc obiektów o
bezpośrednim znaczeniu fizykalnym. Jak pokazaliśmy dowodnie w poprzednim wykładzie, intere-
suja̧ce nas zagadninie wpisuje siȩ w kadr teorii reprezentacji bardzo szczególnych algebr prostych
i półprostych o (dwóch) tożsamych składnikach prostych. Nasze dociekania zaczniemy zatem od
wyprowadzenia ogólnych stwierdzeń dotycza̧cych takich obiektów.

1. Elementy teorii reprezentacji algebr (pół)prostych

Algebry i struktury pochodne niosa̧ce nietrywialna̧ informacjȩ fizykalna̧ (jak choćby tȩ o syme-
triach stanów i procesów przyrodniczych, czy wreszcie o samej ewolucji stanów) ujawniaja̧ swa̧
obecność w opisie obiektów i zjawisk ba̧dź to bezpośrednio, ba̧dź też za pośrednictwem struktur
generycznych stowarzyszonych z wyborem algebraicznego zbioru-modelu owych zjawisk i podle-
gaja̧cych im obiektów – najbardziej oczywiste przykłady takich wyborów to: konstrukcja algebry
(Poissona–)Liego funkcji gładkich na rozmaitości symplektycznej (z nawiasem Poissona określonym
przez formȩ symplektyczna̧) wykorzystywana do opisu stanów klasycznego układu fizycznego, z
która̧ stowarzyszona jest pojemna struktura algebry Liego symplektycznych pól wektorowych na
tejże rozmaitości, oraz konstrukcja przestrzeni Hilberta wykorzystywana do opisu stanów kwan-
towych układu fizycznego, z która̧ stowarzyszona jest nie mniej pojemna struktura (C∗-)algebry
ograniczonych operatorów liniowych. W tym drugim przypadku relacje konstytutywne rzec-
zonych algebr sa̧ spełniane przez pewien podzbiór elementów struktury generycznej i określaja̧
relacje równoważności na zbiorze-modelu bȩda̧cym jej nośnikiem. Relacje te porza̧dkuja̧ elementy
zbioru-modelu według kryterium przynależności do ich klas abstrakcji, co zwykle zyskuje inter-
pretacjȩ w terminach „opisów równoważnych”, „rodzajów/rodzin obiektów elementarnych”, „multi-
pletów symetrii” ’ lub „sektorów nadwyboru” w zbiorze-modelu zjawisk i obiektów. Abstrakcyjnego
aparatu konstrukcji i analizy takiego „zapośredniczonego” schematu manifestacji algebr o znacze-
niu fizycznym dostarcza teoria reprezentacji algebr, która̧ zajmiemy siȩ w niniejszym rozdziale.
Zaczynamy zatem od podstawowej

Definicja 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj (((A+A, PA, ● z→ 0A), `A),mA) bȩdzie
unitalna̧ algebra̧ ła̧czna̧ nad pierścieniem przemiennym R1, ((G,+G, PG, ● z→ 0G), `G) zaś – mo-
dułem lewostronnym nad pierścieniem R2, przy czym zakładamy, że oba pierścienie wia̧że relacja
Z (R2) ⊇ R1. Reprezentacja (typu R1) algebry A na module G to unitalny homomorfizm
R1-algebr

ρ ∶ AÐ→ EndR2(G) ,

przy czym struktura R1-algebry na EndR2(G) jest tutaj indukowana przez włożenie kanoniczne
R1 ∶ R1 ↣ R2. Moduł G określamy w tym wypadku mianem nośnika reprezentacji. Kiedy
jest on wolny, definiujemy wymiar reprezentacji jako rza̧d modułu G i zapisujemy

dimρ ≡ rkR2 G.

Jeśli ρ jest monomorfizmem, mówimy o reprezentacji wiernej. Centralizator obrazu reprezentacji
(patrz: Przykł. (4.1.12)),

CEndR2
(G)(ρ(A)) ⊂ EndR2(G) ,

nazywamy maksymalna̧ podalgebra̧ komutuja̧ca̧ reprezentacji.
1
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Podmoduł ρ-niezmienniczy to podmoduł H ⊆ G o własności

∀a∈A ∶ ρ(a)(H) ⊂H .

Wyznacza on podreprezentacjȩ reprezentacji ρ, czyli reprezentacjȩ algebry A na podmodule
H dana̧ w postaci

ρ(H) ∶ AÐ→ EndR2(H) ∶ az→ (H↾Image H)−1 ○ ρ(a) ○ H .

Ilekroć pierścień bazowy R2 = K jest ciałem, mówimy o podprzestrzeni ρ-niezmienniczej.
Reprezentacja, której jedynymi przestrzeniami niezmienniczymi sa̧ G (cały nośnik) i {0G}, nosi
miano nieprzywiedlnej. Reprezentacja, która nie jest nieprzywiedlna, jest określana jako przy-
wiedlna. Reprezentacja, której nośnik rozkłada siȩ na sumȩ prosta̧ przestrzeni niezmienniczych,
to reprezentacja półprosta. Wreszcie taka̧, której nośnik nie rozkłada siȩ na sumȩ prosta̧ nietry-
wialnych przestrzeni niezmienniczych, nazywamy nierozkładalna̧.

Dla dowolnej pary reprezentacji ρα ∶ AÐ→ EndR(Gα), α ∈ {1,2} algebry A, homomorfizm
reprezentacji, zwany także splataczem reprezentacji, to odwzorowanie χ ∈ HomR2(G1,G2)
spełniaja̧ce warunek

∀a∈A ∶ ρ2(a) ○ χ = χ ○ ρ1(a) .

Ilekroć splatacz χ jest izomorfizmem, mówimy o równoważności reprezentacji ρ1 i ρ2, która̧
zapisujemy symbolem

ρ2 ∼ ρ1 .

Reprezentacje R1-algebry A na R2-modułach lewostronnych wraz z odnośnymi splataczami
tworza̧ kategoriȩ, która̧ bȩdziemy oznaczać symbolem RepR1⊆R2

(A).

Uwaga 1. Każda reprezentacja nieprzywiedlna jest w oczywisty sposób nierozkładalna. O tym,
że w ogólności jest to wynikanie jednokierunkowe, przekonuje analiza prostego przykładu: Oto
przestrzeń R-liniowa R×2 jest nośnikiem nierozkładalnej, lecz przywiedlnej reprezentacji unitalnej
R-algebry ła̧cznej R[⋅] określonej (jednoznacznie) przez przyporza̧dkowanie generatorowi t ∈ R[⋅]
(zmiennej) macierzy

ρ(t) ∶= ( 1 2
0 1 ) .

Jedyna̧ podprzestrzenia̧ ρ-niezmiennicza̧ jest tutaj ⟨( 1
0 )⟩R, przy czym podprzestrzeń ta nie ma

(prostego) ρ-niezmienniczego dopełnienia w R×2, co wynika z rachunku

∀r∈R ∶ ( 1 2
0 1 ) ⊙ ( r1 ) = ( r1 ) + 2 ⊳ ( 1

0 ) /∈ ⟨( r1 )⟩R .

Przykłady 1.

(1) Reprezentacja trywialna R-algebry A na R-module G to taka, która spełnia warunek
∀a∈A∖{1A} ∶ ρ(a) = 0.

(2) Reprezentacja lewa regularna R-algebry A na R-module A to l⋅ ∶ AÐ→ EndR(A) ∶
a z→ mA(a, ⋅). Analogicznie definiujemy reprezentacjȩ prawa̧ regularna̧. Ilekroć A
jest unitalna, reprezentacje te sa̧ wierne.

(3) Reprezentacja zredukowana wzglȩdem ideału lewostronnego (wzgl. prawostronnego)
I ⊂ A R-algebry A na R-module I to odwzorowanie lI⋅ ∶ A Ð→ EndK(I) indukowane
przez reprezentacjȩ lewa̧ (wzgl. prawa̧) regularna̧ wskutek ograniczenia wyjściowego R-
modułu A do jego podmodułu I. Reprezentacja ta jest w oczywisty sposób nieprzywiedlna
wtedy i tylko wtedy, gdy I jest minimalny, tj. gdy I nie zawiera podideałów innych niż
{0A} oraz I.

(4) Wybór bazy w R-module G rzȩdu rkRG = N ∈ N określa reprezentacjȩ macierzowa̧
EndR(G) ≅ÐÐ→ EndR(R×N) ≡ R(N).

(5) Reprezentacje ciała K traktowanego jako unitalna Z-algebra to przestrzenie K-liniowe.

Naturalne operacje na modułach i algebrach nad pierścieniem przemiennym sa̧ dziedziczone
przez reprezentacje, czemu daje wyraz
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Definicja 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj ρα ∶ AÐ→ EndR2(Gα), α ∈ {1,2} bȩda̧
reprezentacjami R1-algebry A na R2-modułach lewostronnych Gα. Suma prosta reprezentacji
ρα to reprezentacja

ρ1 ⊕ ρ2 ∶ AÐ→ EndR(G1) ⊕EndR(G2) ∶ az→ ρ1(a) ⊕ ρ2(a) .

Iloczyn tensorowy reprezentacji ρα to reprezentacja

ρ1 ⊗ ρ2 ∶ AÐ→ EndR2(G1) ⊗R1 EndR2(G2) ∶ az→ ρ1(a) ⊗R1 ρ2(a) .

Niechaj teraz ρ ∶ A Ð→ EndR2(G) bȩdzie reprezentacja̧ R1-algebry A na R2-module G, przy
czym zakładamy (dla uproszczenia), że także R2 jest pierścieniem przemiennym. Reprezentacja
dwoista (lub dualna) do ρ to reprezentacja

ρ∗ ∶ Aopp Ð→ EndR2(G∗) ∶ az→ ρ(a)∗ ,

gdzie

ρ(a)∗ ∶ G∗↺ ∶ ϕz→ ϕ ○ ρ(a) .

Maja̧c na uwadze przyszłe konkretne zastosowania fizykalne teorii reprezentacji, uzupełnimy
dotychczasowa̧ jej dyskusjȩ o elementy nawia̧zuja̧ce bezpośrednio do konstrukcji przedstawionych
w Def. 7.5 i Stw. 7.6. Oto wiȩc mamy

Definicja 3. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj A bȩdzie algebra̧ nad ciałem R. Jej
reprezentacjȩ nazwiemy reprezentacja̧ typu R dla R ∈ {R,C,H} (tj. rzeczywistego, ze-
spolonego lub – odpowiednio – kwaternionowego), jeśli jej przeciwdziedzina̧ jest R-algebra
endomorfizmów EndRopp(G) modułu prawostronnego G nad pierścieniem R, tj.

ρ ∶ AÐ→ EndRopp(G) .

Równoważnego opisu reprezentacji typu R,C i H dostarcza oczywiste, lecz zarazem wygodne

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Reprezentacja zespolona R-algebry A to taka
jej reprezentacja rzeczywista, której maksymalna podalgebra komutuja̧ca spełnia warunek

CEndR(G)(ρ(A)) ⊃ ⟨idG, I⟩R ≅ C .

Reprezentacja kwaternionowa R-algebry A to taka jej reprezentacja rzeczywista, której maksy-
malna podalgebra komutuja̧ca spełnia warunek

CEndR(G)(ρ(A)) ⊃ ⟨idG, I, J,K⟩R ≅ H .

Dowód: Bezpośrednia konsekwencja Def. 3 oraz oraz Stw. 7.6, podparta istnieniem monomor-
fizmów R↣ C↣ H. �

O dodatkowych mechanizmach indukcji zespolonych reprezentacji algebr rzeczywistych i ich kom-
pleksyfikacji opowiada

Stwierdzenie 2. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj A ∈ ObAlgR oraz V ∈ ObVectC i
W ∈ ObModHopp . Dowolna reprezentacja zespolona ρ ∶ A Ð→ EndC(V ) kanonicznie indukuje
reprezentacjȩ

ρC ∶ AC Ð→ EndC(V )

stanowia̧ca̧ jedyne C-liniowe rozszerzenie przyporza̧dkowania

ρC(a⊗R z) ∶= ρ(a) ○ `z ≡ `z ○ ρ(a) ,

zapisanego dla dowolnych (a, z) ∈ A×C. Ponadto dowolna reprezentacja kwaternionowa ρ̃ ∶ AÐ→
EndHopp(W ) kanonicznie (tożsamościowo) indukuje reprezentacjȩ zespolona̧

ρ̃ ∶ AÐ→ EndC(W ) .
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Dowód: Trywialny. �

Powracaja̧c do dyskusji ogólnych własności reprezentacji algebr unitalnych, wypowiemy obecnie
wynik strukturalny o fundamentalnym znaczeniu dla całej teorii reprezentacji, mimo cała̧ swa̧
trywialność.

Stwierdzenie 3 (Lematy Schura). Przyjmijmy zapis Def. 1 i niechaj ρα ∶ AÐ→ EndK(Vα), α ∈
{1,2} bȩda̧ dwiema reprezentacjami K-algebry A na odnośnych przestrzeniach wektorowych Vα
nad ciałem K, odwzorowanie χ ∈ HomK(V1, V2) zaś – homomorfizmem reprezentacji. Wówczas
Kerχ jest podprzestrzenia̧ ρ1-niezmiennicza̧ przestrzeni V1, a Imageχ jest podprzestrzenia̧ ρ2-
niezmiennicza̧ przestrzeni V2. Ilekroć ρ1 jest nieprzywiedlna, zachodzi alternatywa

Kerχ = V1 ∨ Kerχ = {0V1} ,
kiedy natomiast to ρ2 jest nieprzywiedlna, zachodzi alternatywa

Imageχ = {0V2} ∨ Imageχ = V2 .

Dowód: Oczywisty. �

Jego natychmiastowa̧ konsekwencja̧ jest

Stwierdzenie 4 (Lemat Schura nad ciałem algebraicznie domkniȩtym). Przyjmijmy zapis Def. 1
i niechaj ρ ∶ A Ð→ EndK(V ) bȩdzie nieprzywiedlna̧ reprezentacja̧ K-algebry unitalnej A na
przestrzeni wektorowej V nad ciałem algebraicznie domkniȩtym K, odwzorowanie χ ∈ EndK(V )
zaś – endomorfizmem reprezentacji ρ. Wówczas istnieje skalar λ ∈ K spełniaja̧cy warunek

χ = λ ⊳ idV .

Dowód: Algebraiczna domkniȩtość K przesa̧dza o istnieniu skalara λ ∈ Sp(χ), którego możemy
użyć do zdefiniowania endomorfizmu

χλ ∶= χ − λ ⊳ idV

reprezentacji ρ. Niech wχ ∈ K[t] bȩdzie wielomianem charakterystycznym χ, a Pwχ ∶ K↺ –
funkcja̧ wielomianowa̧ z nim stowarzyszona̧. Wobec tożsamości det(χλ) ≡ Pwχ(λ) = 0K stwierdzamy,
że χλ nie jest monomorfizmem, co w świetle Stw. 3 implikuje postulowana̧ tożsamość χλ = 0. �

Na gruncie dotychczasowych rozważań natury ogólnej możemy obecnie przysta̧pić do szczegółowej
dyskusji reprezentacji algebr o szczególnej strukturze, które napotkamy w dalszej czȩści kursu.
Jednym z wyróżników tej klasy algebr pośród innych obiektów kategorii AlgK jest szczególna
prostota ich teorii reprezentacji, której świadectwa dostarcza poniższe

Twierdzenie 1. Wszystkie wierne reprezentacje nieprzywiedlne skończenie wymiarowej algebry
prostej sa̧ wzajem równoważne.

Dowód: Niechaj A ∈ ObAlgK bȩdzie algebra̧ prosta̧ skończonego wymiaru. W przypadku A =
{0A} dowód jest banalny, załóżmy zatem, że A jest nietrywialna. Zacznijmy od skonstruowania
wyróżnionej reprezentacji referencyjnej. W tym celu wybierzmy dowolny minimalny (niezerowy)
ideał lewostronny I ⊂ A, którego istnienie zapewnia skończoność wymiaru A (wystarczy zacza̧ć
jego poszukiwania od ideału A, w którym w nastȩpnym kroku wybieramy dowolny nietrywialny
podideał lewostronny, o ile takowy istnieje, i procedurȩ powtarzamy (co najwyżej (dimKA − 2)-
krotnie)), i rozważmy reprezentacjȩ lI⋅ zredukowana̧ wzglȩdem I (w rozumieniu Przykł. 1 (3)).
Reprezentacja ta jest nieprzywiedlna z racji minimalności I, pozostaje zatem zbadać jej wierność.
Jeśli I = A, to I.I ≠ {0A} wprost na mocy założenia, a zatem możemy zastosować tezȩ Stw. 4.7,
która pozwala stwierdzić, że I = A.P ≡ I.P dla pewnego idempotenta P ∈ I ≡ A. Załóżmy, że
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lI⋅ nie jest wierna, tj. Ker lI⋅ ≠ {0A}, a wtedy nieodzownie Ker lI⋅ = A, gdyż Ker lI⋅ jest ideałem
obustronnym. Wobec ła̧czności mnożenia w A, to daje nam

lI⋅ ∶ A × IÐ→ I ∶ (a, b.P ) z→ a.(b.P ) ≡ (a.b).P = 0A ,

przy czym a.b ∈ A ≡ I, przeto w świetle argumentacji analogicznej do tej z dowodu Stw. 4.7 (a
wobec P ≠ 0A) konstatujemy, że ∀a,b∈A ∶ a.b = 0A, w sprzeczności z założeniem o prostocie
A. Pozostaje jeszcze rozpatrzeć przypadek I ⊊ A. I w tym przypadku załóżmy, że Ker lI⋅ = A.
Wobec niezerowości I możemy wybrać x ∈ I ∖ {0A}, z którym nastȩpnie stowarzyszamy ideał
prawostronny x.A ⊂ A. Poczynione założenie przesa̧dza o tym, że jest to ideał obustronny, oto
bowiem

∀a∈A ∶ a.(x.A) = (a.x).A ≡ lIa(x).A = 0A.A = {0A} ⊂ x.A .

Wobec prostoty A wnioskujemy, że albo x.A = {0A}, albo też x.A = A. Jeśli x.A = {0A}, to bez
trudu stwierdzamy, że także ⟨x⟩K jest ideałem obustronnym, gdyż

∀(a,λ)∈A×K ∶ a.(λ ⊳ x) = λ ⊳ (a.x) ≡ λ ⊳ lIa(x) = λ ⊳ 0A = 0A

oraz

∀(a,λ)∈A×K ∶ (λ ⊳ x).a = λ ⊳ (x.a) ∈ x.A = {0A} ,

a ponieważ ⟨x⟩K ≠ {0A} (wszak x ≠ 0A), przeto koniecznie ⟨x⟩K = A. Wtedy jednak zachodzi
równość A.A ≡ ⟨x⟩K .A = x.A = {0A}, co jest w sprzeczności z założeniem o prostocie A. Jeżeli
natomiast x.A = A, to

∀a,b=x.c∈A ∶ a.b ≡ a.(x.c) = (a.x).c ≡ lIa(x).c = 0A.c = 0A ,

znów w sprzeczności z założeniem A.A ≠ {0A}. Ostatecznie wiȩc nieodzownie Ker lI⋅ = {0A}, czyli
mamy do czynienia z wierna̧ i – jak pokazaliśmy wcześniej – nieprzywiedlna̧ reprezentacja̧ lI⋅ .

Niechaj teraz ρ ∶ A Ð→ EndK(V ) bȩdzie wierna̧ reprezentacja̧ nieprzywiedlna̧ na przestrzeni
wektorowej V . Wierność ρ oznacza, że ∀a∈I∖{0A} ∶ ρ(a) ≠ 0, czyli

∀a∈I∖{0A} ∃v∈V ∶ ρ(a)(v) ≠ 0V .

Ustalmy a0 ∈ I ∖ {0A} oraz odnośny wektor v0 ∈ V (o powyższej własności) i zdefiniujmy odw-
zorowanie (jawnie) K-liniowe

χ0 ∶ IÐ→ V ∶ az→ ρ(a)(v0) .

Odwzorowanie to spełnia – dla dowolnych (a, b) ∈ A × (I ∖ {0A}) – warunek

χ0 ○ lIa(b) ≡ χ0(a ⋅A b) ≡ ρ(a ⋅A b)(v0) = ρ(a) ○ ρ(b)(v0) ≡ ρ(a) ○ χ0(b) ,

tj. splata ze soba̧ nieprzywiedlne reprezentacje A: reprezentacjȩ zredukowana̧ wzglȩdem I oraz ρ,
patrz: Przykł. 1 (3). Ponieważ jednak zarówno Kerχ0 ≠ I (gdyż χ0(a0) ≠ 0V ), jak i Imageχ0 ≠
{0V } (z tego samego powodu), przeto – na mocy Stw. 3 – χ0 jest izomorfizmem. Na tej pod-
stawie wnioskujemy, że każda wierna reprezentacja nieprzywiedlna ρ ∶ A Ð→ EndK(V ) jest
równoważna reprezentacji zredukowanej lI⋅ wzglȩdem dowolnego (minimalnego) ideału lewostron-
nego I ⊂ A. �

Jego treść uzupełnia w nader istotny sposób

Stwierdzenie 5. Wszystkie nietrywialne reprezentacje unitalnej algebry prostej sa̧ wierne.

Dowód: Niechaj A ∈ ObuAlgK bȩdzie algebra̧ prosta̧, ρ ∶ A Ð→ EndK(V ) zaś – jej reprezen-
tacja̧, przy czym zakładamy, że Kerρ ≠ {0A}. Wybierzmy dowolny element a ∈ Kerρ ∖ {0A} i
wygenerujmy zeń ideał obustronny

⟨a⟩A ∶= {
N

∑
i=1

bi ⋅A a ⋅A ci ∣ bi, ci ∈ A , i ∈ 1,N , N ∈ N } .
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Ideał ów zawiera a ≠ 0A, gdyż a ≡ 1A.a.1A, a zatem z racji prostoty A zachodzi równość ⟨a⟩A = A,
która jednak pocia̧ga za soba̧ tożsamość (zapisana̧ symbolicznie)

ρ(A) ≡ ρ(A.a.A) = ρ(A) ○ ρ(a) ○ ρ(A) = 0 ,

wiȩc też trywialność ρ. �

Z poła̧czenia obu poprzednich wyników wyprowadzamy

Corollarium 1. Wszystkie nietrywialne reprezentacje nieprzywiedlne unitalnej algebry prostej sa̧
wzajem równoważne.

W kontekście Stw. 4.5 i Def. 2 rodzi siȩ naturalne pytanie o konsekwencje, jakie powyższe rozważa-
nia niosa̧ dla teorii reprezentacji algebr bȩda̧cych sumami prostymi unitalnych algebr prostych
(czyli szczególnymi przypadkami tzw. algebr półprostych), przy czym – jak niemal zawsze w
niniejszym kursie – ostatecznej sankcji logicznej dla tego pytania dostarczaja̧ istotne fizykalne zas-
tosowania owych algebr, jak choćby napotkana przez nas klasyfikacja rzeczywistych i zespolonych
algebr Clifforda. Ilościowej odpowiedzi na nie udziela

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Niechaj {A}i∈1,N ⊂ ObuAlgK bȩdzie rodzina̧
unitalnych algebr prostych nad ciałem K o odnośnych nietrywialnych reprezentacjach nieprzy-
wiedlnych {ρi}i∈1,N , o których mowa w Cor. 1. Dowolna nietrywialna reprezentacja nieprzywiedlna
algebry ⊕Ni=1 Ai jest równoważna jednej z reprezentacji

ρn⋅ ∶= ⊕Ni=1 ni ρi ,

n⋅ ≡ (n1, n2, . . . , nN) ∈ {(1,0,0, . . . ,0), (0,1,0,0, . . . ,0), . . . , (0,0, . . . ,0,1)} .

Dowód: Niechaj ρ ∶ ⊕Ni=1 Ai Ð→ EndK(V ) bȩdzie nietrywialna̧ reprezentacja̧ nieprzywiedlna̧.
Rozważmy kanoniczne włożenia Ai ∶ Ai ↣⊕Ni=1 Ai. Bez trudu przekonujemy siȩ, że endomorfizmy

πi ∶= ρ ○ Ai(1Ai) , i ∈ 1,N

tworza̧ zupełna̧ rodzinȩ rzutów komplementarnych na V , zatem zadaja̧ rozkład

V =
N

⊕
i=1

Vi , Vi ∶= πi(V ) ,

którego składnik prosty Vi jest nośnikiem reprezentacji

ρi ∶= ρ ○ Ai ∶ Ai Ð→ EndK(Vi)
o własności

∀j∈1,N∖{i} ∶ ρj(Aj)(Vi) ≡ ρj(Aj) ○ ρ ○ Ai(1Ai)(V ) = ρ(Aj(Aj) ⋅A Ai(1Ai))(V )

= ρ({0A})(V ) = {0V } ,
która pozwala zapisać

ρ(A)(Vi) ≡ ρ(
N

⊕
j=1

Aj(Aj)) ○ (ρ ○ Ai)(1Ai)(V ) = ρ(Ai(Ai) ⋅A Ai(1Ai))(V )

= ρ ○ Ai(Ai)(Vi) ≡ ρi(Ai)(Vi) .
czyli – innymi słowy –

ρ ≡
N

⊕
i=1

ρi ○ pri ,

gdzie pri ∶ A ↠ Ai jest rzutem kanonicznym na składowa̧. I odwrotnie, rodzina reprezentacji
ρi ∶ Ai Ð→ EndK(Vi), i ∈ 1,N zadaje reprezentacjȩ

ρ ∶=
N

⊕
i=1

EndK(Vi) ○ ρi ○ pri ∶
N

⊕
i=1

Ai Ð→ EndK(
N

⊕
i=1

Vi)
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sumy prostej algebr Ai na (zewnȩtrznej) sumie prostej przestrzeni Vi. Wobec prostego charakteru
rozkładu ρ na składowe jest jasnym, że nietrywialność i nieprzywiedlność ρ wymaga, iżby wszys-
tkie poza jedna̧ z podreprezentacji ρ̃i ∶= (EndK(Vi)○)ρi ○pri były trywialne, a do tego – iżby sama
nietrywialna ρ̃i była nieprzywiedlna, co w świetle Cor. 1 jest równoznaczne z dowodzona̧ teza̧. �

Możemy już teraz przysta̧pić do konstruktywnego opisu (nietrywialnych) reprezentacji nieprzy-
wiedlnych wyróżnionych algebr macierzowych wspomnianych w tezie Stw. 4.3, które napotkaliśmy
we wcześniejszej czȩści wykładu.

Twierdzenie 2. Przyjmijmy zapis Def. 1. Wszystkie nietrywialne reprezentacje nieprzywiedlne
dowolnej z K-algebr R(n), n ∈ N ∖ {0}, o których mowa w Stw. 4.3 (K dowolne, gdy R = K jest
ciałem, wzgl. K = R ⊂ R, gdy R ∈ {C,H}), sa̧ równoważne odnośnej reprezentacji definiuja̧cej

ρdef ∶= idEndRopp(R×n) .

Ponadto dowolna skończenie wymiarowa nietrywialna reprezentacja algebry K(n) nad ciałem K
jest równoważna skończonej sumie prostej kopii tejże reprezentacji definiuja̧cej.

Dowód: Zauważmy przede wszystkim, że reprezentacja ρdef jest nietrywialna i nieprzywiedlna,
gdyż ρdef(1n) = 1n ≠ 0n oraz

∀v∈R×n∖{0}
w∈R×n

∃a∈R(n) ∶ w = a⊙ v .

Istotnie, dowolny wektor v ≠ 0R×n ma różna̧ od zera jedna̧ ze składowych vi ≠ 0 w bazie standar-
dowej E ≡ {ei}i∈1,n, można zatem dla ustalonego w = wi ⊳ ei wybrać a w postaci

a ∶= wj

vi
⊳ E(n)

j,i

gdzie {E(n)i,j }i,j∈1,n jest baza̧ standardowa̧ pierścienia R(n) wskazana̧ w Przykł. 4.1 (1) i gdzie
kreska nad indeksem i oznacza, że nie jest on wysumowany. Pierwsza czȩść dowodzonej tezy jest
zatem bezpośrednia̧ konsekwencja̧ Cor. 1.

Niech dalej ρ ∶ K(n) Ð→ EndK(V ) bȩdzie reprezentacja̧ K-algebry K(n) na pewnej przestrzeni
K-liniowej V . Łatwo sprawdzamy, że endomorfizmy tej ostatniej dane wzorami

πi ∶= ρ(E(n)i,i )

tworza̧ zupełna̧ rodzinȩ rzutów komplementarnych na V , oto bowiem na mocy Równ. (4.1) i (4.2)
zachodzi

πi ○ πj ≡ ρ(E(n)i,i ⊙E(n)j,j ) = δKi,j ⊳ ρ(E
(n)
i,j ) = δKi,j ⊳ ρ(E

(n)
i,i ) ≡ δKi,j ⊳ πi

oraz
n

∑
i=1

πi ≡ ρ(
n

∑
i=1

E
(n)
i,i ) = ρ(1n) = idV .

To jednak jest równoznaczne z istnieniem rozkładu

V =
n

⊕
i=1

πi(V ) .

Rozważmy odwzorowania K-liniowe

τ1→k ∶= ρ(E(n)k,1 )↾π1(V ) ∶ π1(V ) Ð→ V

o własności

τ1→k ○ π1 ≡ ρ(E(n)k,1 ⊙E(n)1,1 ) = ρ(E(n)k,k ⊙E
(n)
k,1 ) ≡ πk ○ τ1→k ,

która implikuje relacje

Image τ1→k ⊂ πk(V ) .
Zdefiniowawszy odwzorowania K-liniowe

τk→1 ∶= ρ(E(n)1,k )↾πk(V ) ∶ πk(V ) Ð→ V
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o własności

τk→1 ○ πk ≡ ρ(E(n)1,k ⊙E
(n)
k,k ) = ρ(E

(n)
1,1 ⊙E(n)1,k ) ≡ π1 ○ τk→1 ,

z której wynikaja̧ relacje

Image τk→1 ⊂ π1(V ) ,
stwierdzamy bez trudu, że odwzorowania τk→1 sa̧ obustronnymi odwrotnościami odwzorowań
τ1→k,

τ1→k ○ τk→1 ≡ ρ(E(n)k,1 ⊙E(n)1,k )↾πk(V ) = ρ(E
(n)
k,k )↾πk(V ) ≡ πk↾πk(V ) = idπk(V ) ,

τk→1 ○ τ1→k ≡ ρ(E(n)1,k ⊙E
(n)
k,1 )↾π1(V ) = ρ(E

(n)
1,1 )↾π1(V ) ≡ π1↾π1(V ) = idπ1(V ) ,

co daje nam do rȩki rodzinȩ izomorfizmów podprzestrzeni

τk→1 ∶ πk(V ) ≅ÐÐ→ π1(V ) , k ∈ 1, n .

Określmy nastȩpnie odwzorowanie K-liniowe

T ≡ (π1, τ1→2, τ1→3, . . . , τ1→n) ∶ π1(V ) Ð→
n

⊕
i=1

V

i oznaczmy – dla dowlnego wektora v ∈ π1(V ) –

(τv1 , τv2 , . . . , τvn) ∶= T (v) .
Łatwo sprawdzamy, że przestrzeń ⟨T (v)⟩K ⊂ V jest dla dowolnego v ≠ 0V podprzestrzenia̧ ρ-
niezmiennicza̧ – istotnie, układ T ∶= {τvk }k∈1,n jest jawnie K-liniowo niezależny (wszak jego el-
ementy, bȩda̧ce izomorficznymi obrazami wektora niezerowego, należa̧ do parami różnych skład-
ników prostych V ), a przy tym wprost na mocy definicji rozpina przestrzeń ⟨T (v)⟩K, jest zatem
jej baza̧, w niej zaś stwierdzamy – dla dowolnej macierzy M =Mij ⊳ E(n)i,j ∈ K(n) –

ρ(M)(τvk ) = Mij ⊳ ρ(E(n)i,j ⊙E(n)k,1 )(v) =Mij ⋅ δKj,k ⊳ ρ(E
(n)
i,1 )(v)

≡ Mi,k ⊳ τvi ∈ ⟨T (v)⟩K .
Przy tym zauważamy, że także w przypadku reprezentacji definiuja̧cej ρdef sa̧ – w bazie standar-
dowej E przestrzeni K×n – spełnione równości

ρdef(M)(ek) = Mij ⊳ E(n)i,j ⊙ ek =Mij ⋅ δKj,k ⊳ ei ≡Mi,k ⊳ ei ,
wiȩc odwzorowanie K-liniowe

ιv ∶ ⟨T (v)⟩K Ð→ K×n

bȩda̧ce rozszerzeniem przyporza̧dkowania baz

⟨T (v)⟩K ∋ τvi z→ ei ∈ K×n , i ∈ 1, n

jest równoważnościa̧ reprezentacji

ρ↾⟨T (v)⟩K ∼ ρdef .

Uwzglȩdniaja̧c powyższe, wybierzmy w π1(V ) dowolna̧ bazȩ {vi ≡ τvi1 }i∈1,D, D ≡ dimK π1(V ),
a wówczas układy wektorów {τvik }i∈1,D ⊂ πk(V ), k ∈ 1, n sa̧ – jako izomorficzne obrazy układu
bazowego – bazami w odnośnych składnikach πk(V ) ⊂ V , co w sumie daje nam rozkład

V =
n

⊕
k=1

πk(V ) =
n

⊕
k=1

D

⊕
i=1

⟨τvik ⟩K =
D

⊕
i=1

n

⊕
k=1

⟨τvik ⟩K ≡
D

⊕
i=1

⟨T (vi)⟩K
⊕
D
i=1 ιviÐÐÐÐÐ→

D

⊕
i=1

K×n ,

a wraz z nim – postulowana̧ równoważność

ρ ∼
D

⊕
i=1

ρdef .

�
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Powyższe twierdzenie stanowi zwieńczenie naszej wyczerpuja̧cej analizy teorii reprezentacji algebr
prostych. Jednocześnie tworzy ono naturalny kontekst, w którym możliwe jest lepsze zrozumienie
sensu Stw. 1. Oto wiȩc mamy

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy zapis Tw. 2 i ustalmy (dowolnie) n ∈ N∖{0}. Prawdziwe sa̧ nastȩpuja̧ce
zdania:

(i) Reprezentacja definiuja̧ca R-algebry R(n) jest rzeczywista i nie jest zespolona, wiȩc tym
bardziej nie jest też kwaternionowa.

(ii) Reprezentacja definiuja̧ca R-algebry C(n) jest zespolona i nie jest kwaternionowa.
(iii) Reprezentacja definiuja̧ca R-algebry H(n) jest kwaternionowa.

Dowód: Punktem wyjścia do udowodnienia tezy stwierdzenia jest zrozumienie strukturalnej różnicy
miȩdzy odwzorowaniem R-liniowym i odwzorowaniem Ropp-liniowym na R×n dla pierścienia z
dzieleniem R ∈ {R,C,H}, w którym pierścień R jest zanurzony poprzez monomorfizm

R ∶ R↣ R ≡ R×N ∶ r z→ (r,0,0, . . . ,0
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
N−1 razy

) ,

gdzie N = 1 dla R = R, N = 2 dla R = C i N = 4 dla R = H. Biora̧c pod uwagȩ to zanurzenie,
zapiszemy

R×n ≡
n

⊕
i=1

R×N ≅ R×n ⊗R R×N ,

a wtedy

EndR(R×n) ≅ R(n) ⊗R R(N) .

Dalej zauważmy, że należa̧ce do R współczynniki rozkładu dowolnej macierzy M = E(n)i,j ⊗RMij ∈
R(n) w bazie standardowej należy przy powyższym rozkładzie rozumieć jako macierze

Mij =
N

∑
a=1

Ma
ij ⊳ IRa ∈ R(N)

o współczynnikach rzeczywistych Mk
i,j , rozpiȩte na generatorach IRa ∈ R(N) realizuja̧cych dzi-

ałanie (poprzez mnożenie) elementów bazy standardowej 1 (w przypadku R = R) wzgl. (1,0), (0,1)
(w przypadku R = C) wzgl. (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) (w przypadku R = H) na
R×N ≡ R. Widzimy zatem, że

R(n) ≅ R(n) ⊗R
n

⊕
a=1

⟨IRa ⟩R ⊂ R(n) ⊗R R(N) ≅ EndR(R×n) .

Bez trudu znajdujemy jawna̧ postać wyróżnionych macierzy IRa (z której wynika ich liniowa
niezależność) w bezpośrednim rachunku,

1 ⋅R a = a Ô⇒ IR1 = 1 ,

(1,0) ⋅C (a, b) = (a, b) Ô⇒ IC1 = ( 1 0
0 1 ) ≡ σ̃0 ,

(0,1) ⋅C (a, b) = (−b, a) Ô⇒ IC1 = ( 0 −1
1 0 ) ≡ σ̃2 ,

(1,0,0,0) ⋅H (a, b, c, d) = (a, b, c, d) Ô⇒ IH1 = σ̃0 ⊗R σ̃0 ,

(0,1,0,0) ⋅H (a, b, c, d) = (−b, a,−d, c) Ô⇒ IH2 = σ̃0 ⊗R σ̃2 ,

(0,0,1,0) ⋅H (a, b, c, d) = (−c, d, a,−b) Ô⇒ IH3 = σ̃2 ⊗R i ⊳ σ̃3 ,

(0,0,0,1) ⋅H (a, b, c, d) = (−c, d, a,−b) Ô⇒ IH4 = σ̃2 ⊗R i ⊳ σ̃1 ,
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przy czym σ̃µ, µ ∈ {0,1,2,3} sa̧ osławionymi macierzami Pauliego (w matematycznie raczej
niż fizycznie umotywowanej konwencji1) o prostych regułach (anty-)komutacji

[σ̃i, σ̃j] = 2εijk ⊳ σ̃k , {σ̃i, σ̃j} = −2δi,j ⊳ σ̃0 ,

zapisanych przy użyciu symbolu Levi-Civitty

εijk ∶= { sign(σ) , gdy (i, j, k) = (σ(1), σ(2), σ(3)) dla σ ∈S{1,2,3}
0 w przeciwnym przypadku .

Na tym etapie możemy już wygodnie przeformułować pytanie o postać centralizatora CEndR(R×n)(R(n))
– w wybranej przez nas wygodnej prezentacji EndR(R×n) tworza̧ go macierze

C = Cij,ab ⊳ E(n)i,j ⊗R E
(N)
a,b ∈ R(n) ⊗R R(N)

przemienne ze wszystkimi generatorami wiernego obrazu R(n) w R(n) ⊗R R(N), tj. spełniaja̧ce
układ warunków

∀
(i,j,a)∈1,n×1,n×1,N ∶ [C,E(n)i,j ⊗R I

R
a ] = 0n ⊗R 0N .(1)

Wykorzystuja̧c algebrȩ (4.2), możemy przepisać powyższe warunki w postaci

∀
(i,j,a)∈1,n×1,n×1,N ∶ Cki,bc ⊳ E(n)k,j ⊗R E

(N)
b,c ⊙ IRa = Cjk,bc ⊳ E(n)i,k ⊗R I

R
a ⊙E(N)b,c .

Dla a = 1, a wobec liniowej niezależności wektorów E
(N)
b,c wnioskujemy na tej podstawie, że

∀
(i,j,b,c)∈1,n×1,n×1,N×1,N ∶ Cki,bc ⊳ E(n)k,j = Cjk,bc ⊳ E(n)i,k .

Łatwo widać, że obecność dowolnego niezerowego wyrazu Cki,bc o indeksach k ≠ i prowadziłaby do
sprzeczności, gdyż oznaczałaby, że wektor E(n)k,j należy do powłoki R-liniowej wektorów E

(n)
l,m , l ≠ k,

stwierdzamy wiȩc, że niechybnie

∀
(i,j,a,b)∈1,n×1,n×1,N×1,N ∶ Cij,ab = δi,j cab

dla pewnych liczb cab ∈ R, czyli – innymi słowy – że

C = 1n ⊗R c

dla pewnej macierzy c ∈ R(N), która w świetle (1) spełnia układ warunków przemienności

∀a∈2,N ∶ [c, IRa ] = 0N .(2)

To pozwala zapisać równość

CEndR(R×n)(R(n)) = ⟨1n⟩R ≅ R ,

co kończy dowód punktu (i).
W przypadku R = C mamy do czynienia z macierza̧

c ∶= (α β
γ δ ) ∈ R(2)

o własności

( β −α
δ −γ ) = (α β

γ δ ) ⊙ ( 0 −1
1 0 ) != ( 0 −1

1 0 ) ⊙ (α β
γ δ ) = ( −γ −δ

α β ) ,

a zatem

c = ( α β
−β α )

i ostatecznie

CEndR(C×n)(C(n)) = ⟨1n ⊗R σ̃0,1n ⊗R σ̃2⟩R ≅ C ,

co pokazuje słuszność punktu (ii). Odnotujmy na marginesie, że R-liniowy endomorfizm 1n⊗R σ̃2

przestrzeni C×n realizuje działanie skalara (0,1), tj. – w zapisie Stw. 7.6 – jest struktura̧ zespolona̧

1Macierze σ̃i, i ∈ {1,2,3} stanowia̧ bazȩ algebry Liego su2, która̧ w zgodzie z tradycja̧ matematyczna̧ wybieramy
w postaci skośnie hermitowskiej.
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na C×n, co pozwala nadać nowy (i równoważny poprzedniemu) sens pojȩciu endomorfizmu C-
liniowego tejże przestrzeni: oto macierze C(n) sa̧ przemienne z tymi i tylko tymi odwzorowaniami
R-liniowymi na C×n, które realizuja̧ działanie ciała C.

Przechodza̧c do ostatniego przypadku, R = H, zapisujemy macierz c w postaci

c ∶= (A B
Γ ∆ ) , A,B,Γ,∆ ∈ R(2) ,

A ∶= (α1 α2
α3 α4 ) , B ∶= ( β1 β2

β3 β4
) , Γ ∶= ( γ1 γ2γ3 γ4 ) , ∆ ∶= ( δ1 δ2δ3 δ4

) ,

po czym nakładamy po kolei warunki z (2). Z warunku dla a = 2 wyprowadzamy zależności

∀x∈{α,β,γ,δ} ∶ (x3, x4) = (−x2, x1) ,

a z warunku dla a = 3 – relacje

Γ = −BT , ∆ = AT .

Warunek dla a = 4 jest teraz spełniony tożsamościowo i koniec końców otrzymujemy oczekiwana̧
równość

CEndR(H×n)(H(n))

= ⟨1n ⊗R (σ̃0 ⊗R σ̃0),1n ⊗R (i ⊳ σ̃3 ⊗R σ̃2),1n ⊗R (σ̃2 ⊗R σ̃0),1n ⊗R (i ⊳ σ̃1 ⊗R σ̃2)⟩R ,

przy czym raz jeszcze przekonujemy siȩ, że wyróżnione R-liniowy endomorfizmy 1n ⊗R (i ⊳ σ̃3 ⊗R
σ̃2),1n⊗R(σ̃2⊗Rσ̃0) i 1n⊗R(i ⊳ σ̃1⊗Rσ̃2) realizuja̧ na H×n naturalne działanie prawostronne (czyli
z prawej strony – patrz: Def. 7.3) elementów – odpowiednio – (0,1,0,0), (0,0,1,0) i (0,0,0,1)
pierścienia bazowego H, wiȩc definiuja̧ nań strukturȩ kwaternionowa̧ w rozumieniu Stw. 7.6. Ma-
cierze H(n) (po raz wtóry) zyskuja̧ interpretacjȩ endomorfizmów utworzonej w ten sposób kwa-
ternionowej przestrzeni wektorowej jako wyróżnione odwzorowania R-liniowe na H×n, które sa̧
przemienne wyła̧cznie z odwzorowaniami R-liniowymi na H×n realizuja̧cymi (prawostronne) dzia-
łanie pierścienia H. �

2. Ogólne własności modułów Clifforda

Wdalszej czȩści wykładu skrupulatnie wykorzystamy wszystkie dotychczasowe nasze obserwacje
dotycza̧ce struktury rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda w celu przeprowadzenia wycz-
erpuja̧cej klasyfikacji ich reprezentacji, co bȩdzie stanowiło fundamentalny przyczynek do zrozu-
mienia fizykalnie istotnych tzw. reprezentacji spinorowych pewnych wyróżnionych podalgebr ty-
chże algebr Clifforda. Punktem wyjścia do dalszej dyskusji jest

Definicja 4. Przyjmijmy zapis dotychczasowy i niechaj (((V,+V ,PV , ● z→ 0V ), `V ),QV ) bȩdzie
przestrzenia̧ kwadratowa̧ nad ciałem K.Moduł Clifforda algebry Cliff(V,QV ) to para (((W,+W ,
PW , ● z→ 0W ), `W ), ρ) złożona z przestrzeni wektorowej ((W,+W ,PW , ● z→ 0W ), `W ) nad ciałem
K oraz reprezentacji

ρ ∶ Cliff(V,QV ) Ð→ EndK(W ) .

Najbardziej elementarnej (re)interpretacji (algebraicznej) powyższej definicji na gruncie leża̧cej u
jej podstaw definicji algebry Clifforda dostarcza

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. 4. Ilekroć forma kwadratowa QV jest niezwyrodniała,
ograniczenie (dziedziny) reprezentacji algebry Clifforda do przestrzeni wektorowej V ⊂ Cliff(V,QV )
jest wierne (tj. injektywne).

Dowód: Dla dowolnego v ∈ Kerρ obliczamy – wobec homomorficzności ρ –

QV (v) ⊳ idW ≡ QV (v) ⊳ ρ(eC) = ρ(v.v) = ρ(v)2 = 0 ,
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co z racji niezwyrodnienia QV implikuje równość v = 0V . �

Uwaga 2. W świetle powyższego stwierdzenia możemy postrzegać moduł Clifforda jako wierna̧
realizacjȩ przestrzeni wektorowej V w przestrzeni wektorowej W , transportuja̧ca̧ strukturȩ algebry
(Clifforda) na V indukowana̧ w obecności formy kwadratowej QV .

Jako że prowadzimy nasze rozważania w środowisku przestrzeni kwadratowych, zasadnym wydaje
siȩ wyróżnienie tych reprezentacji algebr Clifforda, które – w przypadku istnienia struktury prze-
strzeni kwadratowej na nośniku reprezentacji – wykazuja̧ proste własności wzglȩdem obu struktur
przestrzeni kwadratowej: na przestrzeni V określaja̧cej reprezentowana̧ algebrȩ oraz na nośniku
reprezentacji W . Ten sposób myślenia formalizuje

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 4, zakładaja̧c przy tym, że także nośnik reprezentacji W jest
przestrzenia̧ kwadratowa̧ z forma̧ kwadratowa̧ QW . Ustaliwszy skalar ε ∈ {−1K,1K}, reprezentacjȩ
algebry Clifforda ρ ∶ Cliff(V,QV ) Ð→ EndK(W ) określimy mianem ε-ortogonalnej, jeśli dla
dowolnych (v,w1,w2) ∈ V ×W ×2 jest spełniony warunek

ΦQW (ρ ○ CV (v)(w1), ρ ○ CV (v)(w2)) = ε ⋅K QV (v) ⋅K ΦQW (w1,w2) ,(3)

w którego zapisie CV ∶ V Ð→ Cliff(V,Q) jest kanonicznym odwzorowaniem Clifforda.

Mamy proste

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy zapis dotychczasowy, zakładaja̧c dodatkowo, że QW jest niezwyrod-
niała. Wówczas reprezentacja ρ ∶ Cliff(V,QV ) Ð→ EndK(W ) jest ε-ortogonalna wtedy i
tylko wtedy, gdy odwzorowanie K-liniowe ρ ○ CV (v) ∈ EndK(W ) jest dla dowolnego v ∈ V ε-
hermitowskie, tj. spełnia warunek

(ρ ○ CV )(v)† = ε (ρ ○ CV )(v) ,

gdzie (⋅)† jest sprzȩżeniem hermitowskim określonym wzglȩdem ΦQW .

Dowód: Założenie o niezwyrodnieniu QW , implikuja̧ce niezwyrodnienie indukowanej przez nia̧
formy dwuliniowej ΦQW , pozwala przepisać warunek (3) definiuja̧cy reprezentacjȩ ε-ortogonalna̧
w równoważnej postaci

∀v∈V ∶ (ρ ○ CV )(v)† ○ (ρ ○ CV )(v) = εQV (v) ⊳ idW .

Ponieważ zachodzi także równość

(ρ ○ CV )(v) ○ (ρ ○ CV )(v) = ρ(CV (v).CV (v)) = ρ(QV (v) ⊳ eC) = QV (v) ⊳ idW ,

przeto otrzymujemy tożsamość

QV (v) ⊳ (ρ ○ CV )(v)† ≡ (ρ ○ CV )(v)† ○ (ρ ○ CV )(v) ○ (ρ ○ CV )(v) = εQV (v) ⊳ (ρ ○ CV )(v) ,

z którego – wobec niezwyrodnienia QV – wynika już wprost poża̧dana teza. �

Naturalności dokonanego przez nas wyróżnienia dowodzi

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy zapis Def. 5. Dowolna reprezentacja algebry Clifforda rzeczywis-
tej przestrzeni kwadratowej (wymiaru dV = dimR V ) o (pseudo)euklidesowej formie kwadratowej
QV = εV ⊳ δ(dV )E , εV ∈ {−1,+1} na rzeczywistej przestrzeni kwadratowej (wymiaru dW = dimRW )
o (pseudo)euklidesowej formie kwadratowej QW = εW ⊳ δ(dW )E , εW ∈ {−1,+1} jest równoważna
pewnej reprezentacji εV -ortogonalnej.

Dowód: Wybierzmy bazȩ εV -ortonormalna̧ E ∶= {ei}i∈1,dV w przestrzeni V , a wówczas w Cliff(V,QV )
sa̧ spełnione relacje

{ei, ej} = 2εV δi,j ⊳ eC , i, j ∈ 1, dV .
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Zdefiniujmy grupȩ

Γ ∶= ⟨ei ∣ i ∈ 1, dV ⟩ ,
generowana̧ multyplikatywnie przez obrazy elementów bazy E w Cliff(V,QV ). Grupa ta jest w
oczywisty sposób skończona, ma zatem sens poniższa definicja odwzorowania dwuliniowego:

(⋅ ∣ ⋅)Γ ∶ W ×W Ð→ R ∶ (w1,w2) z→ ∑
γ∈Γ

ΦQW (ρ(γ)(w1), ρ(γ)(w2)) .

Przy tym (εW -)określoność formy ΦQW implikuje (taka̧ż) określoność odwzorowania (⋅ ∣ ⋅)Γ, a
nadto – dla dowolnych γ ∈ Γ i w1,w2 ∈W ×2 – stwierdzamy Γ-niezmienniczość tego ostatniego,

(ρ(γ)(w1) ∣ρ(γ)(w2))
Γ ≡ ∑

γ̃∈Γ

ΦQW (ρ(γ̃.γ)(w1), ρ(γ̃.γ)(w2))

= ∑
γ̃.γ∈Γ

ΦQW (ρ(γ̃.γ)(w1), ρ(γ̃.γ)(w2)) ≡ (w1 ∣w2)Γ .

Pierwsza z tych cech pozwala stwierdzić istnienie odwzorowania χ ∈ AutR(W ) o własności

∀w1,w2∈W ∶ (w1 ∣w2)Γ = ΦQW (χ(w1), χ(w2)) .
Istotnie, wystarczy wybrać w W – w zgodzie z Twierdzeniem Lagrange’a o diagonalizacji formy
kwadratowej – bazȩ {fi}i∈1,dW εW -ortonormalna̧ wzglȩdem formy kwadratowej QW oraz bazȩ
{gi}i∈1,dW εW -ortonormalna̧ wzglȩdem formy kwadratowej

QΓ
W ∶ W Ð→ R ∶ w z→ (w ∣w)Γ ,

a nastȩpnie dokonać (jedynego) R-liniowego rozszerzenia przyporza̧dkowania

χ(gi) ∶= fi , i ∈ 1, dW ,

gdyż wtedy

(w1 ∣w2)Γ = wi1 ⋅R w
j
2 ⋅R (gi ∣ gj)Γ = εW wi1 ⋅R w

j
2 ⋅R δ

R
i,j ≡ wi1 ⋅R w

j
2 ⋅R ΦQW (fi, fj)

= wi1 ⋅R w
j
2 ⋅R ΦQW (χ(gi), χ(gj)) = ΦQW (χ(w1), χ(w2)) .

Na tym etapie możemy już zadać reprezentacjȩ

ρχ ∶= χ ○ ρ(⋅) ○ χ−1 ∶ Cliff(V, εV ⊳ δ(dV )E ) Ð→ EndR(W ) ∶ xz→ χ ○ ρ(x) ○ χ−1 ,

wprost na mocy definicji równoważna̧ ρ. Obrazy elementów grupy Γ wzglȩdem tej reprezentacji
sa̧ izometriami QW , oto bowiem dla dowolnych (γ,w1,w2) ∈ Γ ×W ×2 otrzymujemy

ΦQW (ρχ(γ)(w1), ρχ(γ)(w2)) ≡ ΦQW (χ(ρ(γ) ○ χ−1(w1)), χ(ρ(γ) ○ χ(w2)))

= (ρ(γ)(χ−1(w1)) ∣ρ(γ)(χ−1(w2)))
Γ

= (χ−1(w1) ∣χ−1(w2))
Γ = ΦQW (w1,w2) .

Zdefiniujmy rodzinȩ endomorfizmów

σi ∶= ρχ(ei) , i ∈ 1, dV .

Te spełniaja̧ – dla dowolnych w1,w2 ∈W oraz i ∈ 1, dV – tożsamość

ΦQW (σ†
i ○ σi(w1),w2) = ΦQW (σi(w1), σi(w2)) = ΦQW (w1,w2) ,

przeto – wobec dowolności w1 i w2 – jest

σ†
i ○ σi = idW ,

ale też

σi ○ σi = ρχ(e2
i ) = εV ⊳ ρχ(eC) = εV ⊳ idW ,

wiȩc ostatecznie

σ†
i = εV ⊳ σi ,
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co pozwala zapisać – dla dowolnego wektora v = vi ⊳ ei ∈ V – tożsamość

ρχ(v)† = vi ⊳ σ†
i = εV v

i ⊳ σi ≡ εV ⊳ ρχ(v) ,

która w świetle Stw. 9 przesa̧dza o εV -ortogonalności reprezentacji ρχ, jawnie równoważnej ρ. �

Powyższe wprowadzenie przygotowało nas należycie do zmierzenia siȩ z wyzwaniem, jakim jest
kompletna klasyfikacja (nieprzywiedlnych i nietrywialnych) reprezentacji rzeczywistych i zespolo-
nych algebr Clifforda – wyzwanie to podejmujemy w nastȩpnym rozdziale.

3. Reprezentacje rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda

Wyczerpuja̧ca klasyfikacja rzeczywistych i zespolonych algebr Clifforda, przeprowadzona w ra-
mach Wykładu 7., w poła̧czeniu z wiedza̧ dotycza̧ca̧ reprezentacji algebr prostych zgromadzona̧
pierwszej czȩści wykładu niniejszego, stanowi solidna̧ podstawȩ do sformułowania kompletnego
opisu reprezentacji (nieprzywiedlnych) wszystkich algebr Clifforda nad R i C. Tytułem jej uzu-
pełnienia w sposób pozwalaja̧cy na wysłowienie twierdzeń klasyfikacyjnych sformułujemy istotne

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnych liczb p, q ∈ N spełniaja̧cych
warunek q − p = 3 mod 4 i dowolnej liczby n ∈ 2N + 1 zachodzi, co nastȩpuje:

(i) w dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej ρ ∶ ClRp,q Ð→ EndR(V ) na
przestrzeni R-liniowej V zachodzi

ρ(ωR) = ε ⊳ idV , ε ∈ {−1,+1} ,

przy czym reprezentacje odpowiadaja̧ce obu wartościom ε istnieja̧ i sa̧ wzajem nierówno-
ważne – w dalszej czȩści dyskusji bȩdziemy je oznaczać symbolem ρp,qε ;

(ii) w dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej ρ ∶ ClCn Ð→ EndC(Ṽ ) na
przestrzeni C-liniowej Ṽ zachodzi

ρ(ωC) = ε̃ ⊳ idṼ , ε̃ ∈ {−1,+1} ,

przy czym reprezentacje odpowiadaja̧ce obu ewentualnościom istnieja̧ i sa̧ wzajem nierów-
noważne – w dalszej czȩści dyskusji bȩdziemy je oznaczać symbolem ρnε .

Dowód: Niechaj ρ ∶ ClRp,q Ð→ EndR(V ) bȩdzie dowolna̧ (nietrywialna̧) reprezentacja̧ nieprzy-
wiedlna̧. Wobec tożsamości

ρ(ωR)2 = ρ(ω2
R) = ρ(eC) = idV ,

wynikaja̧cej ze Stw. 7.2, endomorfizm ρ(ωR) definiuje zupełna̧ parȩ rzutów komplementarnych:

P± ∶= 1
2
(idV ± ρ(ωR)) ,

która wyznacza rozkład nośnika reprezentacji na sumȩ prosta̧

V = V+ ⊕ V− , V± ∶= P±(V ) ,

przy czym zachodzi

ρ(ωR)↾V± = ±idV± .

Jako że element objȩtości należy do centrum ClRp,q, przeto podprzestrzenie własne V± sa̧ ρ-
niezmiennicze, co wobec założonej nieprzywiedlności ρ ogranicza możliwa̧ rozkłady jak niżej:

(V+, V−) = (V,{0V }) ∨ (V+, V−) = ({0V }, V ) .

Załóżmy, że otrzymane ta̧ droga̧ reprezentacje ρ± ∶ ClRp,q Ð→ EndK(V±) o własności ρ±(ωR) =
±idV± sa̧ równoważne, czyli istnieje izomorfizm χ ∶ V+ Ð→ V− spełniaja̧cy warunek

∀γ∈ClRp,q
∶ χ ○ ρ+(γ) = ρ−(γ) ○ χ .

Zachodzi wówczas – w szczególności – tożsamość

χ ≡ χ ○ ρ+(ωR) = ρ−(ωR) ○ χ = −χ ,
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która prowadzi do sprzeczności, ska̧d ostateczny wniosek o nierównoważności wzajemnej obu
reprezentacji.

Na koniec pokażemy, że obie reprezentacje istnieja̧. W tym celu odwołamy siȩ do Stw. 6 oraz 7.2,
aby stwierdzić istnienie dwóch (nietrywialnych) reprezentacji nieprzywiedlnych algebry R(2m) ⊕
R(2m) ≅ Cl+p,q ⊕Cl−p,q ≡ ClRp,q, R ∈ {R,H}, m ∈ N, o strukturze

ρ̃+ ∶= ρdef ○ pr1 ∶ R(2m) ⊕R(2m) Ð→ EndR(R2m)
i

ρ̃− ∶= ρdef ○ pr2 ∶ R(2m) ⊕R(2m) Ð→ EndR(R2m)

odpowiednio. Zważywszy (unitalny charakter Cl+p,q ≅ R(2m) oraz) słuszność tożsamości

∀γ±∈Cl±p,q ∶ ωR.γ± = ±γ± ,

wynikaja̧cych wprost z definicji podalgebr Cl±p,q, wyprowadzamy sta̧d wniosek, że w obrazie
odwrotnym izomorfizmów ιk, k ∈ {3,7} z dowodu Stw. 7.2 otrzymujemy

ι−1
k (ωR) = 12m ⊕ (−12m) ,

a zatem także dla nieprzywiedlnych reprezentacji

ρ± ∶= ρ̃± ○ ι−1
k ∶ Cl+p,q ⊕Cl−p,q Ð→ EndR(R2m)

oczekiwane tożsamości

ρ±(ωR) = ±idR2m .

Dowód dla przypadku zespolonego przebiega analogicznie, przy czym odwołuje siȩ do Stw. 7.5
zamiast Stw. 7.2. �

Tak przygotowani możemy już przejść do sklasyfikowania reprezentacji algebr Clifforda, co w
przypadku algebr rzeczywistych podsumowuje

Twierdzenie 3 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji nieprzywiedlnych /R). Przyjmijmy zapis do-
tychczasowy, a nastȩpnie wprowadźmy oznaczenia

(qR, qC, qH) ∶= (0,1,2)

oraz – dla dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej ρ ∶ ClRp,q Ð→ EndR(V ) –

dRp,q ∶= dimR V , CR
p,q ∶= CEndR(V )(ρ(ClRp,q)) .

Wreszcie też niechaj νRp,q bȩdzie liczba̧ nierównoważnych (nietrywialnych) reprezentacji nieprzy-
wiedlnych algebry ClRp,q. Wówczas prawdziwe sa̧ równości

νRp,q = { 2 , gdy q − p = 3 mod 4
1 w p.p. ,

a ponadto ilekroć izotyp R-algebry ClRp,q przedstawiony w Tablicy 7.1 jest postaci

ClRp,q ≅ R(2n) lub ClRp,q ≅ R(2n) ⊕R(2n) ,
to spełnione sa̧ relacje (te same dla obu reprezentacji nierównoważnych w przypadku q − p = 3
mod 4)

dRp,q = 2n+qR , CR
p,q ≅ R .

Dowód: Na podstawie Tw. 7.5 i Stw. 4.3 wnioskujemy, że algebra ClRp,q jest albo półprosta (w
przypadku q − p = 3 mod 4), albo prosta (w przeciwnym przypadku), co w świetle Stw. 6 i Tw. 2
prowadzi do postulowanego wzoru na dRp,q oraz – po uwzglȩdnieniu punktu (i) Stw. 11 – wzoru na
νRp,q. Typ reprezentacji nieprzywiedlnych (każdorazowo jest to R) ustala Stw. 7. �

W przypadku algebr zespolonych mamy analogiczne
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Twierdzenie 4 (Klasyfikacyjne dla reprezentacji nieprzywiedlnych /C). Przyjmijmy zapis dotych-
czasowy i wprowadźmy – dla dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej ρ ∶ ClCn Ð→
EndR(V ) – oznaczenia

dCn(ρ) ∶= dimC V , CC
n(ρ) ∶= CEndR(V )(ρ(ClCn)) .

Wreszcie też niechaj νCn bȩdzie liczba̧ nierównoważnych (nietrywialnych) reprezentacji nieprzy-
wiedlnych algebry ClCn. Wówczas prawdziwe sa̧ równości

νCn = { 2 , gdy n ∈ 2N + 1
1 w p.p. ,

a ponadto spełnione sa̧ relacje (te same dla obu reprezentacji nierównoważnych w przypadku
n ∈ 2N + 1)

dCn = 2E(
n
2 ) , CC

n ≅ C ,

tj. – w szczególności – wszystkie rozważane reprezentacje sa̧ zespolone.

Dowód: Tezy Tw. 7.9 i Stw. 4.3 przesa̧dzaja̧ o tym, że algebra ClCn jest albo prosta (w przypadku
n ∈ 2N), albo półprosta (w przypadku n ∈ 2N + 1), co pozwala uzyskać postulowany wzór na dRp,q
oraz – po uwzglȩdnieniu punktu (ii) Stw. 11 – wzór na νRp,q na gruncie Stw. 6 i Tw. 2. Zespolony
typ reprezentacji nieprzywiedlnych wyznacza teza Stw. 7. �

Ostatnie dwa twierdzenia wyczerpuja̧ zagadnienie klasyfikacji nieprzywiedlnych reprezentacji
algebr Clifforda ClRp,q i ClCn. Zanim jednak zamkniemy ten rozdział naszych dociekań, zatrzymamy
siȩ nad pewna̧ szczególna̧ własnościa̧ strukturalna̧ rozpatrywanych przez nas reprezentacji, która
odegra istotna̧ rolȩ w dyskusji reprezentacji spinorowych w dalszej czȩści kursu. Oto wiȩc mamy

Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis dotychczasowy. Dla dowolnych liczb (p, q) ∈ N×2 ∖ {(0,0)}
spełniaja̧cych warunek q − p = 0 mod 4 i dowolnej liczby n ∈ 2N ∖ {0} zachodzi, co nastȩpuje:

(i) nośnik V dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej ρ ∶ ClRp,q Ð→ EndR(V )
ma rozkład

V = V+ ⊕ V− , V± ∶= ρ(P ±
ωR

)(V )

na podprzestrzenie własne endomorfizmu ρ(ωR) stowarzyszone z wartościami własnymi
±1, przy czym dowolny wektor v ∈ R×p+q o własności δ(p,q)E (v) ≠ 0 zadaje izomorfizm

v± ∶= ρ ○ R×p+q(v)↾V± ∶ V ± ≅ÐÐ→ V ∓ ,

a nadto podprzestrzenie V± sa̧ zachowywane przez podalgebrȩ ClR0
p,q, której reprezentacje

indukowane tym sposobem na V± spełniaja̧ relacjȩ

ρ(ClR0
p,q)↾V± ∼ ρ

p,q−1
±1 (ClRp,q−1) ,

jeśli q ≥ 1, lub

ρ(ClR0
p,q)↾V± ∼ ρ

p−1,q
±1 (ClRp−1,q) ,

jeśli p ≥ 1;
(ii) nośnik V dowolnej (nietrywialnej) reprezentacji nieprzywiedlnej ρ ∶ ClCn Ð→ EndC(V )

ma rozkład

V = V+ ⊕ V− , V± ∶= ρ(P ±
ωC

)(V )

na podprzestrzenie własne endomorfizmu ρ(ωC) stowarzyszone z wartościami własnymi
±1, przy czym dowolny wektor v ∈ C×n o własności δ(n)E (v) ≠ 0 zadaje izomorfizm

v± ∶= ρ ○ C×n(v)↾V± ∶ V ± ≅ÐÐ→ V ∓ ,
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a nadto podprzestrzenie V± sa̧ zachowywane przez podalgebrȩ ClC0
n , której reprezentacje

indukowane tym sposobem na V± spełniaja̧ relacjȩ

ρ(ClC0
n )↾V± ∼ ρ

n−1
±1 (ClCn−1) .

Dowód: Zajmiemy siȩ punktem (i) tezy stwierdzenia – punkt (ii) jest dowodzony w pełni analog-
icznie. Załóżmy dla ustalenia uwagi, że q ≥ 1, w przeciwnym wypadku zachodzi p ≥ 1 i dowód
przebiega podobnie. Przywoławszy (pierwsza̧ czȩść) Stw. 7.2, konstatujemy istnienie rozkładu
prostego V , o którym mowa w stwierdzeniu, dla dowolnej pary (p, q) spełniaja̧cej warunek
(p + q + 1)(p + q) − 2p ∈ 4N, zatem w szczególności dla par zwia̧zanych warunkiem q − p = 0
mod 4. O tym, że odwzorowania R-liniowe v± sa̧ poprawnie określone, przekonuje bezpośredni
rachunek:

v± ○ ρ(P ±
ωR

) ≡ ρ(R×p+q(v).P ±
ωR

) = ρ(P ∓
ωR
.R×p+q(v)) = ρ(P ∓

ωR
) ○ v± ,

przeprowadzony w odwołaniu do Równ. (6.4), które w naszym przypadku daje równość

ωR.v = Jp+q−1
R×p+q (v).ωR = (−1)p+q−1 v.ωR ≡ (−1)q−p+2p−1 v.ωR = −v.ωR .

Bijektywność v± wynika wprost z tożsamości

v± ○ v∓ = ρ(R×p+q(v)2) = ρ(δ(p,q)E (v) ⊳ eC) = δ(p,q)E (v) ⊳ idV∓ ,

w poła̧czeniu z założniem o nieizotropowości v. Wreszcie też niezmienniczość V± wzglȩdem ρ(ClR0
p,q)

jest nastȩpstwem relacji przemienności

∀γ∈ClR0
p,q

∶ ωR.γ = γ.ωR ,

które w świetle Równ. (6.4) sa̧ implikowane przez tożsamość

JR×p+q↾ClR0
p,q

= idClR0
p,q
.

Na tym etapie pozostaje wykazać istnienie równoważności reprezentacji

ρ(ClR0
p,q)↾V± ∼ ρ±1(ClRp,q−1) .

W tym celu wykorzystamy treść i dowód Stw. 7.3, na podstawie których otrzymujemy – oznaczy-
wszy na potrzeby poniższego rachunku element objȩtości algebry ClRp,q symbolem ωp,qR –

ϕ̃(ωp,q−1
R ) = e1.ep+q.e2.ep+q.⋯.ep+q−1.ep+q = (−1)

(p+q−1)(p+q−2)
2 e1.e2.⋯.ep+q−1.ep+q.e

p+q−2
p+q

≡ (−1)
(p+q−1)(p+q−2)

2 ωp,qR .(e2
p+q)

p+q
2 −1 = (−1)

(p+q−1)(p+q−2)+p+q
2 −1 ωp,qR

≡ (−1)
(p+q)(p+q−2)

2 ωp,qR ,

i ostatecznie – wobec założeń poczynionych w odniesieniu do (p, q) –

ϕ̃(ωp,q−1
R ) = ωp,qR ,

sta̧d zaś

ρ ○ ϕ̃(ωp,q−1
R )↾V± = ρ(ω

p,q
R )↾V± ≡ ±idV± .

Równość (q − 1)− p = 3 mod 4k pozwala nam nastȩpnie siȩgna̧ć do Stw. 7.2, które w poła̧czeniu z
udowodnionym na pocza̧tku tego rozdziału Stw. 11 doprowadza nas do poża̧danej konkluzji. �


