METODY ALGEBRY WYZSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
3. WYKLAD ZDALNY

Narzedzia formalne pozyskane ma poprzednim wyktadzie pozwalaja nam wprowadzi¢ nowa,
wieloliniowg strukture algebraiczna, o fundamentalnym znaczeniu dla konstrukcji algebr Clifforda
iich modutéw, wiec obiektéw, ktorych dyskusji jest poswiecony niniejszy cykl wyktadow. Strukture
te definiujemy i badamy ponizej.

1. TLOCZYN TENSOROWY MODULOW NAD PIERSCIENIEM JAKO OBIEKT UNIWERSALNY
Zaczynamy od wprowadzajacej

Definicja 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i ustalmy R € ObRing. Niechaj G; € ObMod gop,
G2 € Modpg oraz H € Ob AbGrp i niech ¢: Gy x G — H bedzie dwu-Z-liniowe (czyli dwu-
addytywne), tj.

Vg1,92¢G1 Vgseay + ©(91 +1 92,93) = ¢(91,93) +1 ©(g2,93) ,

VhieGr YhohseGs * @(h1,ha +2 hg) = (hi,ha) +1 ©(hi, hs) .

Odwzorowanie ¢ nazywamy S$rod-R-liniowym, jesli spelnia dodatkowy warunek $réd-R-jed-
norodnosci

Y (r.g1,92)eRxG1xGs ° (g1 47,92) = 0(g1,7 > g2) -

Odwzorowania §rod- R-liniowe dla ustalonej pary (Gi,G2) tworza kategorie “1L%2, ktoérej obiek-
tami sg pary (H, ) ztozone z H € Ob AbGrp i odwzorowania $rod-R-liniowego ¢ € Homget (G1 x
Go, H), morfizmami za§ — dla ustalonych obiektow (H,,pq), a € {1,2}, utworzonych przez
H, € Ob AbGrp i odwzorowania $rod-R-liniowe ¢, : G1 x Go — H, — odwzorowania

Home, o, ((H1, ¢1), (H2,92)) = { x ¢ Homapaep(H1, H2) | @2=x0¢1 }.

Przyklady 1. Fundamentalnym przyktadem odwzorowania $roéd-R-liniowego jest mnozenie w
pierscieniu R, przy czym R traktujemy tutaj jako kanoniczny lewy (zR) i prawy (Rr) R-modul.

Mozemy juz teraz wprowadzi¢ obiekt podstawowy naszych rozwazan:

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy nad R prawego R-modutu
G ilewego R-modulu G5 to struktura inicjalna

(G1®R G2,®R)
dla warunku
PG, 6oy, m(H @) =59 + G1 x Gy — H jest odwzorowaniem $r6d- R-liniowym”,

w ktorego zapisie F; : Modge x Modr — Set jest funktorem przyporzadkowujacym parze
modultow (wzgl. odwzorowan R-liniowych) iloczyn kartezjariski ich nosnikow (wzgl. tychze od-
wzorowan), a Fy : AbGrp — Set jest funktorem zapominania przyporzadkowujacym grupie
przemienne]j (wzgl. homomorfizmowi miedzy takimi grupami) jej nosnik (wzgl. to samo odwzoro-
wanie traktowane jako odwzorowanie miedzy zbiorami).

Uwaga 1. Dokonajmy elementarnej egzegezy powyzszej definicji, aby uniknaé¢ onie$mielajacego

uczucia wysokosciowego vertigo. Oto wiec iloczyn tensorowy R-moduléw G i Go to — w istocie —

para (G1®gr G2, ®R) zlozona z grupy przemiennej G ®g Gy oraz odwzorowania $rod- R-liniowego

®r: Gy x G — G ®r G4, zwanego kanonicznym odwzorowaniem $rod-R-liniowym, o tej

wlasnosci, ze dla kazdej grupy przemiennej H i kazdego odwzorowania $réd-R-liniowego ¢ :
1
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G1 x G2 — H istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup przemiennych @ : Gy g G2 — H,
ktory czyni przemiennym diagram

H o  (H, )
A

A
® b .
(1) 13 |13 ,
| |
| |

G1®rG> ~F (G1®r G2,®R)

(G1,G2) 'T>G1 x G

czyli — moéwiac po ludzku — spetnia tozsamosé

(2) V(gr.g2)eCixc, ¢ P(91 ®Rr g2) = 0(91,92),
gdzie wprowadziliSmy standardowe oznaczenie

(3) ®r(91,92) =91 ®R g2

Mamy wielce uspokajajace

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Dla dowolnego pierscienia R i dowolnych G € ObMod gop,
G2 € Modp, iloczyn tensorowy (G1 ®pr Ga,®p) istnieje i jest okreslony jednoznacznie z doktad-
noscia do jedynego izomorfizmu grup przemiennych.

Dowdd: Wprost z definicji iloczynu tensorowego jako morfizmu uniwersalnego wynika — w $wietle
Tw. 2.2 — druga cze$¢ dowodzonego twierdzenia. Pozostaje zatem wykazaé jego istnienie, co czy-
nimy w sposéb bezposredni (konstruktywny). Utwoérzmy wolny Z-modut (Gq x Ga), (czyli grupe
przemienng) nad zbiorem! G1 x Go. Modul ten zawiera Z-podmodul

T = ({(g1+192,93) = (91,93) = (92, 93) } g1.92¢G1, g
U{(h1,h2 +2 h3) = (h1,h2) = (h1,h3) }hyeGy, ha haeGa

u{(k1 <1 7, k2) = (k1,7 >2 kz)}klecl,kgecmreR)Z?

ktory wobec przemiennosci grupy (G x Ga),, definiuje Z-modul ilorazowy (czyli grupe ilorazowa).
Postulujemy

(4) G1 ®RG2 = (G1XG2>Z/T,
a poniewaz zbior G; x Go zanurza si¢ kanonicznie w (G1 x Ga), (jako zbior) wedle schematu
(5) Jaixa, © G1x G2 (G1xGa)y + (91,92) = O(gy,95) »

wykorzystujacego baz¢ {04, g0)}(g1,92)eG1xG, zt0Zong z odwzorowan

IR dla (hlahQ) = (91792)

(5(917572) Gy xGy— R : (h1>h2) — { 0 dla (hi,hs) % (g1,92)
przeto mozemy tez zdefiniowaé

®R = T(GyxGa), T © JGixGs  +  G1x Gy — G1®r G2

(6) : (91592) '_)5(91792) +Ta

uzywajac rzutu kanonicznego modulo T
Zaczniemy od sprawdzenia $rod- R-liniowosci zdefiniowanego powyzej odwzorowania ®pg, liczac
dla dowolnych g1,92 € G1, 93,94 € G2 i r € R, co nastepuje:

(91+192) ®R g3 = O(gi41gargs) T 1

= 5(91»93) + 5(924}3) + (6(91+192,93) - 6(91,93) - 5(92,93)) +T

1Podkreélmy: nie chodzi tutaj o grupe przemienna Gp x Ga, lecz o ,goly” zbior.
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g1 ®R g3+ g2 ®R g3,

g1 ®Rr (93 +2 94) 5(91793+2g4) +T

g1 ®R g3 + g1 ®R g4,

g1 417 ®R g2

= 5(9177'l>2g2) +T =g ®rT>2 g2

O(g1,95) * O(ga,gs) T = (5(511,93) + T) + (5(g2,ga) + T)

= 6(91,93) + 5(91794) + (6(g1,93+294) - 6(917573) - 6(91794)) +T

5(91793) + 5(91,94) +T = (5(91,93) + T) + (5(91,94) * T)

5(91417",92) +T = 5(91’T>292) + (5(91417“,92) - 5(91’”292)) +T

3

W nastepnej kolejnosci wykazemy istnienie i jednoznacznosé odwzorowania @, o ktérym mowa
w Uwadze 1. W tym celu wykorzystamy bazowos¢ uktadu {0(g, g.)}(g1,92)eGixGs W (G1 % Ga)y,
jak tez i to, ze odwzorowanie (g, xa,),/r Jjest epimorfizmem, zatem definiujaca tozsamosé (2)
ustala obraz wzgledem odwzorowania @ ukladu generujacego dziedziny tego odwzorowania. Jest
zatem jasne, ze istnieje co najwyzej jedno Z-liniowe rozszerzenie tak zadanego (na ukladzie
generujacym) odwzorowania. Rozszerzenie to przyjmuje nastepujaca postac: wobec surjekty-
wno$ci rzutu kanonicznego modulo T kazdy element 7 € Gy ® g Go mozemy przedstawi¢ w formie
7 =v+T dla pewnej funkcji v € Z€*%2 o ograniczonym nosniku (wiec przyjmujacej wartosci
rozne od 0z dla skoriczonej liczby argumentéw — zbior takich funkcji bedziemy oznaczaé¢ sym-
bolem %4(Z;G1 x G2)), skoro zas uktad {0(g,,g,)}(g1,92)eG1xGo jest baza (G1 x Ga),, to mozemy
10z10Zy¢ V= Y01 00VeGixGa TM(g1,92)  O(g1,g2)» PTZY czym — jak tatwo wida¢ — ny, 4,) = v(91,92),

ostatecznie wiec najbardziej ogolna postaé elementu modutu Gy ® g Go to

T = Z V(QlaQQ) > 5(91192) +T
(91792)5G1XG2

= Z v(g1,92) > (5(91,92) + T) +T
(91,92)eG1xG2

Z v(91,92) > (91 ®r g2) + T
(91,92)€G1xGa

Z 7(g1,92) > (91 ®r g2)
(91,92)eG1xG2

(7)

(gdzie w ostatnim kroku dokonali$my banalnego przesunigcia v +— v +dg 10@) = 7), a poniewaz

@ jest z zalozenia homomorfizmem grup przemiennych, przeto

(7)) = > 7(g1,92) > P(g1 ®r g2)
(91,92)eG1xG2

co daje antycypowany jednoznaczny wynik ostateczny

P(r) = Z v(91,92) >r ©(91,92) -
(91,92)eG1xG2

Innymi stowy, okreslenie postaci przyjmowanej przez @ na ukladzie generujacym G; ®p Ga
zlozonym z tensoréw prostych, w sposéb zdeterminowany przez sama definicje obiektu inicjal-
nego, jednoznacznie podpowiada postaé (jedynego) rozszerzenia Z-liniowego tego odwzorowania

do catego modutu tensorowego.

O
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Majac na wzgledzie przyszta wygode dowodzenia, podamy obecnie rownowazna definicje iloczynu
tensorowego modutéw uwzgledniajaca powyzsze rozumowanie, a to w formie

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Niechaj (7, 7) € Ob G1L2c. Ponizsze zdania logiczne sa
réwnowazne.

(i) (T,7) jest iloczynem tensorowym modutéow G; i Go nad R.
(ii) Grupa T jest generowana (nad Z) przez elementy postaci 7(g1,92), (91,92) € G1 x G2, tj.

(8) T=(r(G1xGa))y ,

aponadto dla kazdej pary (H,p) € Ob“1LE jest okreslone odwzorowanie @ € Home, ;a,((T,7), (H, gp)),
tj. takie, ktore czyni przemiennym diagram

H

B

)

G1><G2 T

p
Dowdd:
(i)=(ii) Prawdziwos¢ zdania (i) implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania @ wprost na mocy
uniwersalnosci iloczynu tensorowego. Niechaj
T7 = (1(G1 x G2))y

bedzie podgrupa generowang przez elementy 7(g1,92), (91,92) € G1 x G2, kanonicznie
zanurzong w T przez jr, : T, » T, a wtedy 7 kanonicznie okresla obiekt (75,7) €
Ob“1L% o wlasnoéci

JT. T ="T.

Inicjalno$¢ 7 gwarantuje istnienie homomorfizmu grup przemiennych 7 : T — T, o
wlasnosci

=

°oT=1,

a zatem zachodzi tozsamosé

Jr,eToT=)r, 0T =7=idroT,
ktora wobec tejze inicjalnosci 7 daje nam réwnosé
Jr, o7 =idr,
implikujaca postulowana surjektywnosé zanurzenia kanonicznego,
Imjr, =T.

(ii)=(i) Niechaj @1 : T — H i $3: T — H beda dwoma homomorfizmami grup przemiennych

domykajacymi Diag. (9),

proT=p=p20T,
skad wniosek:
P11(GixG2) = P2l r(G1xGs) -
Rownosé (8) przesadza o pozadanej rownosci obu homomorfizmoéw (wobec ich Z-liniowosci),
o1 =92.

O

W nastepnej kolejnosci zajmiemy sie omowieniem operacji tensorowania odwzorowan liniowych.
Nasza dyskusja bedzie zarazem stanowi¢ pierwsza demonstracje sity pojecia morfizmu uniwersal-
nego. Zacznijmy, jak (niemal) zawsze od
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Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def.2 i niechaj G1,H; € ObModge i Gz, Hy € ObModg.
Iloczyn tensorowy nad R odwzorowan R-liniowych x; € Hompgor (G1,H1) i x2 € Homp(Ga, Hs)
to (jedyny) homomorfizm grup przemiennych

X1®x2 : Gi1®r Gy — Hy ®r Ho
o wlasnosci

Y(g1,92)eGixGs ¢+ (X1 ©X2)(91 ®R g2) = X1(91) ®R X2(92) -

Stwierdzenie 2. Dla dowolnego pierscienia R i dowolnych G1,H; € ObModge, Go, Ho €
Modpg oraz (x1,x2) € Hompgor (G1, H1) x Homg(G2, Hy) homomorfizm grup przemiennych i ®
X2 jest dobrze okreslony.

Dowdd: Rozwazmy odwzorowanie

¢ GixGy— Hi®g Hy : (g91,92) — x1(91) ®r x2(92) -

Jest ono jawnie $rod-R-liniowe, zatem w Swietle uniwersalnosci iloczynu tensorowego nad R
okresla ono jednoznacznie odwzorowanie X1 ® 2 := @, o ktérym mowa w dowodzonym stwierdze-
niu. (]

Uwaga 2. Przyjety zapis iloczynu odwzorowail liniowych moze byé¢ mylacy, sugeruje bowiem,

jakoby x1 ® x2 byto iloczynem tensorowym odwzorowan y; i x2 traktowanych jako elementy

Z-modutéw (tj. grup przemiennych) Homy(G1, H1) 1 Hompg(Ga, Hs), odpowiednio, tymczasem

skonstruowane ponizej odwzorowanie Homz(G1, Hy)®zHompg(Go, Hy) — Homz(G1®rG2, H1)®R
Hs) nie jest w ogdlnosci ani surjektywne, ani injektywne.

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 3. Istnieje kanoniczny homomorfizm Z-modultow
7 HOI’IlR(Gl,Hl)®Z HOI’I’IR(GQ,HQ)—>HOHI2(G1 ®r Go, Hy ®RH2)
o wlasnosci

1(X1®zX2) =X1®X2-

Dowdd: Odwzorowanie

¢ : Homg(Gi,H;)xHompg(Gsy, Hy) — Homy(Gy ®g Go, Hy ®g H>)

(X1,X2) — X1 ® X2

jest jawnie Z-dwuliniowe, wigec tez automatycznie $§réd-Z-liniowe, a zatem okresla jednoznacznie
odwzorowanie ¢ := @, o ktérym mowa w dowodzonym stwierdzeniu. O

Mamy przydatne

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 3. Dla dowolnych G1, H1, K1 € ObModger i Ga, Ha, Ko €
ObMOdR oraz xi € HomRop(Gl, Hl), X2 € HOIIIR(GQ,HQ) i 1/)1 € HOIIIR(HhKl),’ll)Q € HOIIIR(HQ,KQ)
zachodzi tozsamo$é

(10) (Y1 ®12) 0 (X1 ®x2) = (Y10ox1) ® (Y20 X2).
W szczegolnodci ilekroé x; i x2 sa odwracalne, otrzymujemy
®x2) ' =xi'exs .
Podobnie, surjektywnosé x; i x2 implikuje surjektywnosé y; ® x2 wobec tozsamosci

Im (x1 ® x2) = Imx; ®p Im x2.
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Dowdd: Wobec Rown. (7) oraz Z-liniowosci ® p wystarczy sprawdzi¢ dowodzona tozsamosé (10)
na generatorach g1 ®ggo, (g1,92) € G1xGo grupy przemiennej G1®gGa, co jest rzecza prosta. O
W podsumowaniu dotychczasowej dyskusji mozemy wypowiedzie¢ zwiezte

Twierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy okresla funktor kowariantny
®r : Modgor x Modr — AbGrp o sktadowej obiektowej (G1,G2) — G1 ®r G2 i sktadowej
morfizmowej (x1,X2) —> X1 ® Xa-

Dowdd: Wynika wprost z Def. 3 oraz Stw. 4. O

Uniwersalna natura iloczynu tensorowego dostarcza nam poteznego narzedzia analizy jego wlas-
nosci strukturalnych, z ktorych kilka opiszemy w nastepnym rozdziale.

2. PODSTAWOWE WEASNOSCI ILOCZYNU TENSOROWEGO
Zaczynamy od

. . . L e . e e . .. . (o )
Twierdzenie 3 (O przemiennosci iloczynu tensorowego). Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj G;°”

(wzgl. GgOP)) oznacza lewy (wzgl. prawy) R°P-modul o nosniku G; (wzgl. Gs) i strukturze in-
dukowanej w naturalny sposob ze struktury prawego (wzgl. lewego) R-modutu na G; (wzgl. Gs).
Istnieje kanoniczny izomorfizm grup przemiennych

0G,,Gs * G18r Gy s GgOp) ® Rop GiOp)
o wlasnosci

V(91792)€G1><G2 P 0G1,Gs (gl ®R 92) = g2 ®Ror g1 -

Dowéd: Wprost na mocy definicji G, a e {1,2} odwzorowanie
¢ Gy xGy— Géo‘” ® Rop Gi"p) : (91,92) — g2 ®Rrevr g1
jest srod-R(°P)-liniowe, istnieje zatem jedyne odwzorowanie Z-liniowe
0G,,Go * G1or Gy — GgOp) ® Rop GgOP)

o wlasnosci wskazanej w tezie dowodzonego twierdzenia. Analogicznie dowodzimy istnienia je-
dynego odwzorowania Z-liniowego

TG1,G2 * Ggop) ® Rrer Giop) — G1®Rr G2
o wlasnosci
V(91,92)¢G1xGa * TG1,G (92 ®Ror 91) = 91 ®R g2 -
Otrzymujemy wigc rownosci, trywialnie spelnione na generatorach, a wigc i og6lnie,

0G,,G2 °TG1,G2 = lngop)®RopGgop) )

TG1,G2 ©0G1,G: = 4G 9xG, -
O

Celem zbadania zagadnienia tacznosci operacji tensorowania modutéw uogolnimy najpierw nasze
dotychczasowe rozwazania w spos6b opisany w

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def.2 oraz 3 i niechaj G;,H; € Ob Mod g, rov), Go,Hs €
ObModg,, Gs,Hs ¢ ObModR?p7 Gy, Hy € ObMod(Rl)Rgp). Wowczas

(i) Gy ®R, G2 jest lewym Ry-modutem z dzialaniem okreslonym na generatorach:

V(T791,92)€R2XG1®R1G2 P bg (91 OR, g2) = (r >(1) g1) ®R; 92 -
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(ii) V(Xl:XZ)EHom(Rz,Rl)(Glel)XHole (G2,H2) * X1®X2 € HomR2(G1 OR, G, Hy ®R, HQ)'
(iii) G3®pg, G4 jest prawym Ro-modutem z dzialaniem okreslonym na generatorach:

V (93,04.7)eG3@R, GaxRs © (93 ®R, ga) g 7= g3 ®p, (92 94y 7).
(iV) ¥ (g1, 42)eHomp, (Gs,Hs)xHom g, 5,y (Ga,Hs) * Y1 ® Y2 € Homp, (Gs @k, G4, H3 ®R, Ha).
Dowdd: Przedstawimy jedynie dowdd punktow (i) i (ii) tezy, dowod pozostatych punktow przebiega

w pelni analogicznie.

Ad (i) Okreslmy dla dowolnego r € Ry odwzorowanie
or + Gy x Gy —> G1®g, Ga : (g1,92) — (r>(1) 91) ®R, g2 -
Jest ono jawnie §r6d-R;-liniowe, wiec tez indukuje jedyne odwzorowanie Z-liniowe
® =3, : G1®g, G2 — G1 ®R, G
o pozadanej wlasnosci
02(g1 ®r, g2) = (v (1) 91) ®R, g2 -

Bez trudu sprawdzamy, ze to ostatnie zadaje strukture lewego Rs-modulu na swej dziedzinie,
wedlug schematu

€® : Ry x G4 ®OR, G2—>G1®R1 Go
(r, 2. v(g1,92) > (91 ®R, 92))
(91,92)eG1xG2

— Z v(91,92) > g?(gl ®R, g2) -
(91,92)eG1xG2

Ad (ii) Trywialne sprawdzenie na generatorach.

Mozemy juz teraz wystowié

Twierdzenie 4 (O tacznosci iloczynu tensorowego). Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj
G1 € ObModpger, G2 € ObMod g, grer), G3 € ObModg,. Istnieje kanoniczny izomorfizm natu-
ralny

®Ry °(®R1 *ldmodp, )

/_\

Modger x Mod (g, rer) x Modg, Q. AbGrp

S

®R, °(®R1 ><1‘311\/10011%2)
miedzy funktorami kowariantnymi
®r, © (®r, xIdMody,) : Modger x Mod(g, pery x Modg, — AbGrp
(G1,G2,G3) — (G1®R, G2) ®r, G
oraz
®R, © (IdMode X ®R2) : MOdRc{p X MOd(Rl,R;’p) X :[\/]:OdR2 —> AbGI‘p
(G1,G2,G3) — G1 &R, (G2 ®R, G3),
o wlasnosci

v(ghgz,g?,)EGlXGzXGs : O‘Gth,Gs((gl ®R, 92) ®R, 93) =01 ®R, (92 ®R, 93) .
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Dowdd: Ustalenie postaci postulowanego izomorfizmu na generatorach gwarantuje — jak uprzednio
— jego jednoznaczno$é. Pozostaje dowie$é jego istnienia, co uczynimy w sposéb konstruktywny.
Zdefiniujmy, dla dowolnego g3 € G5, odwzorowanie (jawnie) R;-liniowe

hg, + Gg —> G2 ®R, G3 : g2+ g2 ®R, g3
i rozwazmy indukowane przezen odwzorowanie Z-liniowe
hg, =idg, ® by, : G1®R, Go —> G ®R, (G2 ®r, G3).
To ostatnie zadaje odwzorowanie
h. : G1®R, G2 x Gy — G ®p, (G2 ®g, G3),
ktore na generatorach okreslamy jako
7.(91 ®R, 92,93) = g, (91 @R, g2) -

Odwzorowanie to jest Z-liniowe w pierwszym argumencie wprost na mocy Z-liniowosci ﬁg3, a nadto
— Z-liniowe w drugim argumencie wobec tozsamosci (zapisanej dla dowolnych g1 ®g, g2 € G1®gr, G2
i g3, hs €G3)

—_

h93+(3)h3 (91 ®R, 92)

g1 ®R, hg3+(3)h3(g2) =01 ®R, (92 ®r, (93 +(3) h3))
= g1®R, (92 ®R, 93 +o 92 ®R, h3)
= g1 9®R, (92 ®R, 93) +o 91 ®R, (92 ®R, h3)

hyy (91 ®R, 92) +& iy (91 ®R, 92) -

Takze na generatorach sprawdzamy jego $roéd- Ro-jednorodnosé, z ktorej wynika istnienie jedynego
odwzorowania Z-liniowego « o pozadanej wlasnosci. Dowdd istnienia odwrotnosci o przebiega w
pelni analogicznie. I wreszcie naturalno$é opisanej tu rodziny izomorfizméw jest oczywista kon-
sekwencja ich definicji. O

Uwaga 3. Zagadnienie uniwersalne dla odwzorowarn §réd- R-liniowych ma swoje naturalne uogol-
nienie na przypadek n-liniowy dla n > 2, ktére w przypadku n = 3 prowadzi do definicji grupy
przemiennej G ®p, G2®r, G3, zwanej potroéjnym iloczynem tensorowym. Latwo wykazaé istnienie
kanonicznego izomorfizmu grup przemiennych

(Gl R, Gg) R, Gg = Gl ®R, GQ ®R, G3.

Uogolnienie tej obserwacji formalizujemy w ponizszej definicji, pozostawiajac Czytelnikowi dowdd
jej sensownosci (tj. istnienia przedmiotu tejze) jako proste, a pozyteczne ¢wiczenie.

Definicja 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i dla ustalonego n € N\ {0,1} niechaj Gy €
ObModger, Gy, € ObModg, , oraz Gy, € ObMod g, _, r,),k € 2,1 — 1. Niech tez G1[G2[Cs...Cno1 [ CGn
bedzie kategoria, ktorej obiektami sa pary (H,y) zlozone z H € Ob AbGrp i odwzorowa-
nia ¢ : G; xG3 x - x G, — H n-addytywnego i $réd-R;-jednorodnego dla kazdej pary
(G1,Gr41), le1,n -1 iktorej morfizmami — dla ustalonych obiektow (Hy,pq), € {1,2}, utwo-
rzonych przez H, € Ob AbGrp iodwzorowania ¢, : Gy xGex--xG, — H, —sa odwzorowania

Home, ;6o Gs...Gurp.cn(H1, 1), (H2, 92))

={ x e Homabgep(H1, H2) | @2=x0¢1 }.
n-krotny iloczyn tensorowy nad (Ri,Rs,...,R,_1) rodziny modutéw {G;},1 to struktura
inicjalna

(Gl ®R1 G2 ®R2 G3 ®R3 ®Rn_1 GTL7 ®%)
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dla warunku

P(Gl7G2»---7Gn);F17F2(Hv90) = P G1x Gy x-xGp — H jest

odwzorowaniem $rod-R;-liniowym dla [e1,n—-1",

w ktorego zapisie Fy : Modpor x Mod (g, r,) x Mod (g, Ry) % - x Mod(g, , r,) x Modg, —
Set jest funktorem przyporzadkowujacym n-tce (bi)modulow (wzgl. stosownych odwzorowarn lin-
iowych) iloczyn kartezjanski ich nosnikéw (wzgl. tychze odwzorowaii), a F» : AbGrp — Set
jest funktorem zapominania jak w Def. 2.

Istnienie kanonicznej struktury (R, R)-bimodutu na R, okreslonej przez lewo- i prawostronne
mnozenie przez elementy R, pozwala nam w przypadku dowolnego G; € ObModpgor traktowaé
G1®Rr R jako R-modut prawostronny, a w przypadku dowolnego Gs € ObModgr — R®r G2 jako
R-modul lewostronny. Obserwacja ta nadaje sens

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 2 oraz Rown. (7). Odwzorowanie
a6+ Gt —G1®rR : g—g®p1lp

jest izomorfizmem R-modutéw prawostronnych, o odwrotnosci zadanej przez odwzorowanie

Gk : Gl ®r R — Gl
>, vlgr)e(gerr)— > wvigr)>(94r).
(g,m)eG1xR (g,7)eG1xR

Podobnie odwzorowanie
g, 1 Ga—>R®RrGy : g—>1Rr®Ryg

jest izomorfizmem R-modutéw lewostronnych, o odwrotnosci zadanej przez odwzorowanie

kg,  R®rGy— G2
>, v(rng)>(rerg)— >, v(rg)»(reg).
(r,9)eRxG2 (r,9)eRxG2

Dowdd: Dowodzimy pierwszej czeSci tezy, dowdd drugiej czesci jest w pelni analogiczny. Latwo
sparwdzamy, ze jawnie Z-dwuliniowe (wprost z definicji dzialania) odwzorowanie

p: GixR— Gy : (g,r)—gar
jest $rod- R-jednorodne,
V(grs)ecxnxn + p((9a7),8)=(9ar)as=ga(r-rs)=ga(ros)=p(g,res),

to za$ implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania Z-liniowego ¢,k =% jak w tezie dowodzonego
stwierdzenia. Tozsamosci g,k ¢,€ =idg, oraz g,{o g,k =idg, e,k Sprawdzamy bezposrednio na
generatorach (tensorach prostych). O

3. RELACJE Z PRODUKTEM I SUMA PROSTA MODULOW
Zaczynamy od elementarnego

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, ustalmy zbiory (indekséw) Aj, Ay i niechaj
G1.€0b Mod/}cép oraz Go.€Ob Modg". Odwzorowanie

T [1 Gix,x [] G2x, — [ Gix, ®r G2y,
AreA; Agelg (A1,A2)eA1xAy

(g,(l),g?)) — (g'(l) o prl) ®Rr (g‘(Q) ° Prz)a
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w ktorego zapisie pr, : AjxAy — A,, o€ {1,2} sa rzutami kanonicznymi, indukuje kanoniczny
homomorfizm grup przemiennych

T[] Giny®r [] Gax, — [ Gix, ®r G2y,
AreAy AgelAg (A1,A2)eA1xAy

o wlasnosci
Vo e xan ¢ T @R D) = (9 opry) ®r (917 0 pry).

Dowdd: Odwzorowanie 7 jest jawnie Z-dwuliniowe i $roéd- R-jednorodne, zatem teza dowodzonego
stwierdzenia wynika wprost z Tw. 1. O

W ogo6lnosci nie mozemy orzeka¢ o wlasnosciach 7 bez poczynienia dodatkowych zatozen odnosnie
do struktury rodzin moduléw pojawiajacych sie w jego definicji (znane sg przyklady odwzorowan
nieinjektywnych i niesurjektywnych). Na wigkszg precyzje wypowiedzi pozwala ograniczenie roz-
wazaii do podmodutéw modutéw produktowych danych przez sumy proste. Oto wiec znajdujemy
wazne

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Stw.7. Kanoniczny homomorfizm grup przemiennych 7
ogranicza si¢ do iloczynu podmodulow @y ca. Gar, CMaen, Garas @€ {1,2}, tj. zadaje kano-
niczny homomorfizm grup przemiennych

T: @ Gix®r P Gor, — P Gix, ®r G2y, s
)\161\1 )\26/\2 ()\1,)\2)€A1XA2

przy czym sumy proste tensorowane w dziedzinie 7 to sumy proste R-moduléw, gdy tymcza-
sem przeciwdziedzina jest suma prosta Z-moduléw. Homomorfizm ten jest izomorfizmem grup
przemiennych.

Dowdd: Wobec zerowodci iloczynu tensorowego dowolnego elementu jednego modutu z elementem
zerowym drugiego modutu 7-obraz iloczynu tensorowego skoiniczonych kombinacji R-liniowych e-
lementéw @y,ep, Gi1a, 1 — odpowiednio — @j,cp, G2, jest skoriczong kombinacja Z-liniowa
tensoréw prostych z G, ®r G2 ),, wiec — w istocie —

(B Girn®r B Gan,)c &P Gix, ®r G2y, -
Ar1eAy A2elo (A1,22)eA1xAs

W $wietle Stw. 7 pozostaje zatem znalezé odwzorowanie Z-liniowe

h : &P Girx ®rGax, — P Gia,®r P Gan,
(A1,A2)eA1xAo A1eAq AaeAo

speliajace tozsamosci
hoT = ld®)\1§/\1 G1x; ®R®rgeny G2y 0 Toh= ld®(kl,)\2)s/\1x/\2 G123, ®rG22x, *

Przywolujac definicj¢ sumy prostej jako struktury inicjalnej, stwierdzamy przy tym, ze istnie-
nie i jednoznaczno$é poszukiwanego odwzorowania wynika wprost z istnienia stosownej rodziny
homomorfizméw grup przemiennych

X.. + Ay xAy — Mor AbGrp

(A1, A2) — Xagn, € Homz (Gia, ®r Gony, @ Gipy ®r D Gap),
p1ehg H2€A2

ktorej elementy mozemy wybraé¢ w postaci

(11) X212 = Ia © Jag s

gdzie zastosowaliSmy notacje Def. 2.9 oraz 3. Homomorfizmy te indukuja poszukiwane odwzoro-
wanie spelniajace relacje

hogxide =X
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wyrazong w terminach wlozeri kanonicznych
are ¢ Gix, ®r G2y, — P Gip, ®r Gap, -
(p1,p2)eA1x A2
Oznaczmy symbolicznie
. . 7
Ira ¢+ Gang @ Ga#a Y9 5/\.1,- >gr., «E€ {172}
Ha€la
oraz

e+ Gia ®rGay, — D Gy ®r G2y,
(p1,p2)eN1x A

> v(91,92) > (91 ®r g2)
(91,92)€G1 2, xG2x,

— > 0 e () V(91:92) > (91 ®R 92)
(91,92)€G1x; xG2x,
i przywolajmy Rown. (2.10). Mozemy juz teraz wprost sprawdzi¢ — z wykorzystaniem definiujacej
wlasnosci (11), jak rowniez Z-liniowosci iloczynu tensorowego — pozadane tozsamosci (na tensorach
prostych z @, ea, Gipy ®R @puyen, G2pu,, dla dowolnych r. € Zo(R; A1) i 5. € Zo(R;A2))

hO'f(g. (1) - ®R 8. D>(2) g‘) = h(g (1) 7O PI] ®R S. P(2) g. © Pr'y

= Z "o gxia P, 2, (9' d(1) 7. °PT; ®R S. P(2) g. © Py
(A1, A2)eN 1 x Az

= Z (In ®J>\2)(9>\1 A1) Tar ®R Sxy P(2) I,

)

)

)
(A1,A2)eA1xA2

)

)

)

= Z Z J,\l(g,\l (1) 7',\1) ®R ]AQ(SAQ >(2) 9x,
A1€A1 XoeAo

Z ]Al(g)\l <(1) Ul) ®R Z ])\2(5>\2 >(2) 9x,
A1eAq Az2€eA2

= Z Jxloprxl(g (1) 7‘)®R E JA2°PTA2(3 >2) g
A1eAq AzeA2

=0 49(1) - ®RS. D>(2) G-
Podobnie pokazujemy — dla dowolnej rodziny N(..) € Zo(Z; A1 x Az) —

(1)

Foh(Ne.y-v(g" opry,g® opry) > (g )

opr; ®r g opry))

— Z Toh © JA1,02 ©PTy; A, (N(_;) -y(g_(l) o prl,g'(2)

(A1,22)eA1xAs

°pry)

(2)

> (g opr; ®p ¢ o pr,

1
= Z To (]AI ®]>\2)(N()\1,)\2) V(g)\l vg)\Q)) > (gf\l) ®Rr gkg)
()\1,/\2)€A1><A2

)
)
E(/\1;>\2)Z€:A1><A2 F(Nowan (03,0520 & (0 (93,)) @ 2, (657)
)
)
)

~ 1 1
= Y A(Nowaw w600 (0%, 2 oY @rdf, ool

(A1,A2)eA1xA2

= F( Z N(/\h)\z) V(g>q 79}\2)) > (5>\1 a4 P gg\ ) ®Rr 6>\2 5 P Ix,

(A1,A2)eA1xA2
= (N oy - (98, 952) > (6 @1 95

(2)

= N(prl,prz) : Z/(g(l) °Ppry,g. )

opry) > (9. @

opr; ®rg.

(2)

= Ny - v(g™ opry, g opry) o (g opry @5 g o pry).
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Prosta konsekwencja powyzszego twierdzenia jest

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj ((Va,+a, Py, — Oa),éa), a € {1,2} beda
dwiema przestrzeniami wektorowymi nad cialem K. Ich iloczyn tensorowy Vi ®x Vo spelnia
warunek

dimy (‘/1 QK ‘/2) =dimg V7 - dimg V5.

Dowdd: Pochodna Tw. 5 i stwierdzenia o rozktadzie przestrzeni wektorowej na (wewnetrzng) sume
prosta powtok liniowych elementéw bazy. O

Istotnie poglebiony wglad w relacje migdzy iloczynem tensorowym i suma prostg, tudziez pro-
duktem modutéw uzyskujemy w przypadku modutéw wolnych, do ktérych teraz przechodzimy.
Tytulem wprowadzenia sformulujemy

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj G € ObModpg bedzie R-modutem
wolnym o bazie {gx}xea, indeksowanej przez pewien zbior A, i niech H € Ob Mod gor. Wowczas

VreorG I heso(min) © T= )., ha®Rgx
AeA
i istnieje (niekanoniczny) izomorfizm grup przemiennych
HerGz @ H.
AeA

Dowdd: Wyboér bazy w R-module G jest rownoznaczny ze wskazaniem izomorfizmu R-modultow

G = @ <g>\>R b
AeA
co w $wietle Tw.5 (a przy domyslnym zastosowaniu Stw.4) pozwala zapisaé
H®RG§H®R @ (g)\>R§ @ (H®R<g>\)R)~
AeA AeA

Liniowa niezaleznosé (nad R) kazdego z elementéw bazy {gx}iea 0znacza dalej, ze odwzorowanie
i R—(g\)p : 71> g

jest izomorfizmem R-moduléw, ktoérego istnienie daje nam, po uwzglednieniu tezy Stw. 6, pozadany

izomorfizm grup przemiennych

HeorG=@ (Hor(g\)gp) 2@ (HerR)= P H.
AeA AeA AeA

Powyzsze rozumowanie pozwala nam bez trudu przeprowadzi¢ dowod pierwszej czesci stwierdzenia.
Istotnie, rozwazmy dowolny tensor
> v(hg)> (h®rg) e Hor G,
(h,9)eHxG
okreslony przez rodzine v € %y(Z; H x G). Uwzgledniwszy skoriczono$¢ tej ostatniej, jak rowniez
skoniczono$¢ rodziny r.(g9) € Zo(R;A) wyznaczajacej jednoznaczny rozklad elementu g € G w
bazie {gx}en, wWreszcie tez wykorzystawszy §rod-R-liniowosé ® g, stwierdzamy

>, v(h,g)> (h®rg) > v(hg) > (her Y. ra(9) e gn)
(h,g)eHxG (h,g)eHxG AeA

> > v(hg)> (h®rTA(9) Pa gr)

AeA (h,g)eHxG

Z Z v(h,g) > (h g A(9) ®r QA)

AeA (h,g)eHxG
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. z( > V(hvg)D(MHm(g)))ébRgm

AeA \(h,g)eHxG
co jest poszukiwanym rozktadem,
hai= > v(hg)> (hagra(g)) e H.
(h,g)eHxG
Jego jednoznaczno$é wynika wprost z rownowaznosci
AZ;\ hrx®r gr =O0nerc — Vier @ ha=0g,
€

ktorej nietrywialna sktadowa == otrzymujemy ewaluujac odwzorowanie Z-liniowe id g ®L;1 opr,
na obu stronach réownosci z lewej strony dla kazdego indeksu p € A z osobna. O

Rozumowanie jak to przedstawione powyzej prowadzi nas wprost do

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Jesli oba moduty G i G2 sa wolne, przy
czym odnosne bazy to {gg\ll)}kle,\l i {gﬁ)}AzeAw to w zapisie dowolnego elementu

(1) (2) - (1) (2)
> 9y ®rhy)= > hy)®Rrgy,
A1€Aq Agelo

w terminach elementow hgi) eGy i hf\? € G1, o rozktadach
(2) _ (2) (2) (1) _ (1) (1)
h)\l - Z h}\l,)\z [>(2) g)\z ? h)\z - Z g)\l q(1) h)\Q,/\l’
Aa€Ao ey
o ktorym orzeka Stw. 9, sa spelnione tozsamosci
L@ ()
VOWv)Q)EA?XA? ’ h)\l,)\z - h)\27>\1 :
Dowdd: Wystarczy wykorzystaé¢ jednoznacznosé rozktadu, o ktérym mowi Stw. 9 (w wersji stosownie
zsymetryzowanej). O

Uwaga 4. Nalezy podkreslié, ze mimo swe strukturalne powinowactwo do stwierdzen orzekajacych
o jednoznacznosci rozktadu elementu modulu w bazie, powyzsze stwierdzenie nie pozwala nam
traktowaé uktadu {gg\ll) ®r 9,(\22)}(A1,A2)eA2xA2 jako bazy, oto bowiem grupa przemienna G; ® g G2

nie jest w ogoélnosci R-modulem.
Znaczenie zalozenia o istnieniu (skoriczonej) bazy eksponuje

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj H. € Ob Modgop. Jesli G e ObModp
jest R-modutem wolnym, to woéwczas kanoniczny homomorfizm grup przemiennych
T : I_l H)\®RG—> |_| (H)\®RG),
AeA AeA

o ktérym moéwi Stw. 7, jest monomorfizmem. Jezeli ponadto modul G jest skoiiczenie generowany,
to homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowdd: Niechaj {gM}MEK bedzie baza G, a wtedy dowolny element ¢ =[yepn Hy ®g G mozna — w
Swietle Stw. 9 — zapisa¢ jednoznacznie jako

t:ZhH(@Rgua h.“€|_|H>\7
ek AeA

zatem jego obrazem wzgledem odwzorowania kanonicznego 7 jest element grupy [lyea (H A®rG )
postaci

F(t) : A— |J (Hx®rG) : A\— > Wi ®rg,c H\®rG.
AeA ek
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Ten ostatni jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy
Vaer & Y, PA®rgu=0m00a,
ek
to za$ — wobec jednoznacznosci rozkltadu orzeczonej w Stw. 9 — jest rownowazne stwierdzeniu
Vaer V,ex h\ =0g, ,

co pokazuje injektywnos$é odwzorowania 7 w rozpatrywanym przypadku.
Jesli ponadto N := |A| < oo, to na podstawie Tw.5 oraz Stw.6 (i wczesniejszych naszych
rozwazan, w tym Stw.4) otrzymujemy z jednej strony
N N
[ Hxer D (9n)r D ( [1 Hyx®r <gn>R)

Lo |_| Hy,®rG

112
112

AeA AeA n=1 n=1 XeA
N N N
=t @(HH/\(X)RR)%@ H>\§|—||_|H,\
n=1 XeA n=1 \eA n=1 \eA
= |_| Hy,
(n,\)el,NxA
z drugiej zas
N N
L |_|(H)\®RG) = |_|(H)\®R®<QH>R)E @(H)\@)R(gn)R)
AeA AeA n=1 AeA n=1
N N N
= ﬂ@(H,\@RR)EH@H)\EH H)y,
AeA n=1 AeA n=1 AeA n=1
= I_l H)\.
(n,\)el,NxA

W powyzszych rozwazaniach wykorzystaliSmy oczywiste izomorfizmy
|_| |—| G>\17>\2 = |_| G>\17)\2’
A1eA] Agelg (A1,A2)eA1xAy
ktore dowolnemu odwzorowaniu
7. A — |J Map(A2, U Ga )
A1€Aq Agela
o wlasnosci
Yaea @ 1 f Ao — U Gan : der—= (M) G,
Ao€No
przyporzadkowuja odwzorowanie
gl s MxAy — U Gaine t (A, A2) — i, (A2),
(A1,A2)eA1xA
i odwrotnie — z kazdym odwzorowaniem
g, Ay x Ay — U G>\1,/\2 : (/\17>‘2) > 01, € G>\1,>\2
(A1,A2)eA1xA
stowarzyszaja odwzorowanie
¥ A— J Map(As, U Gan)
A€M AzelA2
o wartosciach danych przez odwzorowania

g . )
Yot A — J Gt A= g,
)\261\2

Endomorfizm zlozony i 0 7o 17

grupy przemiennej I—I(n AT NxA H) jest injektywny wprost z
konstrukcji, ale tez bez trudu stwierdzamy, ze jest to endomorfizm identycznos$ciowy, co przesadza

o bijektywnym charakterze 7. O
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Tlekro¢ pierscien bazowy jest przemienny, w naturalny sposoéb pojawia sie dodatkowa struktura
algebraiczna na grupie przemiennej G; ® g G2 z Def. 2. Azeby uwypukli¢ znaczenie przemiennosci
R, przesledZzmy nastepujace rozumowanie, ktérego celem jest wyindukowanie na rzeczonej grupie
struktury R-modutu przy uzyciu istniejacych dziataii R na czynnikach iloczynu tensorowego.
Oczywisty kandydat do roli R-dziatania (lewostronnego) to odwzorowanie

€® : RX(Gl ®RG2)—>G1 ®RG2

(r, > v(91,92) > (91 ®r g2))

(91,92)eG1xG2

— Z v(91,92) > (g1 ®r T >(2) g2) -
(91,92)€G1xG2
(12)

Na pierwszy rzut oka odwzorowanie to ma pozadang wlasnosé (wypisang dla dowolnych ry,75 € R)

Zf’loff’z( Z V(gbg?)D(QI ®R92))
(91,92)eG1xG2

= fﬁ( Z v(91,92) > (91 ®Rr T2 >(2) 92)
(91,92)eG1xG2

)
= z v(g1,92) > (91 ®RrT1 >2) (T2 >(2) 92))
(91,92)eG1xG2

)

= > v(g1,92) > (91 ®r (11 R T2) B(2) 92
(91,92)eG1xG2

_€§1 RTz( Z V(glng)D(gl ®Rg2))'
(91,92)eG1xG2
Jesli jednak wezmiemy pod uwage $rod-R-jednorodno$é¢ ®pg, to natrafimy na klopot, oto bowiem
otrzymujemy tozsamo$é

ES?I o(?z( Z U(gl’QQ)D(gl ®R92)
(91,92)€G1xG2

= @1( Z v(91,92) > (91 ®Rr T2 >(2) 92)
(91,92)eG1xG2

=0 X v(91,92) > (91 Q1) 2 ®R g2)
(91,92)eG1xG2

)

)

)

= Z v(91,92) >( 91 91) T2 ®R T1 P(2) 92)
(91,92)eG1xG2

)

)

)

= > v(g1,92) > ((91 91y r2) 9(1) 71 ®R g2
(91,92)eG1xG2

= > v(g1,92) & (91 <91y (r2 'R 7T1) ®R g2
(91,92)€G1xG2

= Z v(91,92) > (91 ®r (T2°RT1) P(2) G2
(91,92)eG1xG2

= (> v(1,9) > (1 ®rg)),
(91,92)eG1xG2

ktora wymaga, dla unikniecia sprzecznosci z ta uzyskana poprzednio, izby

ViioeR © T1'RT2=T2°RT1,
tj., izby R byl przemienny. Przyjmujac to za punkt wyjscia do dalszych rozwazan, wprowadzamy
Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 2, przy czym niechaj R bedzie pier§cieniem przemiennym.

Struktura R-modulu na G; ®p G2 jest zadawana przez odwzorowanie (dziatanie) (12). Ana-

logicznie definiujemy strukture R-modutu na n-krotnym iloczynie tensorowym rodziny moduléw
{GA}Aeﬁ z Def.4 przy R;:=R, lel,n—-1.

Jako natychmiastowe corollarium do Stw. 10 otrzymujemy
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Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Def. 5 i Stw. 10. Jesli oba moduty G; i G2 sa wolne, przy
czym odnosne bazy to {ggll)},\lej\1 i {95\22)}/\261\27 to takze R-modul G ®g G4 jest wolny, a rodzina

1 2 . .
{gﬁl) ®r giz)}ul,memmg jest jego baza.

Dowdd: Oczywisty. O



