
METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I
W CZASACH ZARAZY
3. WYKŁAD ZDALNY

Narzȩdzia formalne pozyskane ma poprzednim wykładzie pozwalaja̧ nam wprowadzić nowa̧,
wieloliniowa̧ strukturȩ algebraiczna̧, o fundamentalnym znaczeniu dla konstrukcji algebr Clifforda
i ich modułów, wiȩc obiektów, których dyskusji jest poświȩcony niniejszy cykl wykładów. Strukturȩ
tȩ definiujemy i badamy poniżej.

1. Iloczyn tensorowy modułów nad pierścieniem jako obiekt uniwersalny

Zaczynamy od wprowadzaja̧cej

Definicja 1. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i ustalmy R ∈ ObRing. Niechaj G1 ∈ ObModRop ,
G2 ∈ModR oraz H ∈ ObAbGrp i niech ϕ ∶ G1 ×G2 Ð→ H bȩdzie dwu-Z-liniowe (czyli dwu-
addytywne), tj.

∀g1,g2∈G1 ∀g3∈G2 ∶ ϕ(g1 +1 g2, g3) = ϕ(g1, g3) +H ϕ(g2, g3) ,

∀h1∈G1 ∀h2,h3∈G2 ∶ ϕ(h1, h2 +2 h3) = ϕ(h1, h2) +H ϕ(h1, h3) .
Odwzorowanie ϕ nazywamy śród-R-liniowym, jeśli spełnia dodatkowy warunek śród-R-jed-
norodności

∀(r,g1,g2)∈R×G1×G2
∶ ϕ(g1 ⊲ r, g2) = ϕ(g1, r ⊳ g2) .

Odwzorowania śród-R-liniowe dla ustalonej pary (G1,G2) tworza̧ kategoriȩ G1LG2, której obiek-
tami sa̧ pary (H,ϕ) złożone z H ∈ ObAbGrp i odwzorowania śród-R-liniowego ϕ ∈ HomSet(G1×
G2,H), morfizmami zaś – dla ustalonych obiektów (Hα, ϕα), α ∈ {1,2}, utworzonych przez
Hα ∈ ObAbGrp i odwzorowania śród-R-liniowe ϕα ∶ G1 ×G2 Ð→Hα – odwzorowania

HomG1LG2((H1, ϕ1), (H2, ϕ2)) = { χ ∈ HomAbGrp(H1,H2) ∣ ϕ2 = χ ○ ϕ1 } .

Przykłady 1. Fundamentalnym przykładem odwzorowania śród-R-liniowego jest mnożenie w
pierścieniu R, przy czym R traktujemy tutaj jako kanoniczny lewy (RR) i prawy (RR) R-moduł.

Możemy już teraz wprowadzić obiekt podstawowy naszych rozważań:

Definicja 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy nad R prawego R-modułu
G1 i lewego R-modułu G2 to struktura inicjalna

(G1 ⊗R G2,⊗R)
dla warunku

P(G1,G2);F1,F2
(H,ϕ) ≡ „ϕ ∶ G1 ×G2 Ð→H jest odwzorowaniem śród-R-liniowym” ,

w którego zapisie F1 ∶ ModRop ×ModR Ð→ Set jest funktorem przyporza̧dkowuja̧cym parze
modułów (wzgl. odwzorowań R-liniowych) iloczyn kartezjański ich nośników (wzgl. tychże od-
wzorowań), a F2 ∶ AbGrp Ð→ Set jest funktorem zapominania przyporza̧dkowuja̧cym grupie
przemiennej (wzgl. homomorfizmowi miȩdzy takimi grupami) jej nośnik (wzgl. to samo odwzoro-
wanie traktowane jako odwzorowanie miȩdzy zbiorami).

Uwaga 1. Dokonajmy elementarnej egzegezy powyższej definicji, aby unikna̧ć onieśmielaja̧cego
uczucia wysokościowego vertigo. Oto wiȩc iloczyn tensorowy R-modułów G1 i G2 to – w istocie –
para (G1⊗RG2,⊗R) złożona z grupy przemiennej G1⊗RG2 oraz odwzorowania śród-R-liniowego
⊗R ∶ G1 ×G2 Ð→ G1 ⊗R G2, zwanego kanonicznym odwzorowaniem śród-R-liniowym, o tej
własności, że dla każdej grupy przemiennej H i każdego odwzorowania śród-R-liniowego ϕ ∶

1
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G1 ×G2 Ð→ H istnieje dokładnie jeden homomorfizm grup przemiennych ϕ̃ ∶ G1 ⊗R G2 Ð→ H,
który czyni przemiennym diagram

H (H,ϕ)�F2oo

(G1,G2) �
F1

// G1 ×G2

ϕ

::

⊗R
// G1 ⊗R G2

ϕ̃

OO

(G1 ⊗R G2,⊗R)

ϕ̃

OO

�
F2

oo

,(1)

czyli – mówia̧c po ludzku – spełnia tożsamość

∀(g1,g2)∈G1×G2
∶ ϕ̃(g1 ⊗R g2) = ϕ(g1, g2) ,(2)

gdzie wprowadziliśmy standardowe oznaczenie

⊗R(g1, g2) ≡ g1 ⊗R g2 .(3)

Mamy wielce uspokajaja̧ce

Twierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Dla dowolnego pierścienia R i dowolnych G1 ∈ ObModRop ,
G2 ∈ ModR iloczyn tensorowy (G1 ⊗R G2,⊗R) istnieje i jest określony jednoznacznie z dokład-
nościa̧ do jedynego izomorfizmu grup przemiennych.

Dowód: Wprost z definicji iloczynu tensorowego jako morfizmu uniwersalnego wynika – w świetle
Tw. 2.2 – druga czȩść dowodzonego twierdzenia. Pozostaje zatem wykazać jego istnienie, co czy-
nimy w sposób bezpośredni (konstruktywny). Utwórzmy wolny Z-moduł ⟨G1 ×G2⟩Z (czyli grupȩ
przemienna̧) nad zbiorem1 G1 ×G2. Moduł ten zawiera Z-podmoduł

T ∶= ⟨{(g1 +1 g2, g3) − (g1, g3) − (g2, g3)}g1,g2∈G1, g3∈G2

∪{(h1, h2 +2 h3) − (h1, h2) − (h1, h3)}h1∈G1, h2,h3∈G2

∪{(k1 ⊲1 r, k2) − (k1, r ⊳2 k2)}k1∈G1, k2∈G2, r∈R⟩Z ,
który wobec przemienności grupy ⟨G1 ×G2⟩Z definiuje Z-moduł ilorazowy (czyli grupȩ ilorazowa̧).
Postulujemy

G1 ⊗R G2 ∶= ⟨G1 ×G2⟩Z /T ,(4)

a ponieważ zbiór G1 ×G2 zanurza siȩ kanonicznie w ⟨G1 ×G2⟩Z (jako zbiór) wedle schematu

̃G1×G2 ∶ G1 ×G2 ↣ ⟨G1 ×G2⟩Z ∶ (g1, g2)z→ δ(g1,g2) ,(5)

wykorzystuja̧cego bazȩ {δ(g1,g2)}(g1,g2)∈G1×G2
złożona̧ z odwzorowań

δ(g1,g2) ∶ G1 ×G2 Ð→ R ∶ (h1, h2)z→ {
1R dla (h1, h2) = (g1, g2)
0R dla (h1, h2) ≠ (g1, g2)

,

przeto możemy też zdefiniować

⊗R ∶= π⟨G1×G2⟩Z/T ○ ̃G1×G2 ∶ G1 ×G2 Ð→ G1 ⊗R G2

∶ (g1, g2)z→ δ(g1,g2) + T ,(6)

używaja̧c rzutu kanonicznego modulo T .
Zaczniemy od sprawdzenia śród-R-liniowości zdefiniowanego powyżej odwzorowania ⊗R, licza̧c

dla dowolnych g1, g2 ∈ G1, g3, g4 ∈ G2 i r ∈ R, co nastȩpuje:

(g1 +1 g2)⊗R g3 ≡ δ(g1+1g2,g3) + T

= δ(g1,g3) + δ(g2,g3) + (δ(g1+1g2,g3) − δ(g1,g3) − δ(g2,g3)) + T

1Podkreślmy: nie chodzi tutaj o grupȩ przemienna̧ G1 ×G2, lecz o „goły” zbiór.
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≡ δ(g1,g3) + δ(g2,g3) + T = (δ(g1,g3) + T ) + (δ(g2,g3) + T )

≡ g1 ⊗R g3 + g2 ⊗R g3 ,

g1 ⊗R (g3 +2 g4) ≡ δ(g1,g3+2g4) + T

= δ(g1,g3) + δ(g1,g4) + (δ(g1,g3+2g4) − δ(g1,g3) − δ(g1,g4)) + T

≡ δ(g1,g3) + δ(g1,g4) + T = (δ(g1,g3) + T ) + (δ(g1,g4) + T )

≡ g1 ⊗R g3 + g1 ⊗R g4 ,

g1 ⊲1 r ⊗R g2 ≡ δ(g1⊲1r,g2) + T = δ(g1,r⊳2g2) + (δ(g1⊲1r,g2) − δ(g1,r⊳2g2)) + T

= δ(g1,r⊳2g2) + T ≡ g1 ⊗R r ⊳2 g2 .

W nastȩpnej kolejności wykażemy istnienie i jednoznaczność odwzorowania ϕ̃, o którym mowa
w Uwadze 1. W tym celu wykorzystamy bazowość układu {δ(g1,g2)}(g1,g2)∈G1×G2

w ⟨G1 ×G2⟩Z,
jak też i to, że odwzorowanie π⟨G1×G2⟩Z/T jest epimorfizmem, zatem definiuja̧ca tożsamość (2)
ustala obraz wzglȩdem odwzorowania ϕ̃ układu generuja̧cego dziedziny tego odwzorowania. Jest
zatem jasne, że istnieje co najwyżej jedno Z-liniowe rozszerzenie tak zadanego (na układzie
generuja̧cym) odwzorowania. Rozszerzenie to przyjmuje nastȩpuja̧ca̧ postać: wobec surjekty-
wności rzutu kanonicznego modulo T każdy element τ ∈ G1 ⊗RG2 możemy przedstawić w formie
τ = ν + T dla pewnej funkcji ν ∈ ZG1×G2 o ograniczonym nośniku (wiȩc przyjmuja̧cej wartości
różne od 0Z dla skończonej liczby argumentów – zbiór takich funkcji bȩdziemy oznaczać sym-
bolem R0(Z;G1 ×G2)), skoro zaś układ {δ(g1,g2)}(g1,g2)∈G1×G2

jest baza̧ ⟨G1 ×G2⟩Z, to możemy
rozłożyć ν = ∑(g1,g2)∈G1×G2

n(g1,g2) ⊳ δ(g1,g2), przy czym – jak łatwo widać – n(g1,g2) ≡ ν(g1, g2),
ostatecznie wiȩc najbardziej ogólna postać elementu modułu G1 ⊗R G2 to

τ = ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ δ(g1,g2) + T

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (δ(g1,g2) + T) + T

≡ ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2) + T

≡ ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν̃(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2)(7)

(gdzie w ostatnim kroku dokonaliśmy banalnego przesuniȩcia ν z→ ν+δ(0(1),0(2)) =∶ ν̃), a ponieważ
ϕ̃ jest z założenia homomorfizmem grup przemiennych, przeto

ϕ̃(τ) = ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν̃(g1, g2) ⊳H ϕ̃(g1 ⊗R g2) ,

co daje antycypowany jednoznaczny wynik ostateczny

ϕ̃(τ) = ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν̃(g1, g2) ⊳H ϕ(g1, g2) .

Innymi słowy, określenie postaci przyjmowanej przez ϕ̃ na układzie generuja̧cym G1 ⊗R G2

złożonym z tensorów prostych, w sposób zdeterminowany przez sama̧ definicjȩ obiektu inicjal-
nego, jednoznacznie podpowiada postać (jedynego) rozszerzenia Z-liniowego tego odwzorowania
do całego modułu tensorowego. �
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Maja̧c na wzglȩdzie przyszła̧ wygodȩ dowodzenia, podamy obecnie równoważna̧ definicjȩ iloczynu
tensorowego modułów uwzglȩdniaja̧ca̧ powyższe rozumowanie, a to w formie

Stwierdzenie 1. Przyjmijmy zapis Def. 2. Niechaj (T, τ) ∈ Ob G1LG2 . Poniższe zdania logiczne sa̧
równoważne.

(i) (T, τ) jest iloczynem tensorowym modułów G1 i G2 nad R.
(ii) Grupa T jest generowana (nad Z) przez elementy postaci τ(g1, g2), (g1, g2) ∈ G1×G2, tj.

T = ⟨τ(G1 ×G2)⟩Z ,(8)

a ponadto dla każdej pary (H,ϕ) ∈ Ob G1LG2 jest określone odwzorowanie ϕ̃ ∈ HomG1LG2((T, τ), (H,ϕ)),
tj. takie, które czyni przemiennym diagram

H

G1 ×G2

ϕ

<<

τ
// T

ϕ̃

OO

.(9)

Dowód:
(i)⇒(ii) Prawdziwość zdania (i) implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania ϕ̃ wprost na mocy

uniwersalności iloczynu tensorowego. Niechaj

Tτ ∶= ⟨τ(G1 ×G2)⟩Z
bȩdzie podgrupa̧ generowana̧ przez elementy τ(g1, g2), (g1, g2) ∈ G1 × G2, kanonicznie
zanurzona̧ w T przez Tτ ∶ Tτ ↣ T , a wtedy τ kanonicznie określa obiekt (Tτ , τ) ∈
Ob G1LG2 o własności

Tτ ○ τ = τ .
Inicjalność τ gwarantuje istnienie homomorfizmu grup przemiennych τ̃ ∶ T Ð→ Tτ o
własności

τ̃ ○ τ = τ ,
a zatem zachodzi tożsamość

Tτ ○ τ̃ ○ τ = Tτ ○ τ = τ ≡ idT ○ τ ,
która wobec tejże inicjalności τ daje nam równość

Tτ ○ τ̃ = idT ,

implikuja̧ca̧ postulowana̧ surjektywność zanurzenia kanonicznego,

Im Tτ = T .
(ii)⇒(i) Niechaj ϕ̃1 ∶ T Ð→ H i ϕ̃2 ∶ T Ð→ H bȩda̧ dwoma homomorfizmami grup przemiennych

domykaja̧cymi Diag. (9),

ϕ̃1 ○ τ = ϕ = ϕ̃2 ○ τ ,
ska̧d wniosek:

ϕ̃1↾τ(G1×G2) = ϕ̃2↾τ(G1×G2) .

Równość (8) przesa̧dza o poża̧danej równości obu homomorfizmów (wobec ich Z-liniowości),
ϕ̃1 = ϕ̃2 .

�

W nastȩpnej kolejności zajmiemy siȩ omówieniem operacji tensorowania odwzorowań liniowych.
Nasza dyskusja bȩdzie zarazem stanowić pierwsza̧ demonstracjȩ siły pojȩcia morfizmu uniwersal-
nego. Zacznijmy, jak (niemal) zawsze od
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Definicja 3. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj G1,H1 ∈ ObModRop i G2,H2 ∈ ObModR.
Iloczyn tensorowy nad R odwzorowań R-liniowych χ1 ∈ HomRop(G1,H1) i χ2 ∈ HomR(G2,H2)
to (jedyny) homomorfizm grup przemiennych

χ1 ⊗ χ2 ∶ G1 ⊗R G2 Ð→H1 ⊗R H2

o własności

∀(g1,g2)∈G1×G2
∶ (χ1 ⊗ χ2)(g1 ⊗R g2) = χ1(g1)⊗R χ2(g2) .

Stwierdzenie 2. Dla dowolnego pierścienia R i dowolnych G1,H1 ∈ ObModRop , G2,H2 ∈
ModR oraz (χ1, χ2) ∈ HomRop(G1,H1)×HomR(G2,H2) homomorfizm grup przemiennych χ1 ⊗
χ2 jest dobrze określony.

Dowód: Rozważmy odwzorowanie

ϕ ∶ G1 ×G2 Ð→H1 ⊗R H2 ∶ (g1, g2)z→ χ1(g1)⊗R χ2(g2) .

Jest ono jawnie śród-R-liniowe, zatem w świetle uniwersalności iloczynu tensorowego nad R
określa ono jednoznacznie odwzorowanie χ1 ⊗ χ2 ∶= ϕ̃, o którym mowa w dowodzonym stwierdze-
niu. �

Uwaga 2. Przyjȩty zapis iloczynu odwzorowań liniowych może być myla̧cy, sugeruje bowiem,
jakoby χ1 ⊗ χ2 było iloczynem tensorowym odwzorowań χ1 i χ2 traktowanych jako elementy
Z-modułów (tj. grup przemiennych) HomZ(G1,H1) i HomR(G2,H2), odpowiednio, tymczasem
skonstruowane poniżej odwzorowanie HomZ(G1,H1)⊗ZHomR(G2,H2)Ð→ HomZ(G1⊗RG2,H1)⊗R
H2) nie jest w ogólności ani surjektywne, ani injektywne.

Stwierdzenie 3. Przyjmijmy zapis Def. 3. Istnieje kanoniczny homomorfizm Z-modułów

ı ∶ HomR(G1,H1)⊗Z HomR(G2,H2)Ð→ HomZ(G1 ⊗R G2,H1 ⊗R H2)

o własności

ı(χ1 ⊗Z χ2) = χ1 ⊗ χ2 .

Dowód: Odwzorowanie

ϕ ∶ HomR(G1,H1) ×HomR(G2,H2)Ð→ HomZ(G1 ⊗R G2,H1 ⊗R H2)

∶ (χ1, χ2)z→ χ1 ⊗ χ2

jest jawnie Z-dwuliniowe, wiȩc też automatycznie śród-Z-liniowe, a zatem określa jednoznacznie
odwzorowanie ι ∶= ϕ̃, o którym mowa w dowodzonym stwierdzeniu. �

Mamy przydatne

Stwierdzenie 4. Przyjmijmy zapis Def. 3. Dla dowolnych G1,H1,K1 ∈ ObModRop i G2,H2,K2 ∈
ObModR oraz χ1 ∈ HomRop(G1, H1), χ2 ∈ HomR(G2,H2) i ψ1 ∈ HomR(H1,K1), ψ2 ∈ HomR(H2,K2)
zachodzi tożsamość

(ψ1 ⊗ ψ2) ○ (χ1 ⊗ χ2) = (ψ1 ○ χ1)⊗ (ψ2 ○ χ2) .(10)

W szczególności ilekroć χ1 i χ2 sa̧ odwracalne, otrzymujemy

(χ1 ⊗ χ2)−1 = χ−1
1 ⊗ χ−1

2 .

Podobnie, surjektywność χ1 i χ2 implikuje surjektywność χ1 ⊗ χ2 wobec tożsamości

Im (χ1 ⊗ χ2) = Imχ1 ⊗R Imχ2 .
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Dowód: Wobec Równ. (7) oraz Z-liniowości ⊗R wystarczy sprawdzić dowodzona̧ tożsamość (10)
na generatorach g1⊗Rg2, (g1, g2) ∈ G1×G2 grupy przemiennej G1⊗RG2, co jest rzecza̧ prosta̧. �

W podsumowaniu dotychczasowej dyskusji możemy wypowiedzieć zwiȩzłe

Twierdzenie 2. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Iloczyn tensorowy określa funktor kowariantny
⊗R ∶ ModRop ×ModR Ð→AbGrp o składowej obiektowej (G1,G2) z→ G1 ⊗R G2 i składowej
morfizmowej (χ1, χ2)z→ χ1 ⊗ χ2.

Dowód: Wynika wprost z Def. 3 oraz Stw. 4. �

Uniwersalna natura iloczynu tensorowego dostarcza nam potȩżnego narzȩdzia analizy jego włas-
ności strukturalnych, z których kilka opiszemy w nastȩpnym rozdziale.

2. Podstawowe własności iloczynu tensorowego

Zaczynamy od

Twierdzenie 3 (O przemienności iloczynu tensorowego). Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj G(op)
1

(wzgl. G(op)
2 ) oznacza lewy (wzgl. prawy) Rop-moduł o nośniku G1 (wzgl. G2) i strukturze in-

dukowanej w naturalny sposób ze struktury prawego (wzgl. lewego) R-modułu na G1 (wzgl. G2).
Istnieje kanoniczny izomorfizm grup przemiennych

σG1,G2 ∶ G1 ⊗R G2
≅ÐÐ→ G

(op)
2 ⊗Rop G

(op)
1

o własności

∀(g1,g2)∈G1×G2
∶ σG1,G2(g1 ⊗R g2) = g2 ⊗Rop g1 .

Dowód: Wprost na mocy definicji G(op)
α , α ∈ {1,2} odwzorowanie

ϕ ∶ G1 ×G2 Ð→ G
(op)
2 ⊗Rop G

(op)
1 ∶ (g1, g2)z→ g2 ⊗Rop g1

jest śród-R(op)-liniowe, istnieje zatem jedyne odwzorowanie Z-liniowe

σG1,G2 ∶ G1 ⊗R G2 Ð→ G
(op)
2 ⊗Rop G

(op)
1

o własności wskazanej w tezie dowodzonego twierdzenia. Analogicznie dowodzimy istnienia je-
dynego odwzorowania Z-liniowego

τG1,G2 ∶ G(op)
2 ⊗Rop G

(op)
1 Ð→ G1 ⊗R G2

o własności

∀(g1,g2)∈G1×G2
∶ τG1,G2(g2 ⊗Rop g1) = g1 ⊗R g2 .

Otrzymujemy wiȩc równości, trywialnie spełnione na generatorach, a wiȩc i ogólnie,

σG1,G2 ○ τG1,G2 = id
G
(op)
2 ⊗RopG

(op)
1

,

τG1,G2 ○ σG1,G2 = idG1⊗RG2 .

�

Celem zbadania zagadnienia ła̧czności operacji tensorowania modułów uogólnimy najpierw nasze
dotychczasowe rozważania w sposób opisany w

Stwierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Def. 2 oraz 3 i niechaj G1,H1 ∈ ObMod(R2,R
op
1 ), G2,H2 ∈

ObModR1 , G3,H3 ∈ ObModRop
1
, G4,H4 ∈ ObMod(R1,R

op
2 ). Wówczas

(i) G1 ⊗R1 G2 jest lewym R2-modułem z działaniem określonym na generatorach:

∀(r,g1,g2)∈R2×G1⊗R1
G2

∶ r ⊳⊗ (g1 ⊗R1 g2) ∶= (r ⊳(1) g1)⊗R1 g2 .



METODY ALGEBRY WYŻSZEJ W FIZYCE I W CZASACH ZARAZY 3. WYKŁAD ZDALNY 7

(ii) ∀(χ1,χ2)∈Hom(R2,R1)
(G1,H1)×HomR1

(G2,H2) ∶ χ1 ⊗ χ2 ∈ HomR2(G1 ⊗R1 G2, H1 ⊗R1 H2).
(iii) G3 ⊗R1 G4 jest prawym R2-modułem z działaniem określonym na generatorach:

∀(g3,g4,r)∈G3⊗R1
G4×R2

∶ (g3 ⊗R1 g4) ⊲⊗ r ∶= g3 ⊗R1 (g4 ⊲(4) r) .

(iv) ∀(ψ1,ψ2)∈HomR1
(G3,H3)×Hom(R1,R2)

(G4,H4) ∶ ψ1 ⊗ ψ2 ∈ HomR2(G3 ⊗R1 G4, H3 ⊗R1 H4).

Dowód: Przedstawimy jedynie dowód punktów (i) i (ii) tezy, dowód pozostałych punktów przebiega
w pełni analogicznie.
Ad (i) Określmy dla dowolnego r ∈ R2 odwzorowanie

ϕr ∶ G1 ×G2 Ð→ G1 ⊗R1 G2 ∶ (g1, g2)z→ (r ⊳(1) g1)⊗R1 g2 .

Jest ono jawnie śród-R1-liniowe, wiȩc też indukuje jedyne odwzorowanie Z-liniowe

`⊗r ∶= ϕ̃r ∶ G1 ⊗R1 G2 Ð→ G1 ⊗R1 G2

o poża̧danej własności

`⊗r (g1 ⊗R1 g2) = (r ⊳(1) g1)⊗R1 g2 .

Bez trudu sprawdzamy, że to ostatnie zadaje strukturȩ lewegoR2-modułu na swej dziedzinie,
według schematu

`⊗⋅ ∶ R2 ×G1 ⊗R1 G2 Ð→ G1 ⊗R1 G2

∶ (r, ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R1 g2))

z→ ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ `⊗r (g1 ⊗R1 g2) .

Ad (ii) Trywialne sprawdzenie na generatorach.
�

Możemy już teraz wysłowić

Twierdzenie 4 (O ła̧czności iloczynu tensorowego). Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj
G1 ∈ ObModRop

1
, G2 ∈ ObMod(R1,R

op
2 ), G3 ∈ ObModR2 . Istnieje kanoniczny izomorfizm natu-

ralny

ModRop
1
×Mod(R1,R

op
2 ) ×ModR2

⊗R2
○(⊗R1

×IdModR2
)

**

⊗R2
○(⊗R1

×IdModR2
)

44
α⋅,⋅,⋅

��

AbGrp

miȩdzy funktorami kowariantnymi

⊗R2 ○ (⊗R1 × IdModR2
) ∶ ModRop

1
×Mod(R1,R

op
2 ) ×ModR2 Ð→AbGrp

∶ (G1,G2,G3)z→ (G1 ⊗R1 G2)⊗R2 G3

oraz

⊗R1 ○ (IdModR1
× ⊗R2

) ∶ ModRop
1
×Mod(R1,R

op
2 ) ×ModR2 Ð→AbGrp

∶ (G1,G2,G3)z→ G1 ⊗R1
(G2 ⊗R2 G3) ,

o własności

∀(g1,g2,g3)∈G1×G2×G3
∶ αG1,G2,G3

((g1 ⊗R1 g2)⊗R2 g3) = g1 ⊗R1 (g2 ⊗R2 g3) .
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Dowód: Ustalenie postaci postulowanego izomorfizmu na generatorach gwarantuje – jak uprzednio
– jego jednoznaczność. Pozostaje dowieść jego istnienia, co uczynimy w sposób konstruktywny.
Zdefiniujmy, dla dowolnego g3 ∈ G3, odwzorowanie (jawnie) R1-liniowe

hg3 ∶ G2 Ð→ G2 ⊗R2 G3 ∶ g2 z→ g2 ⊗R2 g3

i rozważmy indukowane przezeń odwzorowanie Z-liniowe

ĥg3 ∶= idG1 ⊗ hg3 ∶ G1 ⊗R1 G2 Ð→ G1 ⊗R1
(G2 ⊗R2 G3) .

To ostatnie zadaje odwzorowanie

ĥ⋅ ∶ G1 ⊗R1 G2 ×G3 Ð→ G1 ⊗R1
(G2 ⊗R2 G3) ,

które na generatorach określamy jako

ĥ⋅(g1 ⊗R1 g2, g3) ∶= ĥg3(g1 ⊗R1 g2) .

Odwzorowanie to jest Z-liniowe w pierwszym argumencie wprost na mocy Z-liniowości ĥg3 , a nadto
– Z-liniowe w drugim argumencie wobec tożsamości (zapisanej dla dowolnych g1⊗R1g2 ∈ G1⊗R1G2

i g3, h3 ∈ G3)

ĥg3+(3)h3(g1 ⊗R1 g2) ≡ g1 ⊗R1 hg3+(3)h3(g2) = g1 ⊗R1
(g2 ⊗R2 (g3 +(3) h3))

= g1 ⊗R1 (g2 ⊗R2 g3 +⊗ g2 ⊗R2 h3)

= g1 ⊗R1 (g2 ⊗R2 g3) +⊗ g1 ⊗R1 (g2 ⊗R2 h3)

≡ ĥg3(g1 ⊗R1 g2) +⊗ ĥh3(g1 ⊗R1 g2) .
Także na generatorach sprawdzamy jego śród-R2-jednorodność, z której wynika istnienie jedynego
odwzorowania Z-liniowego α o poża̧danej własności. Dowód istnienia odwrotności α przebiega w
pełni analogicznie. I wreszcie naturalność opisanej tu rodziny izomorfizmów jest oczywista̧ kon-
sekwencja̧ ich definicji. �

Uwaga 3. Zagadnienie uniwersalne dla odwzorowań śród-R-liniowych ma swoje naturalne uogól-
nienie na przypadek n-liniowy dla n > 2, które w przypadku n = 3 prowadzi do definicji grupy
przemiennej G1⊗R1G2⊗R2G3, zwanej potrójnym iloczynem tensorowym. Łatwo wykazać istnienie
kanonicznego izomorfizmu grup przemiennych

(G1 ⊗R1 G2)⊗R2 G3 ≅ G1 ⊗R1 G2 ⊗R2 G3 .

Uogólnienie tej obserwacji formalizujemy w poniższej definicji, pozostawiaja̧c Czytelnikowi dowód
jej sensowności (tj. istnienia przedmiotu tejże) jako proste, a pożyteczne ćwiczenie.

Definicja 4. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i dla ustalonego n ∈ N ∖ {0,1} niechaj G1 ∈
ObModRop

1
,Gn ∈ ObModRn−1 oraz Gk ∈ ObMod(Rk−1,Rk), k ∈ 2, n − 1. Niech też G1LG2LG3⋯Gn−1LGn

bȩdzie kategoria̧, której obiektami sa̧ pary (H,ϕ) złożone z H ∈ ObAbGrp i odwzorowa-
nia ϕ ∶ G1 × G2 × ⋯ × Gn Ð→ H n-addytywnego i śród-Rl-jednorodnego dla każdej pary
(Gl,Gl+1), l ∈ 1, n − 1 i której morfizmami – dla ustalonych obiektów (Hα, ϕα), α ∈ {1,2}, utwo-
rzonych przez Hα ∈ ObAbGrp i odwzorowania ϕα ∶ G1×G2×⋯×Gn Ð→Hα – sa̧ odwzorowania

HomG1LG2LG3⋯Gn−1LGn((H1, ϕ1), (H2, ϕ2))

= { χ ∈ HomAbGrp(H1,H2) ∣ ϕ2 = χ ○ ϕ1 } .
n-krotny iloczyn tensorowy nad (R1,R2, . . . ,Rn−1) rodziny modułów {Gi}i∈1,n to struktura
inicjalna

(G1 ⊗R1 G2 ⊗R2 G3 ⊗R3 ⋯⊗Rn−1 Gn,⊗nR)
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dla warunku

P(G1,G2,...,Gn);F1,F2
(H,ϕ) ≡ „ϕ ∶ G1 ×G2 ×⋯ ×Gn Ð→H jest

odwzorowaniem śród-Rl-liniowym dla l ∈ 1, n − 1” ,

w którego zapisie F1 ∶ ModRop
1
×Mod(R1,R2) ×Mod(R2,R3) × ⋯ ×Mod(Rn−1,Rn) ×ModRn Ð→

Set jest funktorem przyporza̧dkowuja̧cym n-tce (bi)modułów (wzgl. stosownych odwzorowań lin-
iowych) iloczyn kartezjański ich nośników (wzgl. tychże odwzorowań), a F2 ∶ AbGrp Ð→ Set
jest funktorem zapominania jak w Def. 2.

Istnienie kanonicznej struktury (R,R)-bimodułu na R, określonej przez lewo- i prawostronne
mnożenie przez elementy R, pozwala nam w przypadku dowolnego G1 ∈ ObModRop traktować
G1⊗RR jako R-moduł prawostronny, a w przypadku dowolnego G2 ∈ ObModR – R⊗RG2 jako
R-moduł lewostronny. Obserwacja ta nadaje sens

Stwierdzenie 6. Przyjmijmy zapis Def. 2 oraz Równ. (7). Odwzorowanie

G1
ξ ∶ G1 Ð→ G1 ⊗R R ∶ g z→ g ⊗R 1R

jest izomorfizmem R-modułów prawostronnych, o odwrotności zadanej przez odwzorowanie

G1
κ ∶ G1 ⊗R R Ð→ G1

∶ ∑
(g,r)∈G1×R

ν(g, r) ⊳ (g ⊗R r)z→ ∑
(g,r)∈G1×R

ν(g, r) ⊳ (g ⊲ r) .

Podobnie odwzorowanie

ξG2 ∶ G2 Ð→ R⊗R G2 ∶ g z→ 1R ⊗R g

jest izomorfizmem R-modułów lewostronnych, o odwrotności zadanej przez odwzorowanie

κG2 ∶ R⊗R G2 Ð→ G2

∶ ∑
(r,g)∈R×G2

ν(r, g) ⊳ (r ⊗R g)z→ ∑
(r,g)∈R×G2

ν(r, g) ⊳ (r ⊳ g) .

Dowód: Dowodzimy pierwszej czȩści tezy, dowód drugiej czȩści jest w pełni analogiczny. Łatwo
sparwdzamy, że jawnie Z-dwuliniowe (wprost z definicji działania) odwzorowanie

℘ ∶ G1 ×R Ð→ G1 ∶ (g, r)z→ g ⊲ r

jest śród-R-jednorodne,

∀(g,r,s)∈G1×R×R ∶ ℘((g ⊲ r), s) ≡ (g ⊲ r) ⊲ s = g ⊲ (r ⋅R s) ≡ g ⊲ (r ⊳ s) ≡ ℘(g, r ⊳ s) ,

to zaś implikuje istnienie (jedynego) odwzorowania Z-liniowego G1
κ ≡ ℘̃ jak w tezie dowodzonego

stwierdzenia. Tożsamości G1
κ ○ G1

ξ = idG1 oraz G1
ξ ○ G1

κ = idG1⊗RR sprawdzamy bezpośrednio na
generatorach (tensorach prostych). �

3. Relacje z produktem i suma̧ prosta̧ modułów

Zaczynamy od elementarnego

Stwierdzenie 7. Przyjmijmy dotychczasowy zapis, ustalmy zbiory (indeksów) Λ1,Λ2 i niechaj
G1 ⋅ ∈ ObModΛ1

Rop oraz G2 ⋅ ∈ ObModΛ2

R . Odwzorowanie

τ ∶ ⊓
λ1∈Λ1

G1λ1 × ⊓
λ2∈Λ2

G2λ2 Ð→ ⊓
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

G1λ1 ⊗R G2λ2

∶ (g(1)⋅ , g2)
⋅ )z→ (g(1)⋅ ○ pr1)⊗R (g(2)⋅ ○ pr2) ,
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w którego zapisie prα ∶ Λ1×Λ2 Ð→ Λα, α ∈ {1,2} sa̧ rzutami kanonicznymi, indukuje kanoniczny
homomorfizm grup przemiennych

τ̃ ∶ ⊓
λ1∈Λ1

G1λ1 ⊗R ⊓
λ2∈Λ2

G2λ2 Ð→ ⊓
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

G1λ1 ⊗R G2λ2

o własności

∀(g(1)⋅ ,g
2)
⋅ )∈G1 ⋅×G2 ⋅

∶ τ̃(g(1)⋅ ⊗R g(2)⋅ ) = (g(1)⋅ ○ pr1)⊗R (g(2)⋅ ○ pr2) .

Dowód: Odwzorowanie τ jest jawnie Z-dwuliniowe i śród-R-jednorodne, zatem teza dowodzonego
stwierdzenia wynika wprost z Tw. 1. �

W ogólności nie możemy orzekać o własnościach τ̃ bez poczynienia dodatkowych założeń odnośnie
do struktury rodzin modułów pojawiaja̧cych siȩ w jego definicji (znane sa̧ przykłady odwzorowań
nieinjektywnych i niesurjektywnych). Na wiȩksza̧ precyzjȩ wypowiedzi pozwala ograniczenie roz-
ważań do podmodułów modułów produktowych danych przez sumy proste. Oto wiȩc znajdujemy
ważne

Twierdzenie 5. Przyjmijmy zapis Stw. 7. Kanoniczny homomorfizm grup przemiennych τ̃
ogranicza siȩ do iloczynu podmodułów ⊕λα∈Λα Gαλα ⊂ ⊓λα∈Λα Gαλα , α ∈ {1,2}, tj. zadaje kano-
niczny homomorfizm grup przemiennych

τ̃ ∶ ⊕
λ1∈Λ1

G1λ1 ⊗R ⊕
λ2∈Λ2

G2λ2 Ð→ ⊕
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

G1λ1 ⊗R G2λ2 ,

przy czym sumy proste tensorowane w dziedzinie τ̃ to sumy proste R-modułów, gdy tymcza-
sem przeciwdziedzina jest suma̧ prosta̧ Z-modułów. Homomorfizm ten jest izomorfizmem grup
przemiennych.

Dowód: Wobec zerowości iloczynu tensorowego dowolnego elementu jednego modułu z elementem
zerowym drugiego modułu τ̃ -obraz iloczynu tensorowego skończonych kombinacji R-liniowych e-
lementów ⊕λ1∈Λ1

G1λ1 i – odpowiednio – ⊕λ2∈Λ2
G2λ2 jest skończona̧ kombinacja̧ Z-liniowa̧

tensorów prostych z G1λ1 ⊗R G2λ2 , wiȩc – w istocie –

τ̃( ⊕
λ1∈Λ1

G1λ1 ⊗R ⊕
λ2∈Λ2

G2λ2
) ⊂ ⊕

(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

G1λ1 ⊗R G2λ2 .

W świetle Stw. 7 pozostaje zatem znaleźć odwzorowanie Z-liniowe

h ∶ ⊕
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

G1λ1 ⊗R G2λ2 Ð→ ⊕
λ1∈Λ1

G1λ1 ⊗R ⊕
λ2∈Λ2

G2λ2

spełniaja̧ce tożsamości

h ○ τ̃ = id⊕λ1∈Λ1
G1λ1

⊗R⊕λ2∈Λ2
G2λ2

, τ̃ ○ h = id⊕(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2
G1λ1

⊗RG2λ2
.

Przywołuja̧c definicjȩ sumy prostej jako struktury inicjalnej, stwierdzamy przy tym, że istnie-
nie i jednoznaczność poszukiwanego odwzorowania wynika wprost z istnienia stosownej rodziny
homomorfizmów grup przemiennych

χ⋅,⋅ ∶ Λ1 ×Λ2 Ð→MorAbGrp

∶ (λ1, λ2)z→ χλ1,λ2 ∈ HomZ(G1λ1 ⊗R G2λ2 , ⊕
µ1∈Λ1

G1µ1 ⊗R ⊕
µ2∈Λ2

G2µ2
) ,

której elementy możemy wybrać w postaci

χλ1,λ2 ∶= λ1 ⊗ λ2 ,(11)

gdzie zastosowaliśmy notacjȩ Def. 2.9 oraz 3. Homomorfizmy te indukuja̧ poszukiwane odwzoro-
wanie spełniaja̧ce relacjȩ

h ○ λ1,λ2 = χλ1,λ2 ,
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wyrażona̧ w terminach włożeń kanonicznych

λ1,λ2 ∶ G1λ1 ⊗R G2λ2 Ð→ ⊕
(µ1,µ2)∈Λ1×Λ2

G1µ1 ⊗R G2µ2 .

Oznaczmy symbolicznie

λα ∶ Gαλα Ð→ ⊕
µα∈Λα

Gαµα ∶ gλα z→ δZλα,⋅ ⊳ gλα , α ∈ {1,2}

oraz

λ1,λ2 ∶ G1λ1 ⊗R G2λ2 Ð→ ⊕
(µ1,µ2)∈Λ1×Λ2

G1µ1 ⊗R G2µ2

∶ ∑
(g1,g2)∈G1λ1

×G2λ2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2)

z→ ∑
(g1,g2)∈G1λ1

×G2λ2

δZ(λ1,λ2),(⋅,⋅) ⋅ ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2)

i przywołajmy Równ. (2.10). Możemy już teraz wprost sprawdzić – z wykorzystaniem definiuja̧cej
własności (11), jak również Z-liniowości iloczynu tensorowego – poża̧dane tożsamości (na tensorach
prostych z ⊕µ1∈Λ1

G1µ1 ⊗R⊕µ2∈Λ2
G2µ2 , dla dowolnych r⋅ ∈ R0(R; Λ1) i s⋅ ∈ R0(R; Λ2))

h ○ τ̃(g⋅ ⊲(1) r⋅ ⊗R s⋅ ⊳(2) g⋅) = h(g⋅ ⊲(1) r⋅ ○ pr1 ⊗R s⋅ ⊳(2) g⋅ ○ pr2)

≡ ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

h ○ λ1,λ2 ○ prλ1,λ2
(g⋅ ⊲(1) r⋅ ○ pr1 ⊗R s⋅ ⊳(2) g⋅ ○ pr2)

= ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

(λ1 ⊗ λ2)(gλ1 ⊲(1) rλ1 ⊗R sλ2 ⊳(2) gλ2
)

= ∑
λ1∈Λ1

∑
λ2∈Λ2

λ1
(gλ1 ⊲(1) rλ1

)⊗R λ2
(sλ2 ⊳(2) gλ2

)

= ∑
λ1∈Λ1

λ1
(gλ1 ⊲(1) rλ1

)⊗R ∑
λ2∈Λ2

λ2
(sλ2 ⊳(2) gλ2

)

= ∑
λ1∈Λ1

λ1 ○ prλ1
(g⋅ ⊲(1) r⋅)⊗R ∑

λ2∈Λ2

λ2 ○ prλ2
(s⋅ ⊳(2) g⋅)

= g⋅ ⊲(1) r⋅ ⊗R s⋅ ⊳(2) g⋅ .
Podobnie pokazujemy – dla dowolnej rodziny N(⋅,⋅) ∈ R0(Z; Λ1 ×Λ2) –

τ̃ ○ h(N(⋅,⋅) ⋅ ν(g(1)⋅ ○ pr1, g
(2)
⋅ ○ pr2) ⊳ (g(1)⋅ ○ pr1 ⊗R g(2)⋅ ○ pr2))

= ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

τ̃ ○ h ○ λ1,λ2 ○ prλ1,λ2
(N(⋅,⋅) ⋅ ν(g(1)⋅ ○ pr1, g

(2)
⋅ ○ pr2)

⊳ (g(1)⋅ ○ pr1 ⊗R g(2)⋅ ○ pr2))

= ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

τ̃ ○ (λ1 ⊗ λ2)(N(λ1,λ2) ⋅ ν(g
(1)
λ1
, g
(2)
λ2
) ⊳ (g(1)λ1

⊗R g(2)λ2
))

≡ ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

τ̃(N(λ1,λ2) ⋅ ν(g
(1)
λ1
, g
(2)
λ2
) ⊳ (λ1

(g(1)λ1
)⊗R λ2

(g(2)λ2
)))

= ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

τ̃(N(λ1,λ2) ⋅ ν(g
(1)
λ1
, g
(2)
λ2
) ⊳ (δZλ1,⋅1 ⊳ g

(1)
λ1

⊗R δZλ2,⋅2 ⊳ g
(2)
λ2
))

= τ̃( ∑
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

N(λ1,λ2) ⋅ ν(g
(1)
λ1
, g
(2)
λ2
) ⊳ (δZλ1,⋅1 ⊳ g

(1)
λ1

⊗R δZλ2,⋅2 ⊳ g
(2)
λ2
))

= τ̃(N(⋅1,⋅2) ⋅ ν(g(1)⋅1 , g(2)⋅2 ) ⊳ (g
(1)
⋅1 ⊗R g(2)⋅2 ))

= N(pr1,pr2) ⋅ ν(g
(1)
⋅ ○ pr1, g

(2)
⋅ ○ pr2) ⊳ (g(1)⋅ ○ pr1 ⊗R g(2)⋅ ○ pr2)

≡ N(⋅,⋅) ⋅ ν(g(1)⋅ ○ pr1, g
(2)
⋅ ○ pr2) ⊳ (g(1)⋅ ○ pr1 ⊗R g(2)⋅ ○ pr2) .
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�

Prosta̧ konsekwencja̧ powyższego twierdzenia jest

Stwierdzenie 8. Przyjmijmy zapis Def. 2 i niechaj ((Vα,+α,Pα, ● z→ 0α), `α), α ∈ {1,2} bȩda̧
dwiema przestrzeniami wektorowymi nad ciałem K. Ich iloczyn tensorowy V1 ⊗K V2 spełnia
warunek

dimK (V1 ⊗K V2) = dimK V1 ⋅ dimK V2 .

Dowód: Pochodna Tw. 5 i stwierdzenia o rozkładzie przestrzeni wektorowej na (wewnȩtrzna̧) sumȩ
prosta̧ powłok liniowych elementów bazy. �

Istotnie pogłȩbiony wgla̧d w relacjȩ miȩdzy iloczynem tensorowym i suma̧ prosta̧, tudzież pro-
duktem modułów uzyskujemy w przypadku modułów wolnych, do których teraz przechodzimy.
Tytułem wprowadzenia sformułujemy

Stwierdzenie 9. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Niechaj G ∈ ObModR bȩdzie R-modułem
wolnym o bazie {gλ}λ∈Λ, indeksowanej przez pewien zbiór Λ, i niech H ∈ ObModRop . Wówczas

∀τ∈H⊗RG ∃!h⋅∈R0(H;Λ) ∶ τ = ∑
λ∈Λ

hλ ⊗R gλ

i istnieje (niekanoniczny) izomorfizm grup przemiennych

H ⊗R G ≅ ⊕
λ∈Λ

H .

Dowód: Wybór bazy w R-module G jest równoznaczny ze wskazaniem izomorfizmu R-modułów

G ≅ ⊕
λ∈Λ
⟨gλ⟩R ,

co w świetle Tw. 5 (a przy domyślnym zastosowaniu Stw. 4) pozwala zapisać

H ⊗R G ≅H ⊗R ⊕
λ∈Λ
⟨gλ⟩R ≅ ⊕

λ∈Λ
(H ⊗R ⟨gλ⟩R) .

Liniowa niezależność (nad R) każdego z elementów bazy {gλ}λ∈Λ oznacza dalej, że odwzorowanie

ιλ ∶ R Ð→ ⟨gλ⟩R ∶ r z→ r ⊳ gλ
jest izomorfizmem R-modułów, którego istnienie daje nam, po uwzglȩdnieniu tezy Stw. 6, poża̧dany
izomorfizm grup przemiennych

H ⊗R G ≅ ⊕
λ∈Λ
(H ⊗R ⟨gλ⟩R) ≅ ⊕

λ∈Λ
(H ⊗R R) ≅ ⊕

λ∈Λ
H .

Powyższe rozumowanie pozwala nam bez trudu przeprowadzić dowód pierwszej czȩści stwierdzenia.
Istotnie, rozważmy dowolny tensor

∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h⊗R g) ∈H ⊗R G,

określony przez rodzinȩ ν ∈ R0(Z;H ×G). Uwzglȩdniwszy skończoność tej ostatniej, jak również
skończoność rodziny r⋅(g) ∈ R0(R; Λ) wyznaczaja̧cej jednoznaczny rozkład elementu g ∈ G w
bazie {gλ}λ∈Λ, wreszcie też wykorzystawszy śród-R-liniowość ⊗R, stwierdzamy

∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h⊗R g) = ∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h⊗R ∑
λ∈Λ

rλ(g) ⊳G gλ)

= ∑
λ∈Λ

∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h⊗R rλ(g) ⊳G gλ)

= ∑
λ∈Λ

∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h ⊲H rλ(g)⊗R gλ)
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= ∑
λ∈Λ

⎛
⎝ ∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h ⊲H rλ(g))
⎞
⎠
⊗R gλ ,

co jest poszukiwanym rozkładem,

hλ ∶= ∑
(h,g)∈H×G

ν(h, g) ⊳ (h ⊲H rλ(g)) ∈H .

Jego jednoznaczność wynika wprost z równoważności

∑
λ∈Λ

hλ ⊗R gλ = 0H⊗RG ⇐⇒ ∀λ∈Λ ∶ hλ = 0H ,

której nietrywialna̧ składowa̧ Ô⇒ otrzymujemy ewaluuja̧c odwzorowanie Z-liniowe idH⊗ι−1
µ ○prµ

na obu stronach równości z lewej strony dla każdego indeksu µ ∈ Λ z osobna. �

Rozumowanie jak to przedstawione powyżej prowadzi nas wprost do

Stwierdzenie 10. Przyjmijmy dotychczasowy zapis. Jeśli oba moduły G1 i G2 sa̧ wolne, przy
czym odnośne bazy to {g(1)λ1

}λ1∈Λ1 i {g(2)λ2
}λ2∈Λ2 , to w zapisie dowolnego elementu

∑
λ1∈Λ1

g
(1)
λ1

⊗R h(2)λ1
≡ ∑
λ2∈Λ2

h
(1)
λ2

⊗R g(2)λ2

w terminach elementów h
(2)
λ1

∈ G2 i h(1)λ2
∈ G1, o rozkładach

h
(2)
λ1

= ∑
λ2∈Λ2

h
(2)
λ1,λ2

⊳(2) g(2)λ2
, h

(1)
λ2

= ∑
λ1∈Λ1

g
(1)
λ1

⊲(1) h(1)λ2,λ1
,

o którym orzeka Stw. 9, sa̧ spełnione tożsamości

∀(λ1,λ2)∈Λ2×Λ2
∶ h(2)λ1,λ2

= h(1)λ2,λ1
.

Dowód: Wystarczy wykorzystać jednoznaczność rozkładu, o którymmówi Stw. 9 (w wersji stosownie
zsymetryzowanej). �

Uwaga 4. Należy podkreślić, że mimo swe strukturalne powinowactwo do stwierdzeń orzekaja̧cych
o jednoznaczności rozkładu elementu modułu w bazie, powyższe stwierdzenie nie pozwala nam
traktować układu {g(1)λ1

⊗R g(2)λ2
}(λ1,λ2)∈Λ2×Λ2

jako bazy, oto bowiem grupa przemienna G1⊗RG2

nie jest w ogólności R-modułem.

Znaczenie założenia o istnieniu (skończonej) bazy eksponuje

Stwierdzenie 11. Przyjmijmy dotychczasowy zapis i niechaj H⋅ ∈ ObModΛ
Rop . Jeśli G ∈ ObModR

jest R-modułem wolnym, to wówczas kanoniczny homomorfizm grup przemiennych

τ̃ ∶ ⊓
λ∈Λ

Hλ ⊗R GÐ→ ⊓
λ∈Λ
(Hλ ⊗R G) ,

o którym mówi Stw. 7, jest monomorfizmem. Jeżeli ponadto moduł G jest skończenie generowany,
to homomorfizm ten jest izomorfizmem.

Dowód: Niechaj {gµ}µ∈Λ̃ bȩdzie baza̧ G, a wtedy dowolny element t = ⊓λ∈Λ Hλ⊗RG można – w
świetle Stw. 9 – zapisać jednoznacznie jako

t = ∑
µ∈Λ̃

hµ⋅ ⊗R gµ , hµ⋅ ∈ ⊓
λ∈Λ

Hλ ,

zatem jego obrazem wzglȩdem odwzorowania kanonicznego τ̃ jest element grupy ⊓λ∈Λ (Hλ⊗RG)
postaci

τ̃(t) ∶ ΛÐ→ ⋃
λ∈Λ
(Hλ ⊗R G) ∶ λz→ ∑

µ∈Λ̃
hµλ ⊗R gµ ∈Hλ ⊗R G.
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Ten ostatni jest zerem wtedy i tylko wtedy, gdy

∀λ∈Λ ∶ ∑
µ∈Λ̃

hµλ ⊗R gµ = 0Hλ⊗RG ,

to zaś – wobec jednoznaczności rozkładu orzeczonej w Stw. 9 – jest równoważne stwierdzeniu

∀λ∈Λ ∀µ∈Λ̃ ∶ hµλ = 0Hλ ,

co pokazuje injektywność odwzorowania τ̃ w rozpatrywanym przypadku.
Jeśli ponadto N ∶= ∣Λ̃∣ < ∞, to na podstawie Tw. 5 oraz Stw. 6 (i wcześniejszych naszych

rozważań, w tym Stw. 4) otrzymujemy z jednej strony

ι1 ∶ ⊓
λ∈Λ

Hλ ⊗R G ≅ ⊓
λ∈Λ

Hλ ⊗R
N

⊕
n=1

⟨gn⟩R ≅
N

⊕
n=1

(⊓
λ∈Λ

Hλ ⊗R ⟨gn⟩R)

≅
N

⊕
n=1

(⊓
λ∈Λ

Hλ ⊗R R) ≅
N

⊕
n=1

⊓
λ∈Λ

Hλ ≅
N

⊓
n=1

⊓
λ∈Λ

Hλ

≡ ⊓
(n,λ)∈1,N×Λ

Hλ ,

z drugiej zaś

ι2 ∶ ⊓
λ∈Λ
(Hλ ⊗R G) ≅ ⊓

λ∈Λ
(Hλ ⊗R

N

⊕
n=1

⟨gn⟩R) ≅ ⊓
λ∈Λ

N

⊕
n=1

(Hλ ⊗R ⟨gn⟩R)

≅ ⊓
λ∈Λ

N

⊕
n=1

(Hλ ⊗R R) ≅ ⊓
λ∈Λ

N

⊕
n=1

Hλ ≡ ⊓
λ∈Λ

N

⊓
n=1

Hλ

≅ ⊓
(n,λ)∈1,N×Λ

Hλ .

W powyższych rozważaniach wykorzystaliśmy oczywiste izomorfizmy

⊓
λ1∈Λ1

⊓
λ2∈Λ2

Gλ1,λ2 ≅ ⊓
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

Gλ1,λ2 ,

które dowolnemu odwzorowaniu

γ⋅ ∶ Λ1 Ð→ ⋃
λ1∈Λ1

Map(Λ2, ⋃
λ2∈Λ2

Gλ1,λ2
)

o własności

∀λ1∈Λ1 ∶ γλ1 ∶ Λ2 Ð→ ⋃
λ2∈Λ2

Gλ1,λ2 ∶ λ2 z→ γλ1(λ2) ∈ Gλ1,λ2

przyporza̧dkowuja̧ odwzorowanie

gγ⋅⋅,⋅ ∶ Λ1 ×Λ2 Ð→ ⋃
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

Gλ1,λ2 ∶ (λ1, λ2)z→ γλ1(λ2) ,

i odwrotnie – z każdym odwzorowaniem

g⋅,⋅ ∶ Λ1 ×Λ2 Ð→ ⋃
(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2

Gλ1,λ2 ∶ (λ1, λ2)z→ gλ1,λ2 ∈ Gλ1,λ2

stowarzyszaja̧ odwzorowanie

γg⋅,⋅⋅ ∶ Λ1 Ð→ ⋃
λ1∈Λ1

Map(Λ2, ⋃
λ2∈Λ2

Gλ1,λ2
)

o wartościach danych przez odwzorowania

γ
g⋅,⋅
λ1

∶ Λ2 Ð→ ⋃
λ2∈Λ2

Gλ1,λ2 ∶ λ2 z→ gλ1,λ2 .

Endomorfizm złożony ι2 ○ τ̃ ○ ι−1
1 grupy przemiennej ⊓(n,λ)∈1,N×Λ Hλ jest injektywny wprost z

konstrukcji, ale też bez trudu stwierdzamy, że jest to endomorfizm identycznościowy, co przesa̧dza
o bijektywnym charakterze τ̃ . �
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Ilekroć pierścień bazowy jest przemienny, w naturalny sposób pojawia siȩ dodatkowa struktura
algebraiczna na grupie przemiennej G1⊗RG2 z Def. 2. Ażeby uwypuklić znaczenie przemienności
R, prześledźmy nastȩpuja̧ce rozumowanie, którego celem jest wyindukowanie na rzeczonej grupie
struktury R-modułu przy użyciu istnieja̧cych działań R na czynnikach iloczynu tensorowego.
Oczywisty kandydat do roli R-działania (lewostronnego) to odwzorowanie

`⊗⋅ ∶ R × (G1 ⊗R G2)Ð→ G1 ⊗R G2

∶ (r, ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2))

z→ ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R r ⊳(2) g2) .

(12)

Na pierwszy rzut oka odwzorowanie to ma poża̧dana̧ własność (wypisana̧ dla dowolnych r1, r2 ∈ R)
`⊗r1 ○ `

⊗
r2
( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2))

= `⊗r1( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R r2 ⊳(2) g2))

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R r1 ⊳(2) (r2 ⊳(2) g2))

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R (r1 ⋅R r2) ⊳(2) g2)

≡ `⊗r1⋅Rr2( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2)) .

Jeśli jednak weźmiemy pod uwagȩ śród-R-jednorodność ⊗R, to natrafimy na kłopot, oto bowiem
otrzymujemy tożsamość

`⊗r1 ○ `
⊗
r2
( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2))

= `⊗r1( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R r2 ⊳(2) g2))

= `⊗r1( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊲(1) r2 ⊗R g2))

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊲(1) r2 ⊗R r1 ⊳(2) g2)

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ ((g1 ⊲(1) r2) ⊲(1) r1 ⊗R g2)

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊲(1) (r2 ⋅R r1)⊗R g2)

= ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R (r2 ⋅R r1) ⊳(2) g2)

≡ `⊗r2⋅Rr1( ∑
(g1,g2)∈G1×G2

ν(g1, g2) ⊳ (g1 ⊗R g2)) ,

która wymaga, dla unikniȩcia sprzeczności z ta̧ uzyskana̧ poprzednio, iżby

∀r1,r2∈R ∶ r1 ⋅R r2 = r2 ⋅R r1 ,

tj., iżby R był przemienny. Przyjmuja̧c to za punkt wyjścia do dalszych rozważań, wprowadzamy

Definicja 5. Przyjmijmy zapis Def. 2, przy czym niechaj R bȩdzie pierścieniem przemiennym.
Struktura R-modułu na G1 ⊗R G2 jest zadawana przez odwzorowanie (działanie) (12). Ana-
logicznie definiujemy strukturȩ R-modułu na n-krotnym iloczynie tensorowym rodziny modułów
{GA}A∈1,n z Def. 4 przy Rl ∶= R, l ∈ 1, n − 1.

Jako natychmiastowe corollarium do Stw. 10 otrzymujemy
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Stwierdzenie 12. Przyjmijmy zapis Def. 5 i Stw. 10. Jeśli oba moduły G1 i G2 sa̧ wolne, przy
czym odnośne bazy to {g(1)λ1

}λ1∈Λ1 i {g(2)λ2
}λ2∈Λ2 , to także R-moduł G1⊗RG2 jest wolny, a rodzina

{g(1)λ1
⊗R g(2)λ2

}(λ1,λ2)∈Λ1×Λ2
jest jego baza̧.

Dowód: Oczywisty. �


