Programowanie, czes$¢ IV J

Rafat J. Wysocki
Instytut Fizyki Teoretycznej, Wydziat Fizyki UW

22 maja 2012

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 1/77



Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Réwnania ruchu

W fizyce czesto potrzebujemy przewidzie¢ zachowanie sie jakiego$ uktadu. J

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 2/77



Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Réwnania ruchu

W fizyce czesto potrzebujemy przewidzie¢ zachowanie sie jakiego$ uktadu. J

W tym celu wyznaczamy zmiany jego konfiguracji w czasie przy zadanym
stanie poczatkowym. J

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czes¢ IV

22 maja 2012 2/77



Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Réwnania ruchu

W fizyce czesto potrzebujemy przewidzie¢ zachowanie sie jakiego$ uktadu. J

W tym celu wyznaczamy zmiany jego konfiguracji w czasie przy zadanym
stanie poczatkowym.

Stuza nam do tego réwnania rézniczkowe, takie jak réwnanie Newtona:

2
a0 =t a.a0.c) 1)

gdzie q(t) oznacza konfiguracje uktadu w chwili czasu t, a funkcja f

reprezentuje sity dziatajace w ukfadzie (z uwzglednieniem mas sktadnikéw
uktadu).
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu
Sprowadzanie do réwnania | rzedu

Woprawdzie réwnanie (1) jest Il rzedu, ale mozna sprowadzi¢ je do postaci
réwnania | rzedu.
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Sprowadzanie do réwnania | rzedu

Woprawdzie réwnanie (1) jest Il rzedu, ale mozna sprowadzi¢ je do postaci
réwnania | rzedu.

W tym celu wprowadZzmy oznaczenia:

W) = Sa()
u(t) = [a(t)v(2)]

gu(t),t) = [v(t);f(v(t) a(t), t)]
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Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Sprowadzanie do réwnania | rzedu

Woprawdzie réwnanie (1) jest Il rzedu, ale mozna sprowadzi¢ je do postaci
réwnania | rzedu.

W tym celu wprowadZzmy oznaczenia:

W) = Sa()
(

t) = la(t);v(t)]
gu(t),t) = [v(t);f(v(t) a(t), t)]

Wotedy nastepujace réwnanie jest réwnowazne réwnaniu (1).

< u(t) = g(u(1), 1 )
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ Sciéle rozwigzane analitycznie tylko w (bardzo)
ograniczonej liczbie przypadkéw.
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ Sciéle rozwigzane analitycznie tylko w (bardzo)
ograniczonej liczbie przypadkéw.

Na szczescie zwykle nie potrzebujemy go $cisle rozwigzywaé. Nie musimy
nawet znaé rozwigzania dla kazdej chwili czasu t.

Zazwyczaj wystarczy wyznaczy¢é w przyblizeniu konfiguracje uktadu w
pewnej liczbie chwil czasu ty, t, to, ..., t, takich, ze tj11 = t; + At, jesli
tylko odstep czasu At jest rozsadnie maty.
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ Sciéle rozwigzane analitycznie tylko w (bardzo)
ograniczonej liczbie przypadkéw.

Na szczescie zwykle nie potrzebujemy go $cisle rozwigzywaé. Nie musimy
nawet znaé rozwigzania dla kazdej chwili czasu t.

Zazwyczaj wystarczy wyznaczy¢é w przyblizeniu konfiguracje uktadu w
pewnej liczbie chwil czasu ty, t, to, ..., t, takich, ze tj11 = t; + At, jesli
tylko odstep czasu At jest rozsadnie maty.

Wystarczy zatem wyznaczy¢ cigg wektoréw u; takich, ze dla kazdego /
zachodzi |u(t;) — u;|| < €, gdzie € jest zadanym limitem odchylenia
obliczonego wektora od , prawdziwe]" konfiguracji uktadu w danej chwili
czasu.

v
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Metoda Eulera

Zauwazmy, ze .
u(tis) —u(e) = [ glu(r). T)dr ©)
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Metoda Eulera

Zauwazmy, ze

(tin) —u(e) = [ g(u(r),m)ar ®)

Jezeli u(t) nie jest funkcja o wartosciach wektorowych, tylko
rzeczywistych, to w pierwszym przyblizeniu mozna oszacowaé catke po
prawej stronie réwnania (3) przez pole powierzchni prostokata o wysokosci
g(u(t;), t;) i dtugosci podstawy At.
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Metoda Eulera

Zauwazmy, ze

(tin) —u(e) = [ g(u(r),m)ar ®)

Jezeli u(t) nie jest funkcja o wartosciach wektorowych, tylko
rzeczywistych, to w pierwszym przyblizeniu mozna oszacowaé catke po
prawej stronie réwnania (3) przez pole powierzchni prostokata o wysokosci
g(u(t;), t;) i dtugosci podstawy At.

Stad w ogdlnosci otrzymujemy algorytm
uip1 = u; +g(uj, tj)At

zwany metoda Eulera.

v
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Wady metody Eulera

W kazdym kroku metody Eulera odstepstwo od , prawdziwej” wartosci
u(t;) moze by¢ rzedu (At)?:

u(tiy1) = u(t)+At % ) +0 ((At)2)

= u(t) +g(u(t), t)At + O ((Ar)?)
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Wady metody Eulera

W kazdym kroku metody Eulera odstepstwo od , prawdziwej” wartosci
u(t;) moze by¢ rzedu (At)?%:

du
ti = t; At —
u(tit1) u(t;) + ar

= u(t) +g(u(t), t)At + O ((Ar)?)

+0 ((ar?)

Ponadto w ogdlnosci jest ona niestabilna, czyli catkowite odstepstwo u; od
u(t;) moze stopniowo narasta¢ wraz z liczba wykonanych krokéw.
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Wady metody Eulera

W kazdym kroku metody Eulera odstepstwo od , prawdziwej” wartosci
u(t;) moze by¢ rzedu (At)?:

u(tiy1) = u(t)+At % ) +0 ((At)2)

= u(t) +g(u(t), t)At + O ((Ar)?)

Ponadto w ogdlnosci jest ona niestabilna, czyli catkowite odstepstwo u; od
u(t;) moze stopniowo narasta¢ wraz z liczba wykonanych krokéw.

W celu otrzymania bardziej praktycznej metody mozna sprébowaé uzyc
lepszego przyblizenia catki po prawej stronie réwnania (3).
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Poprawianie metody Eulera

Wysokos$¢ prostokata, ktérego pola powierzchni uzywamy do oszacowania
catki w réwnaniu (3), mozna wyznaczyé wykorzystujac przyblizong warto$¢
funkcji g(u(t), t) w punkcie t; + At/2.
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Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Poprawianie metody Eulera

Wysokos$¢ prostokata, ktérego pola powierzchni uzywamy do oszacowania
catki w réwnaniu (3), mozna wyznaczyé wykorzystujac przyblizong warto$¢
funkcji g(u(t), t) w punkcie t; + At/2.

v

Wezmy:
ki = g(uj,t)
ko = g(uj+ akiAt, t;i + SAL)
uir1 = u;+wkiAt+ woko At

i wybierzmy state «, 3, w1, wo tak, aby réznica miedzy u;;1 oraz u(tjy1)
byta rzedu (At)3 (przy zatozeniu, ze u; = u(t;) dla tego konkretnego i).
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu
Poprawianie metody Eulera (c. d.)

Z rozwiniecia u(t) w szereg Taylora w otoczniu t; mamy:

u(tiy1) = "(ti)+g("(t")’t")At+%

(At)?
t; 2

2
+ 28 Bl 0) B0 1 o((an?)
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Poprawianie metody Eulera (c. d.)

Z rozwiniecia u(t) w szereg Taylora w otoczniu t; mamy:

g
ot

(At)?
t; 2

u(tiva) = u(t)+g(u(t), ti)At +

2
+ 28 Bl 0) B0 1 o((an?)

Rozwijajac ko w szereg Taylora w otoczeniu t; dostajemy:

g
uip1 = ui+g(uj, ;) (w1 +w2)At + 87 Bua(At)?
8g Lot A 2 O((A 3
+ % g(ula tl)aw2( t) + (( t) )
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu
Metoda punktu Srodkowego (ang. midpoint method)

Oczekiwany efekt uzyskamy wybierajac w1 = 1 — wsp, Swy = 1/2 oraz
awp =1/2. J
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Metoda punktu Srodkowego (ang. midpoint method)

Oczekiwany efekt uzyskamy wybierajac w1 = 1 — wsp, Swy = 1/2 oraz
awp =1/2.

W szczegdlnosci mozemy wzigé w1 =0, wp =1, a =1/2 oraz f =1/2 i
wtedy otrzymujemy algorytm:

ki = g(uj,t;)
At At
ko = g(ui+k1,ti—|—> At
2 2
U1 = u;+ koAt

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 9 /77



Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu
Metoda punktu Srodkowego (ang. midpoint method)

Oczekiwany efekt uzyskamy wybierajac w1 = 1 — wsp, Swy = 1/2 oraz
awp =1/2.

W szczegdlnosci mozemy wzigé w1 =0, wp =1, a =1/2 oraz f =1/2 i
wtedy otrzymujemy algorytm:

ki = g(uj,t;)
At At
ko = g(ui+k1,ti—|—> At
2 2
U1 = u;+ koAt

Nie musimy jednak poprzestawaé na wykorzystywaniu dwédch posrednich
wartosci g(u(t), t).

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 9 /77



i Runzeze- iy
Wyprowadzenie metody Rungego-Kutty

Uzyjmy czterech posrednich wartosci g(u(t), t):

ki = g(u;,t)

ko, = g(u + a1 ki At, t; +51At)

ks = g(uj + askoAt, tj + foAt)
(u;

ks = g(ui+ asksAt ti + (3At)
U1 = U —i—AtZwJ (4)
j=1
v
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Wyprowadzenie metody Rungego-Kutty

Uzyjmy czterech posrednich wartosci g(u(t), t):

ki = g(u;,t)

ko, = g(u + a1 ki At, t; +51At)
ks = g(uj + askoAt, tj + foAt)
(u;

ks = g(ui+ a3k3At ti + B3At)
U1 = uj+ Atijkj (4)
j=1

Postepujac analogicznie do poprzedniego przypadku mozemy otrzymadé
zgodno$¢ prawej strony réwnania (4) z rozwinieciem Taylora u(t) w
otoczeniu t; z doktadnoécia do wyrazéw rzedu (At)* przy zatozeniu, ze
u;, = u(t,-).

.
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Wizizuh Ruipese- iy
Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu)

W tym celu wystarczy wybraé a1 = 1 = ap =32 =1/2, a3 =53 =1,
w1 =ws=1/6 oraz wy = w3 =1/3. J
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i Runzeze- iy
Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu)

W tym celu wystarczy wybraé a1 = 1 = ap =32 =1/2, a3 =53 =1,

w1 =ws=1/6 oraz wy = w3 =1/3.

Woéwczas otrzymujemy algorytm:

ky =
ky =
ks =
ke =

U1 =

g(ufy ti)

Bt A
g(u 2 1,4 2

At At
g <u,- + 7k27 ti + 2>
g(u,- + k3At, t; + At)
ki k» k3 k4>

At ==+ =+ =+ —
u; + (6+3+3+6
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty

Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu (c. d.)

W metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu rdéznica miedzy u;,; oraz

u(ti+1) w pojedynczym kroku (przy zatozeniu u; = u(t;) dla danego i) jest
rzedu (At)°.
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Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu (c. d.)

W metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu rdéznica miedzy u;,; oraz

u(ti+1) w pojedynczym kroku (przy zatozeniu u; = u(t;) dla danego i) jest
rzedu (At)°.

v

Ponadto metoda jest stabilna, czyli catkowite odstepstwo u; od
~prawdziwych” wartosci u(t;) jest ograniczone. Inaczej méwiac istnieje
dodatnia liczba € taka, ze dla kazdego i zachodzi ||u; — u(¢)|| < e.
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i Runzeze- iy
Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu (c. d.)

W metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu rdéznica miedzy u;,; oraz
u(ti+1) w pojedynczym kroku (przy zatozeniu u; = u(t;) dla danego i) jest
rzedu (At)°.

v

Ponadto metoda jest stabilna, czyli catkowite odstepstwo u; od
~prawdziwych” wartosci u(t;) jest ograniczone. Inaczej méwiac istnieje
dodatnia liczba € taka, ze dla kazdego i zachodzi ||u; — u(¢)|| < e.

Warto$¢ e zalezy jednak od funkcji g(u(t), t) po prawej stronie réwnania
rézniczkowego.
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty

Zatozenia programu realizujgcego algorytm

Aby zapisa¢ algorytm Rungego-Kutty w postaci programu zauwazmy, ze
do przeprowadzenia obliczen dla jednego kroku metody potrzebny jest

wektor reprezentujacy warto$¢ u; oraz wektory, w ktérych bedzie mozna
zapisaé ki, ko, k3 i kg.
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Zatozenia programu realizujgcego algorytm

Aby zapisa¢ algorytm Rungego-Kutty w postaci programu zauwazmy, ze
do przeprowadzenia obliczen dla jednego kroku metody potrzebny jest

wektor reprezentujacy warto$¢ u; oraz wektory, w ktérych bedzie mozna
zapisaé ki, ko, k3 i kg.

Wynik obliczen, czyli u;y1, mozna zapisa¢ w tym samym miejscu, w
ktérym przechowywana byta warto$¢ u; z poprzedniego kroku. Ponadto
wektory stuzace do przechowywania k; moga by¢ wykorzystane w
nastepnym kroku (rezerwowanie ich przed wykonaniem kazdego kroku i
zwalnianie po jego wykonaniu nie bytoby efektywne).
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty

Zatozenia programu realizujgcego algorytm

Aby zapisa¢ algorytm Rungego-Kutty w postaci programu zauwazmy, ze
do przeprowadzenia obliczen dla jednego kroku metody potrzebny jest
wektor reprezentujacy warto$¢ u; oraz wektory, w ktérych bedzie mozna
zapisaé ki, ko, k3 i kg.

Wynik obliczen, czyli u;y1, mozna zapisa¢ w tym samym miejscu, w
ktérym przechowywana byta warto$¢ u; z poprzedniego kroku. Ponadto
wektory stuzace do przechowywania k; moga by¢ wykorzystane w
nastepnym kroku (rezerwowanie ich przed wykonaniem kazdego kroku i
zwalnianie po jego wykonaniu nie bytoby efektywne).

Dlatego wygodnie jest tak skonstruowaé program, aby te wektory byty
polami pewnego obiektu.
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i Runzeze- iy
Zatozenia programu realizujacego algorytm (c. d.)

Utatwia to takze wyznaczanie przyblizenia rozwigzania dla wielu réwnan
jednoczesnie (mozna zdefiniowaé odpowiedni obiekt dla kazdego
réwnania).

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 14 /77



Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty

Zatozenia programu realizujacego algorytm (c. d.)

Utatwia to takze wyznaczanie przyblizenia rozwigzania dla wielu réwnan
jednoczesnie (mozna zdefiniowaé odpowiedni obiekt dla kazdego
réwnania).

Obiekt, ktérego bedziemy uzywaé do obliczen, bedzie zawsze
przeprowadzat podobne operacje, niezaleznie od tego jaka funkcja
g(u(t), t) znajduje sie po prawej stronie rownania (zawsze trzeba bedzie
wyznaczy¢ k; na podstawie odpowiednich wzoréw i obliczy¢ ich sume).
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty

Zatozenia programu realizujacego algorytm (c. d.)

Utatwia to takze wyznaczanie przyblizenia rozwigzania dla wielu réwnan
jednoczesnie (mozna zdefiniowaé odpowiedni obiekt dla kazdego
réwnania).

Obiekt, ktérego bedziemy uzywaé do obliczen, bedzie zawsze
przeprowadzat podobne operacje, niezaleznie od tego jaka funkcja
g(u(t), t) znajduje sie po prawej stronie rownania (zawsze trzeba bedzie
wyznaczy¢ k; na podstawie odpowiednich wzoréw i obliczy¢ ich sume).

W zwigzku z tym wygodnie jest zdefiniowaé klase dla tego obiektu jako
klase abstrakcyjna, w ktérej funkcja g(u(t), t) bedzie wirtualng metoda
bez implementacji.
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il Geiesl Rty
Klasa dla algorytmu Rungego-Kutty

Uzywajac wirtualnej metody bez implementacji jako , modelu” funkcji
g(u(t), t) mozna zdefiniowal uniwersalng klase dla algorytmu
Rungego-Kutty.

y
class RungeKutta {
private:
double t; // biezacy czas
vector<double> u; // biezaca konfiguracja
vector<double> v2, v3, v4; // pomocnicze
double dt; // krok
int n; // liczba wspéirzednych
protected:
virtual void G(const vector<double>& in, double t, vector<double> out) = 0;
public:
RungeKutta(const vector<double> u0, double t0O, double _dt);
double getT(void) const { return t; }
vector<double> getU(void) const { return u; }
void wykonaj_krok(void);
};
y
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ymulacje ruchu obiektéw Implementacja metody Rungego-Kutty

Konstruktor dla klasy RungeKutta

RungeKutta: :RungeKutta(
const vector<double> u0, double tO, double _dt)

{
n = u0.size();
u = u0; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);
vé4.reserve(n);
t = t0;
dt = _dt;
}
4
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Symulacje ruchu obiektéw Implementacja metody Rungego-Kutty

Konstruktor dla klasy RungeKutta

RungeKutta: :RungeKutta(
const vector<double> u0, double tO, double _dt)
{
n = u0.size();
u = u0; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);
vé4.reserve(n);
t = t0;
dt = _dt;

Obliczenia realizujace algorytm zawiera metoda

.wykonaj_krok().
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Konstruktor dla klasy RungeKutta

RungeKutta: :RungeKutta(
const vector<double> u0, double tO, double _dt)
{
n = u0.size();
u = ul; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);
vé4.reserve(n);
t = t0;
dt = _dt;

Obliczenia realizujace algorytm zawiera metoda .wykonaj_krok(). )

Dla wektoréw v2, v3, v4 trzeba jawnie zadeklarowa¢ liczbe wspdtrzednych,
poniewaz jesli tego nie zrobimy, to w metodzie .wykonaj_krok() beda
wystepowaé btedy zwigzane z dostepem do pamieci.
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Symulacje ruchu obiektéw Implementacja metody Rungego-Kutty

void RungeKutta::wykonaj_krok(void)

{
const double jedna_trzecia = 1.0 / 3.0;
double dt_2 = 0.5 * dt;
int i;
v3 = u;
G(u, t, v2); // v2 zawiera wartosé ’ki1’
for (i = 0; i < n; i++) {
v2[i] *= dt_2;
v4[il = ulil + v2[il; // u + (b/2) * ’k1’
uli] += jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/6) * ’k1’
}
G(v4, t + dt_2, v2); // v2 zawiera wartos¢ ’k2’
for (i = 0; i < n; i++) {
v2[i] *= dt;
v4[i]l = v3[i] + 0.5 * v2[il; // u + (h/2) * k2’
uli]l += jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/3) * k2’
¥
G(v4, t + dt_2, v2); // v2 zawiera wartosé¢ ’k3’
for (i = 0; i < mn; i++) {
v2[i] *= dt;
v4l[i] = v3[i] + v2[il; // u + ’k3’
uli] += jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/3) * ’k3’
}
t += dt;
G(v4, t, v2); // v2 zawiera wartos¢ ’k4’
for (i = 0; i < mn; i++)
uli] += dt_2 * jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/6) * ’k4’
}
y
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Symulacje ruchu obiektéw Implementacja metody Rungego-Kutty

Przyktad: oscylator harmoniczny

Przedstawiong klase RungeKutta mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia (w
przyblizeniu) ruchu oscylatora harmonicznego. W tym celu wystarczy
zdefiniowa¢ (odpowiednia) klase pochodna w stosunku do RungeKutta.
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Symulacje ruchu obiektéw Implementacja metody Rungego-Kutty

Przyktad: oscylator harmoniczny

Przedstawiong klase RungeKutta mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia (w
przyblizeniu) ruchu oscylatora harmonicznego. W tym celu wystarczy
zdefiniowa¢ (odpowiednia) klase pochodna w stosunku do RungeKutta.
v
#include "RungeKutta.h"
class Oscylator : public RungeKutta {
protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out) ;
public:
Oscylator(const vector<double> u0, double tO, double _dt) :
RungeKutta(u0, t0, _dt) {}

s
void Oscylator::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)
{

(void)x;

static const double K = 1.0;

out[0] = y[1]; // pochodna polozenia

out[1] = - K * y[0]; // pochodna predkosci
}

<
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Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Majac do dyspozycji klasy RungeKutta i Oscylator zdefiniowane jak
wyzej mozna przeprowadzi¢ obliczenia. J
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Symulacje ruchu obiektéw Implementacja metody Rungego-Kutty

Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Majac do dyspozycji klasy RungeKutta i Oscylator zdefiniowane jak
wyzej mozna przeprowadzi¢ obliczenia.

vector<double> y;

// Warunek poczatkowy
y.push_back(1.0); // poozenie
y.push_back(0.0); // predkosc

Oscylator oscylator(y, 0, 0.01);
for (int i = 0; i < KROKI; i++) {
y = oscylator.getU();
cout << oscylator.getT() << "\t"
<< y[0] << "\t" << y[1] << endl;

oscylator.wykonaj_krok() ;
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Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Majac do dyspozycji klasy RungeKutta i Oscylator zdefiniowane jak
wyzej mozna przeprowadzi¢ obliczenia.

vector<double> y;

// Warunek poczatkowy
y.push_back(1.0); // poozenie
y.push_back(0.0); // predkosc

Oscylator oscylator(y, 0, 0.01);
for (int i = 0; i < KROKI; i++) {
y = oscylator.getU();
cout << oscylator.getT() << "\t"
<< y[0] << "\t" << y[1] << endl;

oscylator.wykonaj_krok() ;

Wynik zostanie zapisany na standardowe wyjscie w postaci trzech kolumn
liczb: czas, potozenie i predkos¢ oscylatora.

v
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i Runzeze- iy = Py
Oscylator harmoniczny z tarciem

Dla innego modelu (np. oscylatora z tarciem) tworzymy inna klase
pochodna od klasy RungeKutta.
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Wiziaub Ruipese- iy = g
Oscylator harmoniczny z tarciem

Dla innego modelu (np. oscylatora z tarciem) tworzymy inna klase
pochodna od klasy RungeKutta.
y
#include "RungeKutta.h"
class OscylatorTarcie : public RungeKutta {
protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out);
public:
OscylatorTarcie(const vector<double> u0, double t0O, double d)
RungeKutta(u0, t0, d) {}
};
void OscylatorTarcie::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)
(void)x;
static const double K = 1.0;
static const double f = 0.3;
out[0] = y[1]; // pochodna potozenia
out[1] = - K * y[0] - £ * y[1]; // pochodna predkosci
¥
4
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady

Hustawka

Sprébujmy obliczy¢ jaka powinna by¢ predkos$¢ poczatkowa (sztywnej)

hustawki o dtugosci /, na ktérej umiescimy ciezar o masie m, aby osiggneta
ona wychylenie 90°.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 21 /77



Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady

Hustawka

Sprébujmy obliczy¢ jaka powinna by¢ predkos$¢ poczatkowa (sztywnej)
hustawki o dtugosci /, na ktérej umiescimy ciezar o masie m, aby osiggneta
ona wychylenie 90°.

Zadanie to mozna fatwo rozwigzaé korzystajac z zasady zachowania energii
jezeli nie uwzglednia sie tarcia. My jednak uwzglednimy tarcie.
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady
7/
Hustawka

Sprébujmy obliczy¢ jaka powinna by¢ predkos$¢ poczatkowa (sztywnej)
hustawki o dtugosci /, na ktérej umiescimy ciezar o masie m, aby osiggneta
ona wychylenie 90°.

Zadanie to mozna fatwo rozwigzaé korzystajac z zasady zachowania energii
jezeli nie uwzglednia sie tarcia. My jednak uwzglednimy tarcie.

Ponadto nie bedziemy (bo nie mozemy) korzystaé z zatozenia, ze
wychylenie hustawki jest ,mate”.
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady
Opis ruchu

Potozenie ciezaru na hustawce zawsze znajduje sie na okregu o promieniu /
i Srodku w punkcie zaczepienia hustawki.
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady
Opis ruchu

Potozenie ciezaru na hustawce zawsze znajduje sie na okregu o promieniu /
i Srodku w punkcie zaczepienia hustawki.

Kat wychylenia « zdefiniujemy jako kat miedzy ramionami hustawki oraz
ptaszczyzng jej stabilnej réwnowagi (,,pionem™). Wtedy odlegtosé
przebywana przez ciezar na hustawce w czasie At jest rowna zmianie kata
a w czasie At pomnozonej przez dtugo$¢ ramienia hustawki /.
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady
Opis ruchu

Potozenie ciezaru na hustawce zawsze znajduje sie na okregu o promieniu /
i Srodku w punkcie zaczepienia hustawki.

Kat wychylenia « zdefiniujemy jako kat miedzy ramionami hustawki oraz
ptaszczyzng jej stabilnej réwnowagi (,,pionem™). Wtedy odlegtosé
przebywana przez ciezar na hustawce w czasie At jest rowna zmianie kata
a w czasie At pomnozonej przez dtugo$¢ ramienia hustawki /.

Na ciezar na hustawce dziata sita ciezkosSci, a wtasciwie jej sktadowa
styczna do toru ruchu ciezaru, dana wzorem:

Fg(a) = —mgsin

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.
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Réwnanie ruchu

Ponadto na hustawke dziata tarcie. Bedziemy przyjmowa¢, ze jest ono
proporcjonalne do masy ciezaru na hustawce i do jego predkosci (liniowej),
a wspotfczynnik proporcjonalnodci oznaczymy przez f.
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Réwnanie ruchu

Ponadto na hustawke dziata tarcie. Bedziemy przyjmowa¢, ze jest ono
proporcjonalne do masy ciezaru na hustawce i do jego predkosci (liniowej),
a wspotfczynnik proporcjonalnodci oznaczymy przez f.

Predkos¢ liniowa ciezaru na hustawce jest rowna predkosci katowej
hustawki pomnozonej przez dtugo$¢ jej ramienia, natomiast predkosé
katowa hustawki jest pochodna kata o wzgledem czasu.
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Réwnanie ruchu

Ponadto na hustawke dziata tarcie. Bedziemy przyjmowa¢, ze jest ono
proporcjonalne do masy ciezaru na hustawce i do jego predkosci (liniowej),
a wspotfczynnik proporcjonalnodci oznaczymy przez f.

Predkos¢ liniowa ciezaru na hustawce jest rowna predkosci katowej
hustawki pomnozonej przez dtugo$¢ jej ramienia, natomiast predkosé
katowa hustawki jest pochodna kata o wzgledem czasu.

Biorac pod uwage wszystkie powyzsze obserwacje oraz drugg zasade
dynamiki, dostajemy nastepujace réwnanie ruchu na kat «:
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Przeksztatcone réwnanie ruchu

Réwnanie (5) mozna przepisa¢ w postaci uktadu réwnan | rzedu:

da
ar v (6)
d
d—c::—%sina—fw ,
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Wiziaub Ruipese- iy = g
Przeksztatcone réwnanie ruchu

Réwnanie (5) mozna przepisa¢ w postaci uktadu réwnan | rzedu:

do
dt

dw
dt

:—%sina—fw

Jezeli wprowadzimy wektor y(t) = [a(t),w(t)], to:

v _

dt Y1
%:—Esiny —fy
dt ;>0 !
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Klasa pochodna w stosunku do RungeKutta

Dla réwnania ruchu (5) mozna uzyé nastepujacej klasy pochodnej od
RungeKutta:

y
class Pendulum : public RungeKutta {
private:
double K; // iloraz g / 1
double f; // wspétczynnik tarcia
protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out);
public:
Pendulum(const vector<double> u0, double tO, double d, double k, double r)
RungeKutta(u0, t0, d), K(k), £(r) {}
};
void Pendulum::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)
{
(void)x;
out[0] = y[1]; // pochodna kata wyhylenia
out[1] = - K * sin(y[0]) - £ * y[1]; // pochodna predkosci katowej
}
V.
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i Runzeze- iy = Py
Wyznaczanie , krytycznej” predkosci poczatkowe;j

Klasa ta pozwala nam znalez¢ ruch wahadta dla ustalonej predkosci
poczatkowej, ale nie wiemy z gbry, czy osiggnie ono maksymalne
wychylenie.
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Wyznaczanie , krytycznej” predkosci poczatkowe;j

Klasa ta pozwala nam znalez¢ ruch wahadta dla ustalonej predkosci
poczatkowej, ale nie wiemy z gbry, czy osiggnie ono maksymalne
wychylenie.

Mozemy poszukad , krytycznej” predkosci metoda bisekcji, tzn. zgadnaé
dwie predkosci poczatkowe takie, ze dla jednej z nich maksymalne
potfozenie jest przekraczane, a dla drugiej nie jest osiggane, a pdzniej
sprawdzi¢ co dzieje sie dla wartosci ze Srodka przedziatu.
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Wyznaczanie ,krytycznej” predkosci poczatkowe]

Klasa ta pozwala nam znalez¢ ruch wahadta dla ustalonej predkosci
poczatkowej, ale nie wiemy z gbry, czy osiggnie ono maksymalne
wychylenie.

Mozemy poszukad , krytycznej” predkosci metoda bisekcji, tzn. zgadnaé
dwie predkosci poczatkowe takie, ze dla jednej z nich maksymalne
potfozenie jest przekraczane, a dla drugiej nie jest osiggane, a pdzniej
sprawdzi¢ co dzieje sie dla wartosci ze Srodka przedziatu.

Nastepnie jedna z ,,odgadnietych” wartosci zastepujemy ich $rednig i
powtarzamy. W ten sposéb dla kazdego kroku bedziemy mieli dwukrotnie
mniejszy przedziat do przeszukania.
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i Runzeze- iy = Py
Kryterium przekroczenia maksymalnego wychylenia

Zauwazmy, ze jezeli znak predkosci katowej zmieni sie w trakcie ruchu przy
«a < 7, to maksymalne wychylenie nie zostanie osiggniete w tym ruchu. J
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Kryterium przekroczenia maksymalnego wychylenia

Zauwazmy, ze jezeli znak predkosci katowej zmieni sie w trakcie ruchu przy
«a < 7, to maksymalne wychylenie nie zostanie osiggniete w tym ruchu.

bool przekroczone(double vO0)

if (v0 < 0)
v0 = -v0;

vector<double> y;
y.push_back(0.0);
y.push_back(v0) ;

Pendulum oscylator(y, 0, 0.01, 1, 0.3);
while (y[1] > 0 && y[0] < M_PI) {
oscylator.wykonaj_krok() ;
y = oscylator.getU();
}

return y[0] >= M_PI;
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady

| etap obliczen — liniowe zwiekszanie predkosci poczatkowe]

Obliczenia mozna podzieli¢ na dwa etapy. W pierwszym z nich wybieramy
ustalong warto$¢ predkosci poczatkowej (katowej) wo = Q i sprawdzamy,
czy przy tej wartosci maksymalne wychylenie jest przekroczone. Jezeli tak,

przechodzimy do Il etapu obliczen. Jezeli nie, zwiekszamy wp 0 Q i
powtarzamy.
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| etap obliczen — liniowe zwiekszanie predkosci poczatkowe]

Obliczenia mozna podzieli¢ na dwa etapy. W pierwszym z nich wybieramy
ustalong warto$¢ predkosci poczatkowej (katowej) wo = Q i sprawdzamy,
czy przy tej wartosci maksymalne wychylenie jest przekroczone. Jezeli tak,
przechodzimy do Il etapu obliczen. Jezeli nie, zwiekszamy wp 0 Q i
powtarzamy.

// 1 etap - sartujemy od vO = V i bedziemy jg w kazdym kroku zwiekszaé
// o V, az wahadlo przekroczy maksymalne wychylenie.
double vO = V;

while (!przekroczone(v0))
v0 += V;
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady

| etap obliczen — liniowe zwiekszanie predkosci poczatkowe]

Obliczenia mozna podzieli¢ na dwa etapy. W pierwszym z nich wybieramy
ustalong warto$¢ predkosci poczatkowej (katowej) wo = Q i sprawdzamy,
czy przy tej wartosci maksymalne wychylenie jest przekroczone. Jezeli tak,
przechodzimy do Il etapu obliczen. Jezeli nie, zwiekszamy wp 0 Q i
powtarzamy.

// 1 etap - sartujemy od vO = V i bedziemy jg w kazdym kroku zwiekszaé
// o V, az wahadlo przekroczy maksymalne wychylenie.
double vO = V;

while (!przekroczone(v0))
v0 += V;

Po zakonczeniu tego etapu wiemy, ze poszukiwana warto$¢ znajduje sie w
przedziale [wg — Q, wo).
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|l etap obliczen — bisekcja

Przeszukujemy przedziat [wg — Q,wp] metoda bisekcji. Robimy to tak, ze
dla dolnej granicy przedziatu maksymalne wychylenie nie jest przekraczane
podczas ruchu, a dla jego goérnej granicy — jest. W kazdym kroku
sprawdzamy, co dzieje sie w Srodku przedziatu i przesuwamy do niego
jedna lub druga granice (te, dla ktérej zachowanie sie uktadu jest takie, jak

dla $rodka przedziatu).
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|l etap obliczen — bisekcja

Przeszukujemy przedziat [wg — Q,wp] metoda bisekcji. Robimy to tak, ze
dla dolnej granicy przedziatu maksymalne wychylenie nie jest przekraczane
podczas ruchu, a dla jego goérnej granicy — jest. W kazdym kroku
sprawdzamy, co dzieje sie w Srodku przedziatu i przesuwamy do niego
jedna lub druga granice (te, dla ktérej zachowanie sie uktadu jest takie, jak

dla $rodka przedziatu).

// II etap - bisekcja.
double a = vO, b = vO - V;

while (a - b > epsilon) {
double ¢ = 0.5 * (a + b);

if (przekroczone(c))
a=c;

else
b=c;
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i Runzeze- iy = Py
|l etap obliczen — bisekcja

Wynikiem obliczen jest przedziat zawierajacy poszukiwang wartosc. J
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady

|l etap obliczen — bisekcja

Wynikiem obliczen jest przedziat zawierajacy poszukiwang wartosc. J
Dtugos$¢ tego przedziatu zalezy od narzuconej programowi doktadnosci
(stata epsilon w kodzie powyzej). J
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Symulacje ruchu obiektéw Metoda Rungego-Kutty — przyktady

|l etap obliczen — bisekcja

Wynikiem obliczen jest przedziat zawierajacy poszukiwang wartosc. J
Dtugos$¢ tego przedziatu zalezy od narzuconej programowi doktadnosci
(stata epsilon w kodzie powyzej). J

Podobne obliczenia mozna zrobi¢ dla przypadku, w ktérym warto$¢
poczatkowego wychylenia hustawki jest niezerowa. J
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i Runzeze- iy = Py
Wahadto z wymuszaniem

Do oméwionego modelu mozna bardzo tatwo dodaé ,,popychanie” w
postaci sity proporcjonalnej do pewnej funkcji zaleznej od czasu. J
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i Runzeze- iy = Py
Wahadto z wymuszaniem

Do oméwionego modelu mozna bardzo tatwo dodaé ,,popychanie” w
postaci sity proporcjonalnej do pewnej funkcji zaleznej od czasu.

Jedli funkeja ta jest cos(x), to réwnanie ruchu ma postaé:

d’a g . da

F:—75|noz—I‘E—i—B’Ccos(wct“—i—Lp,;) (7)
gdzie B, jest amplituda, w, jest czesto$cig drgan, a . jest przesunieciem
fazowym ,wymuszajacego” oscylatora.
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Wahadto z wymuszaniem

Do oméwionego modelu mozna bardzo tatwo dodaé ,,popychanie” w
postaci sity proporcjonalnej do pewnej funkgcji zaleznej od czasu.

Jedli funkeja ta jest cos(x), to réwnanie ruchu ma postaé:

d’a g . da

F:—75|n0z—1"’E—i—B’Ccos(wct“—i—Lp,;) (7)
gdzie B, jest amplituda, w, jest czesto$cig drgan, a . jest przesunieciem
fazowym ,wymuszajacego” oscylatora.

W tym modelu mozna zaobserwowa¢ interesujace zachowanie sie uktadu,
takie jak rezonans lub chaotyczna ewolucja. Tak, jak poprzednio, mozna
stworzy¢ dla niego klase pochodna wzgledem klasy RungeKutta.
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Wiziaub Ruipese- iy = g
Definicja klasy dla wahadta z wymuszaniem

Klasa pochodna od RungeKutta dla wahadta z wymuszaniem

class Pendulum : public RungeKutta {

private:
double K; // iloraz g / 1
double f; // wspéiczynnik tarcia
double B; // amplituda wymuszajgcego oscylatora
double W; // czestoS¢ wymuszajgcego oscylatora
double S; // przesunigcie fazowe wymuszajacego oscylatora

protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out);

public:
Pendulum(const vector<double> u0, double tO, double d, double k, double r,
double b, double w, double s)
RungeKutta(u0, t0, d), K(k), £(r), B(b), W(w), S(s) {}

};
void Pendulum::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)
{

(void)x;

out[0] = y[1];

out[1] = - K * sin(y[0]) - £ * y[1] + B * cos(W * x + S);
}

v
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iEelEEER oyt cifesi
Wykres potozenia w funkcji czasu dla oscylatora

Obliczywszy, na przyktad, potozenie oscylatora harmonicznego w pewne;
liczbie chwil czasu ty takich, ze t; — t;_1 = At, mozemy wykorzystaé
biblioteke Qt do utworzenia rysunku zawierajacego wykres tej funkcji.
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Wykres potozenia w funkcji czasu dla oscylatora

Obliczywszy, na przyktad, potozenie oscylatora harmonicznego w pewne;
liczbie chwil czasu ty takich, ze t; — t;_1 = At, mozemy wykorzystaé
biblioteke Qt do utworzenia rysunku zawierajacego wykres tej funkcji.

@ Tworzymy klase pochodng od RungeKutta do reprezentowania
oscylatoréw harmonicznych oraz obiekt tej klasy reprezentujacy
oscylator o zadanych parametrach (K, pofozenie poczatkowe i
predko$¢ poczatkowa).

@ Uzywamy tej klasy do wyznaczenia pofozenia oscylatora w zadanch
chwilach czasu. Wyniki mozna umiesci¢ w dwéch obiektach klasy
vector (w jednym — czas, a w drugim — pofozenie oscylatora).

© W ten sposdb otrzymujemy zbidr wspdtrzednych punktdw
reprezentujacych funkcje do narysowania.
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SUTECEEROC TRVl \Vizualizacja wynikéw obliczen

Obliczanie zaleznosci potozenia od czasu

Otrzymane wektory mozna przekazac do konstruktora obiektu klasy

pochodnej od QWidget, ktérego metoda paintEvent () bedzie uzywac ich
przy rysowaniu wykresu.
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iEelEEER oyt cifesi
Obliczanie zaleznosci potozenia od czasu

Otrzymane wektory mozna przekazac do konstruktora obiektu klasy
pochodnej od QWidget, ktérego metoda paintEvent () bedzie uzywac ich
przy rysowaniu wykresu.
y
vector<double> y; class Obrazek : public QWidget {
private:
// Warunek poczatkowy vector<double> x;
y.push_back(1.0); // polozenie vector<double> y;
y.push_back(0.0); // predkosé double x0, yO, x1, yi
unsigned int rozmiar;
Oscylator oscylator(1.0, y, 0, 0.01);
protected:
vector<double> t(KROKI); void paintEvent(QPaintEvent *event);
vector<double> q(KROKI);
public:
for (int i = 0; i < KROKI; i++) { Obrazek (vector<double>& a, vector<double>& b,
y = oscylator.getU(); QWidget *parent = NULL);
t[i] = oscylator.getT(); };
qli] = y[o0];
oscylator.wykonaj_krok() ;
}
v
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iEelEEER oyt cifesi
Rysowanie wykresu potozenia w funkcji czasu

Obrazek: :Obrazek (vector<double>& a, void Obrazek::paintEvent (QPaintEvent *event)
vector<double>& b, {
QWidget *parent) : QWidget(parent) (void)event;
{
X = a; QPainter painter(this);
y = b; double w = x1 - x0;
rozmiar = x.size(); double h = y1 - yO;
if (y.size() < rozmiar)
rozmiar = y.size(); painter.scale(width() / w, -height() / h);
painter.translate(-x0, -y1);
x0 = x[0];
x1 = x[rozmiar - 1]; QPointF p1(x[0], y[0]);
yo = y[0]; QPointF p2;
y1 = ylrozmiar - 1]; for (unsigned int j = 1; j < rozmiar; j++) {
for (unsigned int j = 1; j < rozmiar; j++) { p2 = QPointF(x[jl, y[j1);
if (x[j] < x0) painter.drawLine(pl, p2);
x0 = x[j]; pl = p2;
else if (x[j] > x1) }
x1 = x[j1; }
if (y[j] < yo)
yo = y[jl;
else if (y[jl > y1)
yi = y[jl;
}
}
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Algorytm eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze chcemy znalez¢ rozwiazanie réwnania postaci Ax = b,
gdzie A jest macierza (o jednakowej liczbie wierszy i kolumn), a b jest
wektorem o zadanych wspétrzednych.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze chcemy znalez¢ rozwiazanie réwnania postaci Ax = b,
gdzie A jest macierza (o jednakowej liczbie wierszy i kolumn), a b jest
wektorem o zadanych wspétrzednych.

W ogélnoéci mozna sprowadzi¢ to réwnanie do réwnania Ux = b’, gdzie U

jest macierza trojkatna.
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Algorytm eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze chcemy znalez¢ rozwiazanie réwnania postaci Ax = b,
gdzie A jest macierza (o jednakowej liczbie wierszy i kolumn), a b jest
wektorem o zadanych wspétrzednych.

W ogdlnosci mozna sprowadzi¢ to réwnanie do réwnania Ux =1/, gdzie U
jest macierza trojkatna.

Witedy rozwigzania oryginalnego réwnania mozna otrzymaé poprzez tak
zwane podstawienie wsteczne (ang. backward substitution).
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Algorytm eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze chcemy znalez¢ rozwiazanie réwnania postaci Ax = b,
gdzie A jest macierza (o jednakowej liczbie wierszy i kolumn), a b jest
wektorem o zadanych wspétrzednych.

W ogdlnosci mozna sprowadzi¢ to réwnanie do réwnania Ux =1/, gdzie U
jest macierza trojkatna.

Witedy rozwigzania oryginalnego réwnania mozna otrzymaé poprzez tak
zwane podstawienie wsteczne (ang. backward substitution).

Algorytm Gaussa okresla sposéb wyznaczenia macierzy U zwany eliminacja
do przodu (ang. forward elimination).
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu

Aby mozliwe byto przeprowadzenie obliczen t3 metoda, macierz A musi
spetnia¢ okreslone warunki. Zatézmy, ze s3 one spetnione.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu

Aby mozliwe byto przeprowadzenie obliczen t3 metoda, macierz A musi
spetnia¢ okreslone warunki. Zatézmy, ze s3 one spetnione.

W pierwszym kroku obliczamy macierz A dla ktérej:

@ Pierwszy wiersz jest identyczny z pierwszym wierszem macierzy A.

@ W kazdym z pozostatych wierszy pierwszy element macierzowy jest

zerem: A
1) i
AL — p DL
i ij 1
v A1l
4
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu

Aby mozliwe byto przeprowadzenie obliczen t3 metoda, macierz A musi
spetnia¢ okreslone warunki. Zatézmy, ze s3 one spetnione.

W pierwszym kroku obliczamy macierz A dla ktérej:

@ Pierwszy wiersz jest identyczny z pierwszym wierszem macierzy A.

@ W kazdym z pozostatych wierszy pierwszy element macierzowy jest
zerem:

Jednoczeénie obliczamy wektor b(1) taki, ze b{") = by oraz (dla i > 1)

1 Ail
b = b — 2l py
i A
11
v
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu (c. d.)

Inaczej méwigc mnozymy réwnanie 1 w oryginalnym ukfadzie réwnanh przez
Ai1/A11 i odejmujemy wynik od réwnania i (powtarzajac dla wszystkich
i>1).
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu (c. d.)

Inaczej méwigc mnozymy réwnanie 1 w oryginalnym ukfadzie réwnanh przez

Ai1/A11 i odejmujemy wynik od réwnania i (powtarzajac dla wszystkich
i>1).

W drugim kroku réwnania 1 i 2 pozostawiamy bez zmian, zas dla j > 2
réwnanie 2 mnozymy przez Ag)/Ag) i wynik odejmujemy od réwnania i.

v
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Eliminacja do przodu (c. d.)

Inaczej méwigc mnozymy réwnanie 1 w oryginalnym ukfadzie réwnanh przez
Ai1/A11 i odejmujemy wynik od réwnania i (powtarzajac dla wszystkich
i>1).

W drugim kroku réwnania 1 i 2 pozostawiamy bez zmian, zas dla j > 2
réwnanie 2 mnozymy przez A,(-;)/Ag;) i wynik odejmujemy od réwnania i.

v

W ten sposéb otrzymujemy macierz macierz A dla ktorej:
© Pierwszy wiersz jest identyczny z pierwszym wierszem macierzy A.
@ Drugi wiersz jest identyczny z drugim wierszem macierzy A),

© W kazdym z pozostatych wierszy pierwszy i drugi element macierzowy
sg zerami.
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu (c. d.)

W rezultacie mamy (dla i > 2):

(1)
@ _ 20 _ AR @)
A = A (l)A

p@ _ p1) A Q)
1 1 A(l)
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu (c. d.)

W rezultacie mamy (dla i > 2):

(1)
@ _ 20 _ AR @)
A = A (l)A

p@ _ p1) A Q)
1 1 A(l)

Powtarzajac analogiczng procedure dla kolejnych kolumn macierzy po
lewej stronie réwnania w kroku k otrzymujemy macierz AK)| dla ktérej:

© Wiersze od 1 do k sa takie, jak w macierzy Alk=1)

© W kazdym z pozostatych wierszy elementy macierzowe A( ) dla j < k
sg zerami.

v
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu (c. d.)

W trakcie wykonywania obliczeh elementy macierzowe macierzy A moga
by¢ zastepowane przez odpowiednie elementy macierzowe macierzy Alk)
otrzymywanych w kolejnych krokach obliczen (elementy macierzowe A z
wyjatkiem wiersza 1, nie s3 juz potrzebne po przeprowadzeniu kroku 1, za$
elementy macierzowe A 7 wyjatkiem wierszy 1 i 2, nie s potrzebne po
przeprowadzeniu kroku 2 itd.).
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu (c. d.)

W trakcie wykonywania obliczeh elementy macierzowe macierzy A moga
by¢ zastepowane przez odpowiednie elementy macierzowe macierzy Alk)
otrzymywanych w kolejnych krokach obliczen (elementy macierzowe A z
wyjatkiem wiersza 1, nie s3 juz potrzebne po przeprowadzeniu kroku 1, za$
elementy macierzowe A 7 wyjatkiem wierszy 1 i 2, nie s potrzebne po
przeprowadzeniu kroku 2 itd.).

Podobnie wspé6trzedne wektora b moga by¢ zastepowane przez
odpowiednie wspétrzedne wektoréw b(k) otrzymywanych w kolejnych
krokach obliczen.
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Eliminacja do przodu (c. d.)

W trakcie wykonywania obliczeh elementy macierzowe macierzy A moga
by¢ zastepowane przez odpowiednie elementy macierzowe macierzy Alk)
otrzymywanych w kolejnych krokach obliczen (elementy macierzowe A z
wyjatkiem wiersza 1, nie s3 juz potrzebne po przeprowadzeniu kroku 1, za$
elementy macierzowe A 7 wyjatkiem wierszy 1 i 2, nie s potrzebne po
przeprowadzeniu kroku 2 itd.).

Podobnie wspé6trzedne wektora b moga by¢ zastepowane przez
odpowiednie wspétrzedne wektoréw b(k) otrzymywanych w kolejnych
krokach obliczen.

Po przeprowadzeniu obliczen dla wszystkich kolumn macierzy po lewej
stronie réwnania otrzymujemy poszukiwang tréjkatna macierz U.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu — kod

C e : : k
Jezeli miejsce przechowywania elementu macierzowego Agj) oznaczymy

przez a[i] [j], to algorytm obliczen dla eliminacji do przodu mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob (n jest wymiarem macierzy A):

for (k = 1; k < n; k++)
for (i =k + 1; i <=n; i++) {
double alfa = a[il[k] / alk][k];

for (j = k; j <= n; j++)
alil[j] -= alfa * alk][j];

b[i] -= alfa * b[k];
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Podstawienie wstecz — kod

Podstawienie wstecz mozna przeprowadzi¢ w taki sposéb, ze wspoétrzedne
rozwigzania zostang zapisane w miejscach stuzacych do przechowywania
wspbtrzednych wektora b:

i--) o

for (i = n; 1 >= 1;
[j] jest wsp6éirzedng poszukiwanego wektora x[].

1
// Dla j > i b
for (int j = i + 1; j <= n; j++)
bl[i]l -= alil[j]1 * b[jl;

bli]l /= alil[il;
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Podstawienie wstecz — kod

Podstawienie wstecz mozna przeprowadzi¢ w taki sposéb, ze wspoétrzedne
rozwigzania zostang zapisane w miejscach stuzacych do przechowywania
wspbtrzednych wektora b:

for (i =n; i > 1; i-—-) {
// Dla j > i b[j] jest wspéitrzedng poszukiwanego wektora x[].
for (int j =1 + 1; j <= n; j++)
al

b[i]l -= alil[j] * b[jl;

b[i] /= ali][i];

Powyzsza petla jest zapisana z zatozeniem, ze a[i] [j] oznacza miejsce
przechowywania elementu macierzowego Uj;, a b[i] — mejsce
przechowywania wspétrzednej b} wektora b'.

v
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja Gaussa — warunki

Aby mozna byto przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, zmienna a[k] [k] musi
by¢ rézna od zera na poczatku kroku k. J

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 43 /77



Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja Gaussa — warunki

Aby mozna byto przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, zmienna a[k] [k] musi
by¢ rézna od zera na poczatku kroku k. J

W praktyce, aby uniknaé znaczacych btedéw zaokraglenia, zada sie, aby jej
wartosé bezwzgledna byta wigeksza od pewnej zadanej statej e. J
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja Gaussa — warunki

Aby mozna byto przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, zmienna a[k] [k] musi
by¢ rézna od zera na poczatku kroku k.

W praktyce, aby uniknaé znaczacych btedéw zaokraglenia, zada sie, aby jej
wartosé bezwzgledna byta wigeksza od pewnej zadanej statej e.

Najwygodniej jest sprawdzaé spetnienie tego warunku juz w trakcie
trwania obliczen, przerywajac je w przypadku, gdy nie jest on spetniony dla
pewnego K.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 43 /77



Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja Gaussa — warunki

Aby mozna byto przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, zmienna a[k] [k] musi
by¢ rézna od zera na poczatku kroku k.

W praktyce, aby uniknaé znaczacych btedéw zaokraglenia, zada sie, aby jej
wartosé bezwzgledna byta wigeksza od pewnej zadanej statej e.

Najwygodniej jest sprawdzaé spetnienie tego warunku juz w trakcie
trwania obliczen, przerywajac je w przypadku, gdy nie jest on spetniony dla
pewnego K.

Uktad réwnah poczatkowo nie spetniajacy wymaganych warunkéw moze
by¢ przeksztatcony do postaci, w ktérej beda one spetnione.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana jest bardzo podobny do algorytmu
eliminacji Gaussa, ale wykorzystuje obserwacje, ze eliminacje mozna
przeprowadzi¢ takze w ,,gérnych” wierszach macierzy, otrzymujac
ostatecznie macierz diagonalng, dzieki czemu nie ma potrzeby
przeprowadzania podstawienia wstecz.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana jest bardzo podobny do algorytmu
eliminacji Gaussa, ale wykorzystuje obserwacje, ze eliminacje mozna
przeprowadzi¢ takze w ,,gérnych” wierszach macierzy, otrzymujac
ostatecznie macierz diagonalng, dzieki czemu nie ma potrzeby
przeprowadzania podstawienia wstecz.

for (k = 1; k <= n; k++) {
for (i = 1; i <= n; i++) {
if (i == k)
continue;

alfa = al[il[k] / alk][k];
for (j = k; j <= n; j++)
alil[j] -= alfa * alk][jl;

bl[i]l -= alfa * b[k];
}
x[k] = blk] / alk][k];
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Fepipie s Causse
Wady algorytmu eliminacji Gaussa

Istniejg uktady réwnan liniowych, dla ktérych istnieje rozwigzanie, chociaz
warunki konieczne do przeprowadzenia eliminacji Gaussa nie s3 przez nie
spetniane w wyjsciowe] postaci.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Poprawianie eliminacji Gaussa

Wady algorytmu eliminacji Gaussa

Istniejg uktady réwnan liniowych, dla ktérych istnieje rozwigzanie, chociaz
warunki konieczne do przeprowadzenia eliminacji Gaussa nie s3 przez nie
spetniane w wyjsciowe] postaci.

Ponadto jesli elementy macierzowe w réznych wierszach macierzy réwnania
znacznie réznia sie od siebie (np. elementy macierzowe w wierszu k s3 o
wiele rzedéw wielkosci wieksze od odpowiadajacych im elementéw
macierzowych w wierszu j), w czasie obliczen moga powstac znaczace
btedy zaokraglenia.
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Wady algorytmu eliminacji Gaussa

Istniejg uktady réwnan liniowych, dla ktérych istnieje rozwigzanie, chociaz
warunki konieczne do przeprowadzenia eliminacji Gaussa nie s3 przez nie
spetniane w wyjsciowe] postaci.

Ponadto jesli elementy macierzowe w réznych wierszach macierzy réwnania
znacznie réznia sie od siebie (np. elementy macierzowe w wierszu k s3 o
wiele rzedéw wielkosci wieksze od odpowiadajacych im elementéw
macierzowych w wierszu j), w czasie obliczen moga powstac znaczace
btedy zaokraglenia.

Probleméw tych mozna uniknaé poprzez odpowiednie przeksztatcanie
uktadu réwnan podczas przeprowadzania obliczen.
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Fepipie s Causse
Normalizacja elementéw macierzowych

Pozwala na redukcje btedéw zaokraglenia. J
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Poprawianie eliminacji Gaussa

Normalizacja elementéw macierzowych

Pozwala na redukcje btedéw zaokraglenia. J

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
© Dla kazdego wiersza i > k macierzy Al wyznacza sie element
macierzowy o najwiekszej wartosci bezwzgledne;.

© Wszystkie elementy macierzowe w wierszu i macierzy A() oraz
wspétrzedna i wektora b(k) sy dzielone przez warto$é¢ bezwzgledna

tego elementu macierzowego.
v
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Poprawianie eliminacji Gaussa

Normalizacja elementéw macierzowych

Pozwala na redukcje btedéw zaokraglenia. J

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
© Dla kazdego wiersza i > k macierzy Al wyznacza sie element
macierzowy o najwiekszej wartosci bezwzgledne;.
© Wszystkie elementy macierzowe w wierszu i macierzy A() oraz
wspétrzedna i wektora b(k) sy dzielone przez warto$é¢ bezwzgledna
tego elementu macierzowego.

Po przeprowadzeniu tej operacji wszystkie elementy macierzowe AR
wierszach i > k maja wartosci bezwzgledne nie przekraczajace 1.
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Fepipie s Causse
Wybieranie dzielnika o najwiekszym module

Wykorzystuje obserwacje, iz zamiana miejscami dwéch réwnan w uktadzie
rownan liniowych nie ma wptywu na jego rozwigzanie.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Poprawianie eliminacji Gaussa

Wybieranie dzielnika o najwiekszym module

Wykorzystuje obserwacje, iz zamiana miejscami dwéch réwnan w uktadzie
rownan liniowych nie ma wptywu na jego rozwigzanie.

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
@ Sposrdd wierszy | > k macierzy Ak wyznacza sie Wiersz imax, W
ktérym element w kolumnie k ma najwieksza warto$¢ bezwzgledna.

@ Zamienia sie miejscami wiersze k oraz imax macierzy A
wspotrzedne k oraz ipmax wektora b(K).
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Wybieranie dzielnika o najwiekszym module

Wykorzystuje obserwacje, iz zamiana miejscami dwéch réwnan w uktadzie
rownan liniowych nie ma wptywu na jego rozwigzanie.

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
@ Sposrdd wierszy | > k macierzy Ak wyznacza sie Wiersz imax, W
ktérym element w kolumnie k ma najwieksza warto$¢ bezwzgledna.
@ Zamienia sie miejscami wiersze k oraz imax macierzy A
wspotrzedne k oraz ipmax wektora b(k).

Po przeprowadzeniu tej operacji element macierzowy AS(’,(() ma najwieksza

warto$é bezwzgledna ze wszystkich elementédw macierzowych QR
kolumnie k. Jedli jest on zerem, to wszystkie elementy macierzowe AK) w
kolumnie k s3 zerami.

v
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Poprawianie eliminacji Gaussa

Poprawiony algorytm eliminacji Gaussa

for (j =k + 1; j <= n; j++) {
w = fabs(aljl[k]);
if (w> 1) {

for (k = 1; k < n; k++) {
int i, j;
double r, w;

r=w;
// Normalizacja elementéw macierzowych i=j;
for (i = k; i <= n; i++) { }
r = fabs(al[il[k]); ¥
for (j =k + 1; j <= n; j++) {
w = fabs(alil [j1); if (1 > k) {
if (w > 1) zamiana_wierszy(alk], al[il);
r =w; zamiana(b[k], b[i]);
b ¥
if (r == 0)
throw "Dzielenie przez zero"; if (alk][k] == 0)
throw "Dzielenie przez zero";
bli]l /= r;
for (j = k; j <= n; j++) // Eliminacja
alil[j] /= r; for (i =k + 1; i <= n; i++) {
b r=alillx] / alk]l[k];
bli] -= r * blkl;
// Wybér dzielnika o najwiekszym module for (j = k; j <= n; j++)
r = fabs(alk] [k]); alil[j] -= r * alk]l[j];
i=k; ¥
}
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Uktady réwnan nieliniowych

Uktady réwnan nieliniowych w ogdlnosci maja postaé
F(x)=0

gdzie F(x) jest dowolna funkcjag R" — R™.
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Uktady réwnan nieliniowych

Uktady réwnan nieliniowych w ogdlnosci maja postaé
F(x)=0

gdzie F(x) jest dowolna funkcjag R" — R™.

Aby obliczy¢ (przyblizone) rozwigzanie takiego uktadu réwnan, mozna
postuzy¢ sie rozwinieciem Taylora funkcji F(x) w otoczeniu pewnego
punktu xg, ktéry bedzie stanowit poczatkowe przyblizenie rozwigzania:

F(x) ~ F(xo) + VF(x0)(x — x0)

gdzie VF(xq) oznacza macierz Jacobiego funkcji w punkcie xg.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona

Jesli xoo jest Scistym rozwigzaniem naszego réwnania, to mamy:

0~ F(Xo) + VF(X())(XOO — Xo) (8)
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych

Algorytm Newtona

Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Jesli xoo jest Scistym rozwigzaniem naszego réwnania, to mamy:

0~ F(xg) + VF(x0)(X00 — X0)

To oznacza, ze

Xoo & Xo — [VF(x0)] " F(xo)

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl)
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona

Jesli xoo jest Scistym rozwigzaniem naszego réwnania, to mamy:

0~ F(Xo) + VF(X())(XOO — Xo) (8)

To oznacza, ze

Xoo A X0 — [VF(x0)] ' F(x0) (9)

Mozemy zatem skonstruowacé cigg punktéw xy taki, ze
Xk4+1 = Xk — [VF(Xk)]le(Xk) (10)

ktéry bedzie zbiezny do X, 0 ile punkt xo zostanie wybrany we wtasciwy
spos6b (musi on by¢ ,dostatecznie dobrym” przyblizeniem rozwigzania).
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona (c. d.)

Zamiast obliczania macierzy [VF(x4)] ™! w kazdym punkcie mozna

wykorzysta¢ metody omoéwione wyzej i rozwigzywaé réwnania liniowe
VF(Xk)dk = —F(Xk) (11)

a nastepnie wyznaczaé X,41 z wzoru

Xk4+1 = Xk + d, (12)

v
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona (c. d.)

Zamiast obliczania macierzy [VF(x4)] ™! w kazdym punkcie mozna
wykorzysta¢ metody omoéwione wyzej i rozwigzywaé réwnania liniowe

VF(Xk)dk = —F(Xk) (11)
a nastgpnie wyznaczaé Xk+1 Z wWzoru

Xk4+1 = Xk + d, (12)

v

Zatem najpierw rozwigzujemy réwnanie (11) dla xo, podstawiamy wynik
do réwnania (12), aby obliczy¢ x; itd.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona (c. d.)

Zamiast obliczania macierzy [VF(x4)] ™! w kazdym punkcie mozna
wykorzysta¢ metody omoéwione wyzej i rozwigzywaé réwnania liniowe

VF(Xk)dk = —F(Xk) (11)
a nastgpnie wyznaczaé Xk+1 Z wWzoru

Xk4+1 = Xk + d, (12)

v

Zatem najpierw rozwigzujemy réwnanie (11) dla xo, podstawiamy wynik
do réwnania (12), aby obliczy¢ x; itd.

Obliczenia mozna zakonczy¢ np. wtedy, gdy ||x; — x;_1|| < € dla pewnego
k = j (i dla zadanej statej ¢).

v

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 51/ 77




Velifiee dpieiese | medeEE
Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double. J
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Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double.

Taka tablice definiuje sie okreslajac liczbe jej wierszy i kolumn (N i M; moga
to by¢ zmienne, jezeli sama tablica jest zmiennga lokalng):

double tablicalN] [M];
v
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Velifiee dpieiese | medeEE
Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double.

Taka tablice definiuje sie okreslajac liczbe jej wierszy i kolumn (N i M; moga
to by¢ zmienne, jezeli sama tablica jest zmiennga lokalng):

double tablicalN] [M];

Wtedy wiersze tablicy maja indeksy od 0 do N — 1, a kolumny maja
indeksy od 0 do M — 1.
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Velifiee dpieiese | medeEE
Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double.

Taka tablice definiuje sie okreslajac liczbe jej wierszy i kolumn (N i M; moga
to by¢ zmienne, jezeli sama tablica jest zmiennga lokalng):

double tablicalN] [M];

Wtedy wiersze tablicy maja indeksy od 0 do N — 1, a kolumny maja
indeksy od 0 do M — 1.

W C++ nie ma mozliwo$ci zmiany sposobu indeksowania kolumn i wierszy
tablicy dwuwymiarowej. Wynika to ze sposobu rozmieszczenia elementéw
tablicy w pamieci.

v
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Velifiee dpieiese | medeEE
Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.
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Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.

Zatem, jezeli tablical] [] jest tablica dwuwymiarowa zdefiniowang jak

wyzej, to symbol tablical[i] oznacza wskaznik zawierajacy adres
elementu tablicali] [0].
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Velifiee dpieiese | medeEE
Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.

Zatem, jezeli tablical] [] jest tablica dwuwymiarowa zdefiniowang jak
wyzej, to symbol tablical[i] oznacza wskaznik zawierajacy adres
elementu tablicali] [0].

W zwiazku z tym symbol *(tablical[il) oznacza element
tablicali] [0].
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Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.

Zatem, jezeli tablical] [] jest tablica dwuwymiarowa zdefiniowang jak
wyzej, to symbol tablical[i] oznacza wskaznik zawierajacy adres
elementu tablicali] [0].

W zwiazku z tym symbol *(tablical[il) oznacza element
tablicali] [0].

Po wykonaniu przypisania ptr = tablicali], gdzie ptr jest
wskaznikiem typu double, mozna postugiwaé sie wskaznikiem ptr tak,
jakby byt on nazwga tablicy jednowymiarowej pokrywajacej sie z wierszem |
tablicy dwuwymiarowe;j.

v
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Algorytm Gaussa w wersji wskaznikowe]

for (k = 0; k < n - 1; k++) { for (k = 0; k <n - 1; k++) {
double *a_k = alk]; double *a_k = alk];
for (i =k + 1; i < n; i++) { for (i =k + 1; i < n; i++) {
double *a_i = alil; double alfa = alil[k] / a_k[k];
double alfa = a_il[k] / a_k[k]; double *a_i_j = alil + j;

double *a_k_j = a_k + j;
for (j = k; j < mj; j++)

a_i[j] -= alfa * a_k[jl; for (j = k; j < mn; j+)
*a_i_j++ -= *a_k_j++ * alpha;
bl[i] -= alfa * b[kl;
} bli] -= b[k] * alfa;
¥ s
s
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Velifiee dpieiese | medeEE
Algorytm Gaussa w wersji wskaznikowe]

for (k = 0; k <n - 1; k++) { for (k = 0; k <n - 1; k++) {
double *a_k = alk]; double *a_k = alk];
for (i =k + 1; i < n; i++) { for (i =k + 1; i < n; i++) {
double *a_i = alil; double alfa = alil[k] / a_k[k];

a_ilk] / a_k[k]; double *a_i_j = alil + j;

double alfa =
double *a_k_j = a_k + j;

for (j = k; j < mj; j++)

a_i[j] -= alfa * a_k[jl; for (j = k; j < mn; j+)
*a_i_j++ -= xa_k_j++ * alpha;
bl[i] -= alfa * b[kl;
} bli] -= b[k] * alfa;
¥ s
s

Niestety w tablicach dwuwymiarowych nie mozna zamieniaé¢ miejscami

wskaznikéw zawierajacych adresy poszczegdlnych wierszy. To powoduje,

w poprawionym algorytmie eliminacji Gaussa zamiane wierszy macierzy
trzeba przeprowadzac jako kopiowanie elementédw macierzowych.

ze
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,

polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,
polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).

Jezeli maja one by¢ zmiennymi statycznymi, to ich rozmiary musza by¢
znane z wyprzedzeniem (tzn. przed skompilowaniem programu) lub trzeba
nadawad im rozmiary ,na zapas'.
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,
polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).

Jezeli maja one by¢ zmiennymi statycznymi, to ich rozmiary musza by¢
znane z wyprzedzeniem (tzn. przed skompilowaniem programu) lub trzeba
nadawad im rozmiary ,na zapas'.

Jezeli maja one by¢ zmiennymi lokalnymi, to pamieé na przechowywanie
ich elementéw macierzowych jest rezerwowana na stosie procesora.
Powoduje to, ze rozmiary takich tablic podlegaja ograniczeniom.
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,
polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).

Jezeli maja one by¢ zmiennymi statycznymi, to ich rozmiary musza by¢
znane z wyprzedzeniem (tzn. przed skompilowaniem programu) lub trzeba
nadawad im rozmiary ,na zapas'.

Jezeli maja one by¢ zmiennymi lokalnymi, to pamieé na przechowywanie
ich elementéw macierzowych jest rezerwowana na stosie procesora.
Powoduje to, ze rozmiary takich tablic podlegaja ograniczeniom.

Zatem pamie¢ do przechowywania elementdéw macierzowych macierzy
najlepiej jest rezerwowa¢ na zadanie.

v
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie

Kompilator C++ zawsze rozmieszcza wiersze tablic dwuwymiarowych w
pamieci kolejno jeden za drugim, zgodnie z numeracja. J
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie

Kompilator C++ zawsze rozmieszcza wiersze tablic dwuwymiarowych w
pamieci kolejno jeden za drugim, zgodnie z numeracja.

Mozna wykorzystaé te obserwacje rezerwujac na zadanie zmienne, ktére
wspolnie beda reprezentowac macierz:

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double[N*M]; // Elementy macierzowe.
wiersze = new double *[N]; // Wskazniki do wierszy.
for (int j = 0; j < N; j++)

wiersze[j] = elementy + j*M;
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Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie

Kompilator C++ zawsze rozmieszcza wiersze tablic dwuwymiarowych w
pamieci kolejno jeden za drugim, zgodnie z numeracja.

Mozna wykorzystaé te obserwacje rezerwujac na zadanie zmienne, ktére
wspolnie beda reprezentowac macierz:

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double[N*M]; // Elementy macierzowe.
wiersze = new double *[N]; // Wskazniki do wierszy.
for (int j = 0; j < N; j++)

wiersze[j] = elementy + j*M;

Wtedy symbol wiersze[j] [k] oznacza element o indeksie k z wiersza o
indeksie j macierzy, gdzie j=0...N —1oraz k=0...M — 1.

v
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie (c. d.)

Rezerwujac pamie¢ na zadanie w sposéb podobny do przedstawionego

mozna tak zmodyfikowaé wskazniki, aby wiersze i kolumny macierzy byty
indeksowane poczawszy od 1.
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie (c. d.)

Rezerwujac pamie¢ na zadanie w sposéb podobny do przedstawionego
mozna tak zmodyfikowaé wskazniki, aby wiersze i kolumny macierzy byty
indeksowane poczawszy od 1.

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double [N*M];
wiersze = new double *[N];
wiersze—-—;
for (int j = 1; j <= N; j++)
wiersze[j] = elementy + (j-1)*M - 1;
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie (c. d.)

Rezerwujac pamie¢ na zadanie w sposéb podobny do przedstawionego
mozna tak zmodyfikowaé wskazniki, aby wiersze i kolumny macierzy byty
indeksowane poczawszy od 1.

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double [N*M];
wiersze = new double *[N];
wiersze—-—;
for (int j = 1; j <= N; j++)
wiersze[j] = elementy + (j-1)*M - 1;

Wtedy symbol wiersze[j] [k] oznacza element o indeksie k z wiersza o
indeksie j macierzy, gdzie j=1...Norazk=1... M.

v
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Klasa reprezentujaca macierz

Mozna takze zdefiniowal klase reprezentujaca macierz:

class Macierz { Macierz::~Macierz(void)

double *elementy; {
int n, m; delete [] elementy;
public: s
Macierz(int a, int b);
“Macierz(void); double * Macierz::operator [](int i) const
. {
double * operator [](int i) const; if (1 <1 |l i>n)
}; throw "Przekroczony zakres";
Macierz::Macierz(int a, int b) return elementy + (i-1)*m - 1;
{ }
elementy = new double[a*b];
n=a;
m = b;
}
v
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Klasa reprezentujaca macierz

Mozna takze zdefiniowal klase reprezentujaca macierz:

class Macierz { Macierz::~Macierz(void)

double *elementy; {

int n, m; delete [] elementy;

public: s

Macierz(int a, int b);

“Macierz(void); double * Macierz::operator [](int i) const

... {

double * operator [](int i) const; if (1 <111 i>mn)
}; throw "Przekroczony zakres";
Macierz::Macierz(int a, int b) return elementy + (i-1)*m - 1;
{ }

elementy = new double[a*b];

n = a;

m = b;
}

v
Wtedy, dla obiektu M klasy Macierz, symbol M[j] [k] oznacza element o
indeksie k z wiersza o indeksie j macierzy, gdzie j =1... N oraz
k=1...M.
v
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M ks
Macierze i klasy (c. d.)

Aby uniknaé niepotrzebnych obliczen w czasie wykonywania programu,
mozna uzyC pomocniczej tablicy wiersze[], w ktérej bedy zapisywane
adresy poszczegblnych wierszy macierzy:

class Macierz { Macierz::Macierz(unsigned int a, unsigned int b)
double **wiersze; {
public: double *wsk;
Macierz(unsigned int a, unsigned int b);
“Macierz(void); wsk = new double[axb];
wiersze = new double *[a];
double * operator [](int i) const; wiersze--;
}; for (int j = 1; j <= a; j++)
wiersze[j] = wsk + (j-1)*b - 1;
Macierz::“Macierz(void) }
delete [] (wiersze[1] + 1); double * Macierz::operator [](int i) const
wiersze++; {
delete [] wiersze; return wierszel[il;
¥ s
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M ks
Macierze i klasy (c. d.)

Aby uniknaé niepotrzebnych obliczen w czasie wykonywania programu,
mozna uzyC pomocniczej tablicy wiersze[], w ktérej bedy zapisywane
adresy poszczegblnych wierszy macierzy:

class Macierz { Macierz::Macierz(unsigned int a, unsigned int b)
double **wiersze; {
public: double *wsk;
Macierz(unsigned int a, unsigned int b);
“Macierz(void); wsk = new double[axb];
wiersze = new double *[a];
double * operator [](int i) const; wiersze--;
}; for (int j = 1; j <= a; j++)
wiersze[j] = wsk + (j-1)*b - 1;
Macierz::“Macierz(void) }
delete [] (wiersze[1] + 1); double * Macierz::operator [](int i) const
wiersze++; {
delete [] wiersze; return wierszel[il;
¥ s

Mozna takze dodaé kod sprawdzajacy przekroczenie zakresu indekséw.

J
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Odwrotna notacja polska (ONP)

RPN (ang. Reverse Polish Notation)

ONP, zwana takze notacja postfiksowa (ang. postfix), jest sposobem
zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym znak wykonywanej operacji
umieszczony jest po operandach, np. 2 4 4+ zamiast 2 + 4.
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Odwrotna notacja polska (ONP)

RPN (ang. Reverse Polish Notation)

ONP, zwana takze notacja postfiksowa (ang. postfix), jest sposobem
zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym znak wykonywanej operacji
umieszczony jest po operandach, np. 2 4 4+ zamiast 2 + 4.

ONP pozwala na catkowita rezygnacje z uzycia nawiaséw w wyrazeniach,
poniewaz jednoznacznie okresla kolejnosé¢ wykonywanych dziafan.
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Odwrotna notacja polska (ONP)

RPN (ang. Reverse Polish Notation)

ONP, zwana takze notacja postfiksowa (ang. postfix), jest sposobem
zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym znak wykonywanej operacji
umieszczony jest po operandach, np. 2 4 4+ zamiast 2 + 4.

ONP pozwala na catkowita rezygnacje z uzycia nawiaséw w wyrazeniach,
poniewaz jednoznacznie okresla kolejnosé¢ wykonywanych dziafan.

ONP zostata zaproponowana w potowie lat 1950 przez Charlesa Hamblina,
jako ,,odwrécenie” beznawiasowej notacji polskiej Jana tukasiewicza.
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Odwrotna notacja polska (ONP)

RPN (ang. Reverse Polish Notation)

ONP, zwana takze notacja postfiksowa (ang. postfix), jest sposobem
zapisu wyrazen arytmetycznych, w ktérym znak wykonywanej operacji
umieszczony jest po operandach, np. 2 4 4+ zamiast 2 + 4.

ONP pozwala na catkowita rezygnacje z uzycia nawiaséw w wyrazeniach,
poniewaz jednoznacznie okresla kolejnosé¢ wykonywanych dziafan.

ONP zostata zaproponowana w potowie lat 1950 przez Charlesa Hamblina,
jako ,,odwrécenie” beznawiasowej notacji polskiej Jana tukasiewicza.

Okazuje sie, ze algorytm obliczania wyrazen w ONP jest stosunkowo
prosty. Podobnie prosty jest algorytm przeksztatcania wyrazen w notacji
,tradycyjnej” (infiksowej) na ONP.

v
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Algorytm obliczania wyrazen w ONP

Potrzebny jest stos do przechowywania liczb.
@ Dla kazdego elementu wyrazenia w ONP od lewe;:

@ Jezeli biezacy element jest liczby, umies¢ ja na stosie.
@ Jezeli biezacy element jest operatorem (+, —, *, /), to:
o Zdejmij dwie liczby ze stosu.
o Przeprowadz obliczenia: druga liczba zdjeta ze stosu-operator-pierwsza
liczba zdjeta ze stosu.
@ Umies¢ wynik na stosie.

@ Po zakonczeniu petli jedyna znajdujaca sie na stosie liczba jest
wynikiem wyrazenia (o ile wyrazenie jest poprawne).
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Obliczanie wyrazen w ONP — przyktad

Wyrazenie
23+ 4 %10 — )
Przebieg obliczen
Krok | Na stosie
1 2
2 2 3
3 5
4 5 4
5 20
6 20 10
7 10
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Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej
Funkcja obliczajaca wartos¢ wyrazenia w ONP

double oblicz(string& wyr) r = stos.top();
{ stos.pop();
stack<double> stos;
istringstream input(wyr); return r;
string s; }
double r;
while (input >> s) { bool jest_operatorem(char c)
istringstream is(s); {

if(is >> 1) {
stos.push(r); }
continue;

}
if (jest_operatorem(s[0])) {
r = stos.top();

stos.pop();

r = wykonaj_obliczenia(r, stos.top(), s[01);
stos.pop();

stos.push(r);
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Wyrazenia w odwrotnej notacji polskiej

Funkcja obliczajaca warto$¢ wyrazenia w ONP (c. d.)

double wykonaj_obliczenia(double r, double d, char c)
{
switch (c) {
case ’+7:
d +=r;
break;
case ’-’:
d -=r;
break;
case ’x’:
d *= r;
break;
case ’/’:
d /=r;
break;

return d;
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izekezaicn elezennlOl
Algorytm zamiany zapisu wyrazenia na ONP (1)

Potrzebny jest stos do przechowywania symboli oraz tancuch, w ktérym
bedzie zapisany wynik. J
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izekezaicn elezennlOl
Algorytm zamiany zapisu wyrazenia na ONP (1)

Potrzebny jest stos do przechowywania symboli oraz tancuch, w ktérym
bedzie zapisany wynik.

Dla kazdego elementu wyrazenia w notacji infiksowej (z nawiasami) (1)

o Jedli biezacy element jest liczbg, wstaw go oraz znak przerwy na
koniec wynikowego fafcucha.
o Jesli biezacy element jest operatorem, to:
© Powtarzaj, az na wierzchotku stosu nie bedzie operatora:

@ Zdejmij operator ze stosu.
o Wstaw zdjety ze stosu operator oraz znak przerwy na koniec
wynikowego tancucha.

@ Wstaw biezacy element na stos.

o Jedli biezacy element jest lewym nawiasem, wstaw go na stos.
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izekezaicn elezennlOl
Algorytm zamiany zapisu wyrazenia na ONP (2)

Dla kazdego elementu wyrazenia w notacji infiksowej (2)

o Jesli biezacy element jest prawym nawiasem, to:
© Zdejmij symbol ze stosu.
@ Powtarzaj, dopdki zdjety ze stosu symbol nie jest lewym nawiasem:
o Wstaw zdjety ze stosu symbol i znak przerwy na koniec wynikowego
fancucha.
@ Zdejmij symbol ze stosu.
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izekezaicn elezennlOl
Algorytm zamiany zapisu wyrazenia na ONP (2)

Dla kazdego elementu wyrazenia w notacji infiksowej (2)

o Jesli biezacy element jest prawym nawiasem, to:
© Zdejmij symbol ze stosu.
@ Powtarzaj, dopdki zdjety ze stosu symbol nie jest lewym nawiasem:
o Wstaw zdjety ze stosu symbol i znak przerwy na koniec wynikowego
fancucha.
@ Zdejmij symbol ze stosu.

Powtarzaj, az stos bedzie pusty
@ Zdejmij symbol ze stosu.

o Wstaw symbol zdjety ze stosu oraz znak przerwy na koniec
wynikowego fancucha.
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Algorytm zamiany zapisu wyrazenia na ONP (2)

Dla kazdego elementu wyrazenia w notacji infiksowej (2)

o Jesli biezacy element jest prawym nawiasem, to:
© Zdejmij symbol ze stosu.
@ Powtarzaj, dopdki zdjety ze stosu symbol nie jest lewym nawiasem:

o Wstaw zdjety ze stosu symbol i znak przerwy na koniec wynikowego
fancucha.

@ Zdejmij symbol ze stosu.

Powtarzaj, az stos bedzie pusty
@ Zdejmij symbol ze stosu.

o Wstaw symbol zdjety ze stosu oraz znak przerwy na koniec
wynikowego fancucha.

Usun ostatni znak (znak przerwy) z wynikowego fancucha J
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izekezaicn elezennlOl
Zamiana zapisu wyrazenia na ONP — przyktad |

Przebieg obliczen dla wyrazenia ((2+3)*5) — 1

Krok | Na stosie Wynik
1o
2 | ( (
30 ( 2
4 | ( ( +]2
5 ( ( +123
6 | ( 23 +
7 ( 23 +
8 | ( 2345
9 23+ 5+«
10 23+ 5 %
11 | - 23 +5=x1
12 23 +5x*1—
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Modyfikacja zwigzana z priorytetami operatoréw

Jezeli operatory maja rézne priorytety, powyzszy algorytm moze nie da¢

prawidtowego wyniku dla wyrazenia bez nawiaséw, wiec trzeba go troche
zmienié.
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Modyfikacja zwigzana z priorytetami operatoréw

Jezeli operatory maja rézne priorytety, powyzszy algorytm moze nie da¢
prawidtowego wyniku dla wyrazenia bez nawiaséw, wiec trzeba go troche
zmienié.

Dla kazdego elementu wyrazenia w notacji infiksowej (z nawiasami)

o Jesli biezacy element jest liczbg, wstaw go oraz znak przerwy na
koniec wynikowego fancucha.
o Jedli biezacy element jest operatorem, to:

© Powtarzaj, az na wierzchotku stosu nie bedzie operatora o wyzszym
priorytecie:
@ Zdejmij operator ze stosu.

o Wstaw zdjety ze stosu operator oraz znak przerwy na koniec
wynikowego fancucha.

© Wstaw biezacy element na stos.
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izekezaicn elezennlOl
Zamiana zapisu wyrazenia na ONP — przyktad Il

Przebieg obliczen dla wyrazenia (2 3+ 5)/2

Krok | Na stosie Wynik
Lo
3¢ 2
4 ( * 2
5 ( * 23
6 | ( + |23
7 ( + 23x%5
8 23 x5 4+
9 |/ 23 %5 +
10 |/ 23%5 + 2
11 23%542/
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izekezaicn elezennlOl
Funkcja zamieniajaca zapis wyrazenia na ONP

string infix_postfix(string& wyr)
{
stack<char> stos;
istringstream input(wyr);
string s, postfix("");

while (input >> s) {
istringstream is(s);
double r;

if(is > 1) {
postfix += s + 7 7
continue;
¥
char ¢ = s[0];
if (jest_operatorem(c)) {
while (!stos.empty()) {
char znak = stos.top();
if (!jest_operatorem(znak))
break;
if (!jest_silniejszy(znak, c))
break;
postfix += znak;
postfix += 7 7;
stos.pop();
¥
stos.push(c);

Rafat

} else if (c == () {
stos.push(c);

} else if (c == ’)’) {
char znak = stos.top();
stos.pop();
while (znak != *(’) {

postfix += znak;
postfix += * 73
znak = stos.top();
stos.pop(Q);
s
s

}

while (!stos.empty()) {
postfix += stos.top();
stos.pop();
postfix += s

}

if (postfix.length() > 0)
postfix.erase(postfix.length() - 1);

return postfix;

Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czes¢ IV 22 maja 2012
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izekezaicn elezennlOl
Odczytywanie wyrazenia znak po znaku

Funkcja infix_postfix() przedstawiona wczesniej jest zaprojektowana z
zatozeniem, ze poszczegblne elementy wyrazenia (tzn. liczby, operatory,
nawiasy) beda rozdzielone znakami przerwy.
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Odczytywanie wyrazenia znak po znaku

Funkcja infix_postfix() przedstawiona wczesniej jest zaprojektowana z
zatozeniem, ze poszczegblne elementy wyrazenia (tzn. liczby, operatory,
nawiasy) beda rozdzielone znakami przerwy.

W celu unikniecia tego zatozenia ,produkcyjna” wersja funkcji
infix_postfix() musi odczytywal wejéciowe wyrazenie znak po znaku.

v
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izekezaicn elezennlOl
Odczytywanie wyrazenia znak po znaku

Funkcja infix_postfix() przedstawiona wczesniej jest zaprojektowana z
zatozeniem, ze poszczegblne elementy wyrazenia (tzn. liczby, operatory,
nawiasy) beda rozdzielone znakami przerwy.

W celu unikniecia tego zatozenia ,produkcyjna” wersja funkcji
infix_postfix() musi odczytywal wejéciowe wyrazenie znak po znaku.

v

Niestety powoduje to komplikacje polegajaca na tym, ze znak -’ moze
by¢ interpretowany jako:

@ operator dwuargumentowy,
@ cze$¢ zapisu liczby ujemnej,

@ zmiana znaku podwyrazenia w nawiasie,

ktéra trzeba uwzglednié.

v
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izekezaicn elezennlOl
Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — odejmowanie

W tym celu mozna wykorzystaé obserwacje, ze znak ’-’ oznacza operator
dwuargumentowy w dwéch przypadkach:

© Jezeli znajduje sie w wyrazeniu bezposrednio za nawiasem
zamykajacym (prawym).
@ Jezeli znajduje sie w wyrazeniu bezposrednio za liczba.
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — odejmowanie

W tym celu mozna wykorzystaé obserwacje, ze znak ’-’ oznacza operator
dwuargumentowy w dwéch przypadkach:

© Jezeli znajduje sie w wyrazeniu bezposrednio za nawiasem
zamykajacym (prawym).

@ Jezeli znajduje sie w wyrazeniu bezposrednio za liczba.

Wystarczy zatem wprowadzi¢ zmienng, ktéra bedzie otrzymywaé warto$é
false po odczytaniu z wyrazenia wejsSciowego liczby lub prawego nawiasu
oraz wartos¢ true po odczytaniu jakiegokolwiek innego symbolu.
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Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — odejmowanie

W tym celu mozna wykorzystaé obserwacje, ze znak ’-’ oznacza operator
dwuargumentowy w dwéch przypadkach:

© Jezeli znajduje sie w wyrazeniu bezposrednio za nawiasem
zamykajacym (prawym).
@ Jezeli znajduje sie w wyrazeniu bezposrednio za liczba.

Wystarczy zatem wprowadzi¢ zmienng, ktéra bedzie otrzymywaé warto$é
false po odczytaniu z wyrazenia wejsSciowego liczby lub prawego nawiasu
oraz wartos¢ true po odczytaniu jakiegokolwiek innego symbolu.

Witedy, jezeli ta zmienna ma warto$¢ false i z wyrazenia zostanie
odczytany znak ’-’, to ten znak nalezy traktowaé jako operator
dwuargumentowy (tzn. odejmowanie).
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izekezaicn elezennlOl
Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — zmiana znaku

W przypadkach, w ktérych znak ’>-’ nie reprezentuje operatora
argumentowego, powinien on by¢ interpretowany jako:

@ cze$¢ zapisu liczby ujemnej,

@ zmiana znaku podwyrazenia w nawiasie.
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — zmiana znaku

W przypadkach, w ktérych znak ’>-’ nie reprezentuje operatora
argumentowego, powinien on by¢ interpretowany jako:
@ cze$¢ zapisu liczby ujemnej,

@ zmiana znaku podwyrazenia w nawiasie.

Drugi przypadek ma miejsce wtedy, gdy pierwszy (nie bedacy przerwa)
znak za znakiem ’-’ jest nawiasem otwierajagcym (lewym).
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izekezaicn elezennlOl
Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — zmiana znaku

W przypadkach, w ktérych znak ’>-’ nie reprezentuje operatora
argumentowego, powinien on by¢ interpretowany jako:

@ cze$¢ zapisu liczby ujemnej,

@ zmiana znaku podwyrazenia w nawiasie.

Drugi przypadek ma miejsce wtedy, gdy pierwszy (nie bedacy przerwa)
znak za znakiem ’-’ jest nawiasem otwierajagcym (lewym).

W takim przypadku w wyrazeniu wynikowym (w ONP) powinien by¢
zapisany symbol reprezentujacy zmiane znaku ostatnio obliczonego
wyrazenia (np. ~).
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izekezaicn elezennlOl
Odczytywanie wyrazenia znak po znaku — zmiana znaku

W przypadkach, w ktérych znak ’>-’ nie reprezentuje operatora
argumentowego, powinien on by¢ interpretowany jako:

@ cze$¢ zapisu liczby ujemnej,

@ zmiana znaku podwyrazenia w nawiasie.

Drugi przypadek ma miejsce wtedy, gdy pierwszy (nie bedacy przerwa)
znak za znakiem ’-’ jest nawiasem otwierajagcym (lewym).

W takim przypadku w wyrazeniu wynikowym (w ONP) powinien by¢
zapisany symbol reprezentujacy zmiane znaku ostatnio obliczonego
wyrazenia (np. ~).

Np. dla wyrazenia —(2 4 3) odpowiednikiem w ONP moze by¢ 2 3 + ~ J
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izekezaicn elezennlOl
Przetwarzanie wyrazenia znak po znaku — liczby

Odczytujac wejsciowe wyrazenie znak po znaku nalezy odpowiednio
uwzgledniac liczby. J
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Przetwarzanie wyrazenia znak po znaku — liczby

Odczytujac wejsciowe wyrazenie znak po znaku nalezy odpowiednio
uwzgledniac liczby.

W tym celu mozna zastosowaé nastepujacy algorytm:
@ Przypusémy, ze znalezliémy znak (by¢é moze) bedacy poczatkiem
liczby.
@ Znajdujemy najblizszy znak przerwy lub nawias zamykajacy za nim.
© Prébujemy odczytaé liczbe z wycinka tancucha wejsciowego miedzy
tymi dwoma znakami.

© Jezeli operacja zakonczy sie powodzeniem, kopiujemy ten wycinek w
catosci (z ,doklejonym” znakiem przerwy) do wynikowego tafiicucha.

© Przechodzimy do pierwszego znaku potozonego za tym wycinkiem.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé IV 22 maja 2012 74 )77



izekezaicn elezennlOl
Zamiana zapisu wyrazen na ONP i standardowe funkcje

Woygodnie jest uwzgledniaé standardowe funkcje (np. sin(x), cos(x))
wystepujace w wyrazeniach przy zamianie zapisu tych wyrazen na ONP.
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Przetwarzanie wyrazen arytmetycznych Przeksztatcanie wyrazen na ONP

Zamiana zapisu wyrazen na ONP i standardowe funkcje

Woygodnie jest uwzgledniaé standardowe funkcje (np. sin(x), cos(x))
wystepujace w wyrazeniach przy zamianie zapisu tych wyrazen na ONP.

v

W tym celu mozna wykorzystaé¢ obserwacje, ze w kazdym przypadku zapis
funkcji standardowej sktada sie z nazwy (1 lub wiecej znakéw
alfanumerycznych), bezposrednio po ktérej znajduje sie nawias otwierajacy
(lewy).
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Zamiana zapisu wyrazen na ONP i standardowe funkcje

Woygodnie jest uwzgledniaé standardowe funkcje (np. sin(x), cos(x))
wystepujace w wyrazeniach przy zamianie zapisu tych wyrazen na ONP.

v

W tym celu mozna wykorzystaé¢ obserwacje, ze w kazdym przypadku zapis
funkcji standardowej sktada sie z nazwy (1 lub wiecej znakéw
alfanumerycznych), bezposrednio po ktérej znajduje sie nawias otwierajacy
(lewy).

W zwiagzku z tym standardowa funkcje mozna traktowaé podobnie, jak
nawias otwierajacy poprzedzony znakiem ’-’, oznaczajacym zmiane znaku
wyrazenia, lecz zamiast symbolu reprezentujacego zmiane znaku w
wynikowym tancuchu powinien byé zapisywany symbol reprezentujacy
dana funkcje (np. s dla sin(x) lub ¢ dla cos(x)).
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Obliczanie wartosci funkcji z uzyciem ONP
t aczenie zamiany zapisu wyrazen na ONP i obliczania ich

Procedure zamiany wyrazenia w zapisie infiksowym na ONP (zapis
postfiksowy) mozna potaczy¢ z procedurg obliczania wyrazen w zapisie
postfiksowym.
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Obliczanie wartosci funkcji z uzyciem ONP
t aczenie zamiany zapisu wyrazen na ONP i obliczania ich

Procedure zamiany wyrazenia w zapisie infiksowym na ONP (zapis
postfiksowy) mozna potaczy¢ z procedurg obliczania wyrazen w zapisie
postfiksowym.

Witedy tahcuch wynikowy pochodzacy z pierwszej procedury staje sie
tancuchem wejsciowym dla drugiej procedury.
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Obliczanie wartosci funkcji z uzyciem ONP
Y 3czenie zamiany zapisu wyrazen na ONP i obliczania ich

Procedure zamiany wyrazenia w zapisie infiksowym na ONP (zapis
postfiksowy) mozna potaczy¢ z procedurg obliczania wyrazen w zapisie
postfiksowym.

Witedy tahcuch wynikowy pochodzacy z pierwszej procedury staje sie
tancuchem wejsciowym dla drugiej procedury.

Oczywiscie jedli pierwsza procedura uwzglednia zamiane znaku wyrazen
oraz funkcje standardowe, to druga procedura musi rozpoznawaé
oznaczajace je symbole ,wyprodukowane” przez pierwsza procedure.
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Obliczanie wartosci funkgji z uzyciem ONP
Y 3czenie zamiany zapisu wyrazen na ONP i obliczania ich

Procedure zamiany wyrazenia w zapisie infiksowym na ONP (zapis
postfiksowy) mozna potaczy¢ z procedurg obliczania wyrazen w zapisie
postfiksowym.

Witedy tahcuch wynikowy pochodzacy z pierwszej procedury staje sie
tancuchem wejsciowym dla drugiej procedury.

Oczywiscie jedli pierwsza procedura uwzglednia zamiane znaku wyrazen
oraz funkcje standardowe, to druga procedura musi rozpoznawaé
oznaczajace je symbole ,wyprodukowane” przez pierwsza procedure.

Dodatkowo, na potrzeby obliczania wartosci funkcji dla réznych wartosci
zmiennej niezaleznej, nalezy uwzgledni¢ zapis zmiennej niezaleznej w

wyrazeniu wejsciowym i w ONP.

v
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