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Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Réwnania ruchu

W fizyce czesto potrzebujemy przewidzie¢ zachowanie sie jakiegos J
uktadu.

W tym celu wyznaczamy zmiany jego konfiguracji w czasie przy
zadanym stanie poczatkowym. J

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Réwnania ruchu

W fizyce czesto potrzebujemy przewidzie¢ zachowanie sie jakiego$
uktadu.

W tym celu wyznaczamy zmiany jego konfiguracji w czasie przy
zadanym stanie poczatkowym.

Stuza nam do tego réwnania rézniczkowe, takie jak réwnanie

Newtona:
%q(t) =f (;th(t),q(t), t> (1)

gdzie q(t) oznacza konfiguracje uktadu w chwili czasu t, a funkcja
f reprezentuje sity dziatajace w uktadzie (z uwzglednieniem mas
skfadnikéw uktadu).

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Sprowadzanie do réwnania | rzedu

Woprawdzie réwnanie (1) jest Il rzedu, ale mozna sprowadzi¢ je do
postaci réwnania | rzedu.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Sprowadzanie do réwnania | rzedu

Woprawdzie réwnanie (1) jest Il rzedu, ale mozna sprowadzi¢ je do
postaci rownania | rzedu.

W tym celu wprowadzmy oznaczenia:

W) = Sa)
(

t) = la(t);v(t)]
gu(t),t) = [v(t);f(v(t), a(t), t)]

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Sprowadzanie do réwnania | rzedu

Woprawdzie réwnanie (1) jest Il rzedu, ale mozna sprowadzi¢ je do
postaci rownania | rzedu.

W tym celu wprowadzmy oznaczenia:

) = Za(t)

(
u(t) = [a(t);v(t)]
gu(t),t) = [v(t);f(v(t), a(t), t)]

Whtedy nastepujace réwnanie jest réwnowazne réwnaniu (1).

u(t) = g(u(t). 0 @)

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ $cisle rozwiazane analitycznie tylko w
(bardzo) ograniczonej liczbie przypadkéw.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ $cisle rozwiazane analitycznie tylko w
(bardzo) ograniczonej liczbie przypadkéw.

Na szczescie zwykle nie potrzebujemy go Scisle rozwigzywaé. Nie
musimy nawet zna¢ rozwiazania dla kazdej chwili czasu t.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ $cisle rozwiazane analitycznie tylko w
(bardzo) ograniczonej liczbie przypadkéw.

Na szczescie zwykle nie potrzebujemy go Scisle rozwigzywaé. Nie
musimy nawet zna¢ rozwiazania dla kazdej chwili czasu t.

Zazwyczaj wystarczy wyznaczy¢ w przyblizeniu konfiguracje uktadu
w pewnej liczbie chwil czasu ty, t1, to, ..., t, takich, ze
tiv1 = ti + At, jesli tylko odstep czasu At jest rozsadnie maty.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Przyblizenie rozwigzania

Réwnanie (2) moze by¢ $cisle rozwiazane analitycznie tylko w
(bardzo) ograniczonej liczbie przypadkéw.

Na szczescie zwykle nie potrzebujemy go Scisle rozwigzywaé. Nie
musimy nawet zna¢ rozwiazania dla kazdej chwili czasu t.

Zazwyczaj wystarczy wyznaczy¢ w przyblizeniu konfiguracje uktadu
w pewnej liczbie chwil czasu ty, t1, to, ..., t, takich, ze
tiv1 = ti + At, jesli tylko odstep czasu At jest rozsadnie maty.

Wystarczy zatem wyznaczy¢ ciag wektoréw u; takich, ze dla
kazdego i zachodzi |lu(t;) — u;|| < €, gdzie epsilon jest zadanym
limitem odchylenia obliczonego wektora od , prawdziwe;j"
konfiguracji uktadu w danej chwili czasu.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV



Zauwazmy, ze

u(t,-+1) - U(ti) = /tti+1 g(u(T)’ T)dT
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Metoda Eulera

Zauwazmy, ze

(i) —u(e) = [ g(u(r),m)dr ©)

Jezeli u(t) jest funkcja o wartosciach rzeczywistych, to w
pierwszym przyblizeniu mozna oszacowac¢ catke po prawej stronie
réwnania (3) przez pole powierzchni prostokata o wysokosci
g(u(t), t;) i dtugosci podstawy At.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Metoda Eulera

Zauwazmy, ze

(i) —u(e) = [ g(u(r),m)dr ©)

Jezeli u(t) jest funkcja o wartosciach rzeczywistych, to w
pierwszym przyblizeniu mozna oszacowac¢ catke po prawej stronie
réwnania (3) przez pole powierzchni prostokata o wysokosci
g(u(t), t;) i dtugosci podstawy At.

Stad w ogdlnosci otrzymujemy algorytm
uip1 = u; +g(u;, t;)At

zwany metoda Eulera.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Wady metody Eulera

W kazdym kroku metody Eulera odstepstwo od , prawdziwe;j”
wartoéci u(t;) moze by¢ rzedu (At)?:
u(tiz1) = u(t)+ At du + O ((At)2)
I+ I dt :

— u(t) + g(u(t). 1)t + O ((Af)

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Wady metody Eulera

W kazdym kroku metody Eulera odstepstwo od , prawdziwe;j”
wartoéci u(t;) moze by¢ rzedu (At)?:
u(tivl) = u(t)+ At o ((At)2)
I+ I dt :

— u(t) + g(u(t). 1)t + O ((Af)

Ponadto w ogdlnosci jest ona niestabilna, czyli catkowite
odstepstwo u; od u(t;) moze stopniowo narasta¢ wraz z liczba
wykonanych krokéw.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Wady metody Eulera

W kazdym kroku metody Eulera odstepstwo od , prawdziwe;j”
wartoéci u(t;) moze by¢ rzedu (At)?:
u(tivl) = u(t)+ At o ((At)2)
I+ I dt :

— u(t) + g(u(t). 1)t + O ((Af)

Ponadto w ogdlnosci jest ona niestabilna, czyli catkowite
odstepstwo u; od u(t;) moze stopniowo narasta¢ wraz z liczba
wykonanych krokéw.

W celu otrzymania bardziej praktycznej metody mozna sprébowaé
uzy¢ lepszego przyblizenia catki po prawej stronie réwnania (3).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Poprawianie metody Eulera

Wysokos¢ prostokata, ktérego pola powierzchni uzywamy do
oszacowania catki w réwnaniu (3), mozna wyznaczy¢ wykorzystujac
przyblizong wartos¢ funkcji g(u(t), t) w punkcie t; + At/2.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV



Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Poprawianie metody Eulera

Wysokos¢ prostokata, ktérego pola powierzchni uzywamy do
oszacowania catki w réwnaniu (3), mozna wyznaczy¢ wykorzystujac
przyblizong wartos¢ funkcji g(u(t), t) w punkcie t; + At/2.

v

Wezmy:
ki = g(ui,t)
ko = g(ui+ akiAt, t; + SAL)
U1 = u; +wikiAt+wko At

i wybierzmy state a, (3, w1, wp tak, aby réznica miedzy u;;; oraz
u(ti;1) byta rzedu (At)3 (przy zatozeniu, ze u; = u(t;)).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Poprawianie metody Eulera c. d.

Z rozwiniecia u(t) w szereg Taylora w otoczniu t; mamy:

2
(i) = ulo) + glu(eae 8| 40
3g (At)?
 Bul, g(u(t), i) ((At)?)

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Poprawianie metody Eulera c. d.

Z rozwiniecia u(t) w szereg Taylora w otoczniu t; mamy:

2
u(tier) = u(e) +glu(e). £)ac + 35 (5D
+ 28 gu(e), ) B 1 oar)

Rozwijajac ko w szereg Taylora w otoczeniu t; dostajemy:

g
Uyg = u,-+g(u,-,t,-)(w1 —|—u)2)Ai‘—|— 87 ﬁwz(At)
og o, 2
+ % g(ul7tl)aw2(At) + O((At) )
ti

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Metoda punktu Srodkowego (ang. midpoint method)

Oczekiwany efekt uzyskamy wybierajac w; =1 —w», fwr =1/2
oraz awp = 1/2. J

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Metoda punktu Srodkowego (ang. midpoint method)

Oczekiwany efekt uzyskamy wybierajac w; =1 —w», fwr =1/2
oraz awp = 1/2.

W szczegblnoéci mozemy wzigé w; =0, wp =1, a = 1/2 oraz
B =1/2 i wtedy otrzymujemy algorytm:

ki = g(u;,t;)
A A
ko = g(u;+tk1,t,-+t> At
2 2
uir1 = u;+ koAt

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Metoda punktu srodkowego (ang. midpoint method)

Oczekiwany efekt uzyskamy wybierajac w; =1 —w», fwr =1/2
oraz awp = 1/2.

W szczegblnoéci mozemy wzigé w; =0, wp =1, a = 1/2 oraz
B =1/2 i wtedy otrzymujemy algorytm:

ki = g(uj,t)
A A
ky — g(u,-+tk1,t,-+t> At
2 2
uir1 = u;+ koAt

Nie musimy jednak poprzestawaé na wykorzystywaniu dwéch
posrednich wartosci g(u(t), t).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Wyprowadzenie metody Rungego-Kutty

Uzyjmy czterech posrednich wartosci g(u(t), t):

Ujti1

= g(ui, tj)

= g(u + arki At, t; + ,BlAt)
= g(u; + agkoAt, t; + GaAt)
= g( 7 a3k3At i = ,33At)

= u;+ Atijkj
=1

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Wyprowadzenie metody Rungego-Kutty

Uzyjmy czterech posrednich wartosci g(u(t), t):

uj, t;)
ky = g(u; + arkiAt, t; —f—,BlAt)

ki = g
(

ks = g(u + anko At, t,+,82At)
(uj

ke, = g(u+ a3k3At ti + ,83At)
Uii = u;+ Atzwjkj
=1

Postepujac analogicznie do poprzedniego przypadku mozemy

otrzyma¢ zgodnos$¢ prawej strony réwnania (4) z rozwinieciem
Taylora u(t) w otoczeniu t; z doktadnoscia do wyrazéw rzedu
(At)* przy zatozeniu, ze u; = u(t;).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu)

W tym celu trzeba wybraé a; = 51 = ap = 5 = 1/2,
az3=03=1 w1 =ws=1/6 oraz wy = w3 =1/3.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu)

W tym celu trzeba wybraé a; = 51 = ap = 5 = 1/2,
az3=3=1w; =ws=1/60razwy, = w3 =1/3.

Woéwczas otrzymujemy algorytm:

ki = g(uj,t)
At At
ko = g(u,-+2 k1,ti+2>
At At
ks = i+ ko, ti + ——
3 g(u T 5 o, tj + 2)

ka = g(u; +ksAt,t; + At)
k k k k
Uiyl = ui+At(61+32+33+64>

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu) c. d.

W metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu réznica miedzy u;
oraz u(t;) w pojedynczym kroku jest rzedu (At)S.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu) c. d.

W metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu réznica miedzy u;
oraz u(t;) w pojedynczym kroku jest rzedu (At)S.

Ponadto metoda jest stabilna, czyli catkowite odstepstwo u; od
»prawdziwych" wartosci u(t;) jest ograniczone. Inaczej méwiac
istnieje dodatnia liczba € taka, ze dla kazdego i zachodzi

Hu,- = u(t,')H < €.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Metoda Rungego-Kutty (czwartego rzedu) c. d.

W metodzie Rungego-Kutty czwartego rzedu réznica miedzy u;
oraz u(t;) w pojedynczym kroku jest rzedu (At)S.

Ponadto metoda jest stabilna, czyli catkowite odstepstwo u; od
»prawdziwych" wartosci u(t;) jest ograniczone. Inaczej méwiac
istnieje dodatnia liczba € taka, ze dla kazdego i zachodzi

Hu,- = u(t,')H < €.

Wartos¢ e zalezy jednak od funkcji g(u(t), t) po prawej stronie
réwnania rézniczkowego.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Zatozenia programu realizujacego algorytm

Aby zapisa¢ algorytm Rungego-Kutty w postaci programu
zauwazmy, ze do przeprowadzenia obliczen dla jednego kroku
metody potrzebny jest wektor reprezentujacy wartos$¢ u; oraz
wektory, w ktérych bedzie mozna zapisa¢ ki, ko, k3 i kg.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Zatozenia programu realizujacego algorytm

Aby zapisa¢ algorytm Rungego-Kutty w postaci programu
zauwazmy, ze do przeprowadzenia obliczen dla jednego kroku
metody potrzebny jest wektor reprezentujacy wartos$¢ u; oraz
wektory, w ktérych bedzie mozna zapisa¢ ki, ko, k3 i kg.

Wynik obliczen, czyli u;y1, mozna zapisa¢ w tym samym miejscu,
w ktérym przechowywana byta wartos¢ u; z poprzedniego kroku.
Ponadto wektory stuzgce do przechowywania k; mogg by¢
wykorzystane w nastepnym kroku (rezerwowanie ich przed
wykonaniem kazdego kroku i zwalnianie po jego wykonaniu nie
bytoby efektywne).

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Zatozenia programu realizujacego algorytm

Aby zapisa¢ algorytm Rungego-Kutty w postaci programu
zauwazmy, ze do przeprowadzenia obliczen dla jednego kroku
metody potrzebny jest wektor reprezentujacy wartos$¢ u; oraz
wektory, w ktérych bedzie mozna zapisa¢ ki, ko, k3 i kg.

Wynik obliczen, czyli u;y1, mozna zapisa¢ w tym samym miejscu,
w ktérym przechowywana byta wartos¢ u; z poprzedniego kroku.
Ponadto wektory stuzgce do przechowywania k; mogg by¢
wykorzystane w nastepnym kroku (rezerwowanie ich przed
wykonaniem kazdego kroku i zwalnianie po jego wykonaniu nie
bytoby efektywne).

Dlatego wygodnie jest tak skonstruowaé program, aby te wektory
byty polami pewnego obiektu.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Zatozenia programu realizujacego algorytm c. d.

Ufatwia to takze wyznaczanie przyblizenia rozwiazania dla wielu
réwnan jednoczesnie (mozna zdefiniowaé odpowiedni obiekt dla
kazdego réwnania).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Zatozenia programu realizujacego algorytm c. d.

Ufatwia to takze wyznaczanie przyblizenia rozwiazania dla wielu
réwnan jednoczesnie (mozna zdefiniowaé odpowiedni obiekt dla
kazdego réwnania).

Obiekt, ktérego bedziemy uzywac do obliczen, bedzie zawsze
przeprowadzat podobne operacje, niezaleznie od tego jaka funkcja
g(u(t), t) znajduje sie po prawej stronie rownania (zawsze trzeba
bedzie wyznaczy¢ k; na podstawie odpowiednich wzoréw i obliczy¢
ich sume).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Zatozenia programu realizujacego algorytm c. d.

Ufatwia to takze wyznaczanie przyblizenia rozwiazania dla wielu
réwnan jednoczesnie (mozna zdefiniowaé odpowiedni obiekt dla
kazdego réwnania).

Obiekt, ktérego bedziemy uzywac do obliczen, bedzie zawsze
przeprowadzat podobne operacje, niezaleznie od tego jaka funkcja
g(u(t), t) znajduje sie po prawej stronie rownania (zawsze trzeba
bedzie wyznaczy¢ k; na podstawie odpowiednich wzoréw i obliczy¢
ich sume).

W zwiazku z tym wygodnie jest tak zdefiniowaé klase dla tego
obiektu, aby funkcja g(u(t), t) byta przekazywana do obiektu
poprzez konstruktor.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Wskazniki do funkcji — deklaracja

Wskaznik do funkcji (ang. function pointer)

Jest to zmienna, w ktorej zapisuje sie adres funkgji. Dla tego
rodzaju wskaznikéw typ danych wskazywanego obiektu okresla:

@ jaki jest typ danych dla wyniku zwracanego przez funkcje,
@ jakie sa typy danych argumentéw tej funkcji oraz ich liczba.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Wskazniki do funkcji — deklaracja

Wskaznik do funkcji (ang. function pointer)

Jest to zmienna, w ktorej zapisuje sie adres funkgji. Dla tego
rodzaju wskaznikéw typ danych wskazywanego obiektu okresla:

@ jaki jest typ danych dla wyniku zwracanego przez funkcje,
@ jakie sa typy danych argumentéw tej funkcji oraz ich liczba.

Wskaznik do funkcji zwracajacej wynik typu double o dwéch
argumentach — jednym typu double i drugim typu int — deklaruje
sie w nastepujacy sposob:

double (*funkcja)(double, int);

Wtedy nazwa zmiennej dla tego wskaznika jest funkcja.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Wskazniki do funkcji — nadawanie wartosci

Majac nastepujacy wskaznik do funkgcji:

double (*fun)(double); // Argument i wynik typu double.

mozna przypisa¢ mu funkcje sin() z biblioteki standardowej:

fun = sin; // Po prawej stronie jest nazwa funkcji.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Wskazniki do funkcji — nadawanie wartosci

Majac nastepujacy wskaznik do funkgcji:

double (*fun) (double); // Argument i wynik typu double.

mozna przypisa¢ mu funkcje sin() z biblioteki standardowe;:

fun = sin; // Po prawej stronie jest nazwa funkcji.

Wtedy instrukcja

cout << fun(M_PI) << endl;

spowoduje wydrukowanie wartosci funkcji sin(M_PI).

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Klasa dla algorytmu Rungego-Kutty

Korzystajac ze wskaznika do funkcji mozna zdefiniowaé
uniwersalna klase dla algorytmu Rungego-Kutty.

class RungeKutta {

private:
double t; // biezacy czas
vector<double> u; // biezaca konfiguracja
vector<double> v2, v3, v4; // pomocnicze
double dt; // krok
int n; // liczba wspéirzednych

void (*G) (const vector<double>Z u, double t, vector<double>& out);
// G() reprezentuje prawa strone réwnania. Argument ’u’ jest

// biezaca konfiguracja ukladu, a wynik dziatania funkcji na ’u’
// jest zapisywany w wektorze ’out’.

public:
RungeKutta(const vector<double> u0, double t0, double d,
void (*fun) (const vector<double>&, double, vector<double>&));
double getT(void) const { return t; }
vector<double> getU(void) const { return u; }
void wykonaj_krok(void) ;

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Konstruktor dla klasy RungeKutta

RungeKutta: :RungeKutta(
const vector<double> u0, double tO, double d,
void (*fun) (const vector<double>&, double, vector<double>&))

{
n = u0.size();
u = ul; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);
v4.reserve(n);
t = t0;
dt = d;
G = fun;
¥

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Konstruktor dla klasy RungeKutta

RungeKutta: :RungeKutta(
const vector<double> u0, double tO, double d,
void (*fun) (const vector<double>&, double, vector<double>&))

n = u0.size();

u = u0; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);

v4.reserve(n);

t = t0;

dt = d;

G = fun;

Dla wektoréw v2, v3, v4 trzeba jawnie zadeklarowac liczbe
wspbdtrzednych (w przeciwnym razie w funkcji wykonaj_krok beda
wystepowaé btedy zwigzane z dostepem do pamieci).

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Konstruktor dla klasy RungeKutta

RungeKutta: :RungeKutta(
const vector<double> u0, double tO, double d,
void (*fun) (const vector<double>&, double, vector<double>&))

n = u0.size();

u = u0; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);

v4.reserve(n);

t = t0;

dt = d;

G = fun;

Dla wektoréw v2, v3, v4 trzeba jawnie zadeklarowac liczbe
wspbdtrzednych (w przeciwnym razie w funkcji wykonaj_krok beda
wystepowaé btedy zwigzane z dostepem do pamieci).

Obliczenia realizujace algorytm zawiera metoda wykonaj_krok(). |

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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void RungeKutta::wykonaj_krok(void)

{
const double jedna_trzecia = 1.0 / 3.0;
double dt_2 = 0.5 * dt;
int i;
v3 = u;
G(u, t, v2); // v2 zawiera wartosé ’ki’
for (i = 0; i < n; i++) {
v2[i] *= dt_2;
v4[i] = ulil + v2[il; // u + (h/2) * ’k1’
ul[i] += jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/6) * ’k1’
}
G(v4, t + dt_2, v2); // v2 zawiera wartosé¢ ’k2’
for (i = 0; i < n; i++) {
v2[i] *= dt;
v4[i]l = v3[i] + 0.5 * v2[il; // u + (h/2) * ’k2’
ul[i] += jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/3) * ’k2’
&
G(v4, t + dt_2, v2); // v2 zawiera wartosé ’k3’
for (i = 0; i < m; i++) {
v2[i] *= dt;
va[i] = v3[i] + v2[il; // u + ’k3’
ul[i] += jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/3) * ’k3’
3
t += dt;
G(v4, t, v2); // v2 zawiera wartoSé ’k4’
for (i = 0; i < n; i++)
uli] += dt_2 * jedna_trzecia * v2[il; // u += (h/6) * ’k4’
¥

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny

Zdefiniowana klase RungeKutta mozna wykorzysta¢ do
wyznaczenia (w przyblizeniu) ruchu oscylatora harmonicznego. W
tym celu trzeba przygotowaé funkcje, ktéra zostanie przekazana do
konstruktora obiektu.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny

Zdefiniowana klase RungeKutta mozna wykorzysta¢ do
wyznaczenia (w przyblizeniu) ruchu oscylatora harmonicznego. W
tym celu trzeba przygotowaé funkcje, ktéra zostanie przekazana do
konstruktora obiektu.

static void osc(const vector<double>& y, double x, vector<double>& out)

{
static const double K = 1.0;
out[0] = y[1]; // Pochodna potozenia.
out[1] = - K * y[0]; // Pochodna predkosci.
(void)x; // Zbedny parametr.

}

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Majac do dyspozycji klase RungeKutta oraz funkcje osc ()
zdefiniowane jak wyzej mozna przeprowadzi¢ obliczenia.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Majac do dyspozycji klase RungeKutta oraz funkcje osc ()
zdefiniowane jak wyzej mozna przeprowadzi¢ obliczenia.

vector<double> y;

// Warunek poczatkowy.
y.push_back(1.0); // potozenie
y.push_back(0.0); // predkosc

RungeKutta oscylator(y, 0, 0.01, osc);
for (int i = 0; i < KROKI; i++) {
double t = oscylator.getT();
y = oscylator.getU();
cout << t << "\t" << y[0] << "\t" << y[1] << endl;

oscylator.wykonaj_krok() ;

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Majac do dyspozycji klase RungeKutta oraz funkcje osc ()
zdefiniowane jak wyzej mozna przeprowadzi¢ obliczenia.

vector<double> y;

// Warunek poczatkowy.
y.push_back(1.0); // potozenie
y.push_back(0.0); // predkosc

RungeKutta oscylator(y, 0, 0.01, osc);
for (int i = 0; i < KROKI; i++) {
double t = oscylator.getT();
y = oscylator.getU();
cout << t << "\t" << y[0] << "\t" << y[1] << endl;

oscylator.wykonaj_krok() ;

Wynik zostanie zapisany na standardowe wyjscie w postaci trzech
kolumn liczb: czas, potozenie i predkosé oscylatora.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Abstrakcyjna klasa dla algorytmu Rungego-Kutty

Zamist postugiwac sie wskaznikiem do funkcji, mozna wykorzystac
mechanizm dziedziczenia. J

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Abstrakcyjna klasa dla algorytmu Rungego-Kutty

Zamist postugiwac sie wskaznikiem do funkcji, mozna wykorzystac
mechanizm dziedziczenia.

Zaczynamy od zaprojektowania abstrakcyjnej klasy. )

class RungeKutta {

private:
double t; // biezacy czas
vector<double> u; // biezaca konfiguracja
vector<double> v2, v3, v4; // pomocnicze
double dt; // krok
int n; // liczba wspéirzednych
protected:

virtual void G(const vector<double>& in, double t, vector<double>& out) = 0;

public:
RungeKutta(const vector<double> u0, double t0, double d);
double getT(void) comnst { return t; }
vector<double> getU(void) const { return u; }
void wykonaj_krok(void) ;

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Konstruktor i metoda wykonaj _krok()

Konstruktor dla klasy RungeKutta ma teraz mniej argumentéw. J

RungeKutta: :RungeKutta(const vector<double> u0, double tO, double d)
{
n = u0.size();
u = uo; // Poczatkowa konfiguracja.
v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.
v3.reserve(n);
v4.reserve(n) ;
t = t0;
dt = d;

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Konstruktor i metoda wykonaj _krok()

Konstruktor dla klasy RungeKutta ma teraz mniej argumentéw.

RungeKutta: :RungeKutta(const vector<double> u0, double tO, double d)
{

n = u0.size();

u = uo; // Poczatkowa konfiguracja.

v2.reserve(n); // Jawna deklaracja liczby wspéirzednych.

v3.reserve(n);

v4.reserve(n);

t = t0;

dt = d;

Metoda wykonaj_krok() pozostaje bez zmian w zapisie, cho¢
zamiast funkcji wskazywanej przez wskaznik wywotuje wirtualna
metode G().

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny — klasa pochodna

W celu zdefiniowania metody G() odpowiedniej dla naszych
obliczen trzeba stworzy¢ klase pochodna od klasy RungeKutta.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny — klasa pochodna

W celu zdefiniowania metody G() odpowiedniej dla naszych
obliczen trzeba stworzy¢ klase pochodna od klasy RungeKutta.

#include "rk.h"

class Oscylator : public RungeKutta {
protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out);

public:
Oscylator(const vector<double> u0, double tO, double d) :
RungeKutta(u0, t0, d) {}
};

void Oscylator::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)
{
static const double K = 1.0;

out[0] = y[1]; // pochodna potozenia
out[1] = - K * y[0]; // pochodna predkosci
(void)x;

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny — obliczenia

Obliczenia przeprowadzamy podobnie, jak w poprzednim
przypadku, tylko teraz postugujemy sie obiektem klasy Oscylator.

vector<double> y(1.0, 0.0);

// Warunek poczatkowy
y.push_back(1.0); // potozenie
y.push_back(0.0); // predkosc

Oscylator oscylator(y, 0, 0.01);
for (int i = 0; i < KROKI; i++) {
y = oscylator.getUQ);
cout << oscylator.getT() << "\t"
<< y[0] << "\t" << y[1] << endl;

oscylator.wykonaj_krok() ;

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny z tarciem

Dla innego modelu (np. oscylatora z tarciem) tworzymy inna klase
pochodna od klasy RungeKutta.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyktad: oscylator harmoniczny z tarciem

Dla innego modelu (np. oscylatora z tarciem) tworzymy inna klase
pochodna od klasy RungeKutta.

#include "rk.h"

class OscylatorTarcie : public RungeKutta {
protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out) ;

public:
OscylatorTarcie(const vector<double> u0, double tO, double d) :
RungeKutta(u0, t0, d) {}
};

void OscylatorTarcie::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)

{

static const double K = 1.0;

static const double f = 0.3;

out[0] = y[1]; // pochodna potozenia
out[1] = - K * y[0] - £ * y[1]; // pochodna predkosci
(void)x;

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyktad: hustawka

Sprébujmy obliczy¢ jaka powinna by¢ predkos¢ poczatkowa
(sztywnej) hustawki o dtugosci /, na ktérej umieScimy ciezar o
masie m, aby osiagneta ona wychylenie 90°.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Przyktad: hustawka

Sprébujmy obliczy¢ jaka powinna by¢ predkos¢ poczatkowa
(sztywnej) hustawki o dtugosci /, na ktérej umieScimy ciezar o
masie m, aby osiagneta ona wychylenie 90°.

Zadanie to mozna tatwo rozwigzaé korzystajac z zasady
zachowania energii jezeli nie uwzglednia sie tarcia. My jednak
uwzglednimy tarcie.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV



Symulacje ruchu obiektéw Numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu

Przyktad: hustawka

Sprébujmy obliczy¢ jaka powinna by¢ predkos¢ poczatkowa
(sztywnej) hustawki o dtugosci /, na ktérej umieScimy ciezar o
masie m, aby osiagneta ona wychylenie 90°.

Zadanie to mozna tatwo rozwigzaé korzystajac z zasady
zachowania energii jezeli nie uwzglednia sie tarcia. My jednak
uwzglednimy tarcie.

Ponadto nie bedziemy (bo nie mozemy) korzystaé z zatozenia, ze
wychylenie hustawki jest ,mate”.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Potozenie ciezaru na hustawce zawsze znajduje sie na okregu o
promieniu / i Srodku w punkcie zaczepienia hustawki.

J
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Opis ruchu

Potozenie ciezaru na hustawce zawsze znajduje sie na okregu o
promieniu / i Srodku w punkcie zaczepienia hustawki.

Kat wychylenia « zdefiniujemy jako kat miedzy ramionami
hustawki oraz ptaszczyzng jej stabilnej réwnowagi (,,pionem”).
Witedy odlegtos$¢ przebywana przez ciezar na hustawce w czasie At
jest réwna zmianie kata o w czasie At pomnozonej przez dtugosé

ramienia hustawki /.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Opis ruchu

Potozenie ciezaru na hustawce zawsze znajduje sie na okregu o
promieniu / i Srodku w punkcie zaczepienia hustawki.

Kat wychylenia « zdefiniujemy jako kat miedzy ramionami
hustawki oraz ptaszczyzng jej stabilnej réwnowagi (,,pionem”).
Witedy odlegtos$¢ przebywana przez ciezar na hustawce w czasie At
jest réwna zmianie kata o w czasie At pomnozonej przez dtugosé
ramienia hustawki /.

Na ciezar na hustawce dziata sifa ciezkosci, a wtasciwie jej
sktadowa styczna do toru ruchu ciezaru, dana wzorem:

Fg(a) = —mgsina

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Réwnanie ruchu

Ponadto na hustawke dziata tarcie. Bedziemy przyjmowaé, ze jest
ono proporcjonalne do masy ciezaru na hustawce i do jego
predkosci (liniowej), a wspdtczynnik proporcjonalnosci oznaczymy
przez f.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Réwnanie ruchu

Ponadto na hustawke dziata tarcie. Bedziemy przyjmowaé, ze jest
ono proporcjonalne do masy ciezaru na hustawce i do jego
predkosci (liniowej), a wspdtczynnik proporcjonalnosci oznaczymy
przez f.

Predkos$¢ liniowa ciezaru na hustawce jest réwna predkosci katowej
hustawki pomnozonej przez dtugos¢ jej ramienia, natomiast
predkos¢ katowa hustawki jest pochodna kata o wzgledem czasu.

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Réwnanie ruchu

Ponadto na hustawke dziata tarcie. Bedziemy przyjmowaé, ze jest
ono proporcjonalne do masy ciezaru na hustawce i do jego
predkosci (liniowej), a wspdtczynnik proporcjonalnosci oznaczymy
przez f.

Predkos$¢ liniowa ciezaru na hustawce jest réwna predkosci katowej
hustawki pomnozonej przez dtugos¢ jej ramienia, natomiast
predkos¢ katowa hustawki jest pochodna kata o wzgledem czasu.

4

Biorac pod uwage wszystkie powyzsze obserwacje oraz druga
zasade dynamiki, dostajemy nastepujace réwnanie ruchu na kat a:
d?’a g da

Rafat J. Wysocki Programowanie, cze$¢ IV
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Klasa pochodna od RungeKutta

Dla réwnania ruchu (5) mozna uzy¢ nastepujacej klasy pochodne;j
od RungeKutta:

class Pendulum : public RungeKutta {
private:
double K; // iloraz g / 1
double f; // wspéiczynnik tarcia

protected:
void G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out);

public:
Pendulum(const vector<double> u0, double tO, double d, double k, double r) :
RungeKutta(u0, t0, d), K(k), £(r) {}
};

void Pendulum::G(const vector <double> &y, double x, vector<double> &out)

{

out[0] = y[1]; // pochodna kata wyhylenia
out[1] = - K * sin(y[0]) - £ * y[1]; // pochodna predkosci katowej
(void)x;

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes$¢ IV
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Wyznaczanie ,krytycznej” predkosci poczatkowej

Klasa ta pozwala nam znalez¢ ruch wahadta dla ustalonej
predkosci poczatkowej, ale nie wiemy z géry, czy osiggnie ono
maksymalne wychylenie.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Wyznaczanie ,krytycznej” predkosci poczatkowej

Klasa ta pozwala nam znalez¢ ruch wahadta dla ustalonej
predkosci poczatkowej, ale nie wiemy z géry, czy osiggnie ono
maksymalne wychylenie.

Mozemy poszukaé , krytycznej” predkosci metoda bisekcji,

tzn. zgadnaé dwie predkosci poczatkowe takie, ze dla jednej z nich
maksymalne potozenie jest przekraczane, a dla drugiej nie jest
osiggane, a pdézniej sprawdzi¢ co dzieje sie dla wartosci ze srodka
przedziatu.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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Wyznaczanie ,krytycznej” predkosci poczatkowej

Klasa ta pozwala nam znalez¢ ruch wahadta dla ustalonej
predkosci poczatkowej, ale nie wiemy z géry, czy osiggnie ono
maksymalne wychylenie.

Mozemy poszukaé , krytycznej” predkosci metoda bisekcji,

tzn. zgadnaé dwie predkosci poczatkowe takie, ze dla jednej z nich
maksymalne potozenie jest przekraczane, a dla drugiej nie jest
osiggane, a pdézniej sprawdzi¢ co dzieje sie dla wartosci ze srodka
przedziatu.

Nastepnie jedna z ,,odgadnietych” wartosci zastepujemy ich Srednig

i powtarzamy. W ten sposéb dla kazdego kroku bedziemy mieli
dwukrotnie mniejszy przedziat do przeszukania.

Rafat J. Wysocki Programowanie, czes¢ IV
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