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Ay Gaus i Cansse-leikne
Algorytm eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze chcemy znalez¢ rozwiazanie réwnania postaci Ax = b,
gdzie A jest macierza (o jednakowej liczbie wierszy i kolumn), a b jest
wektorem o zadanych wspétrzednych.
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Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé V 24 maja 2011 2 / 60



Ay Gaus i Cansse-leikne
Algorytm eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze chcemy znalez¢ rozwiazanie réwnania postaci Ax = b,
gdzie A jest macierza (o jednakowej liczbie wierszy i kolumn), a b jest
wektorem o zadanych wspétrzednych.

W ogdlnosci mozna sprowadzi¢ to réwnanie do réwnania Ux =1/, gdzie U
jest macierza trojkatna.

Witedy rozwigzania oryginalnego réwnania mozna otrzymaé poprzez tak
zwane podstawienie wsteczne (ang. backward substitution).

Algorytm Gaussa okresla sposéb wyznaczenia macierzy U zwany eliminacja
do przodu (ang. forward elimination).
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu

Aby mozliwe byto przeprowadzenie obliczen t3 metoda, macierz A musi
spetnia¢ okreslone warunki. Zatézmy, ze s3 one spetnione.
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Eliminacja do przodu

Aby mozliwe byto przeprowadzenie obliczen t3 metoda, macierz A musi
spetnia¢ okreslone warunki. Zatézmy, ze s3 one spetnione.

W pierwszym kroku obliczamy macierz A dla ktérej:

@ Pierwszy wiersz jest identyczny z pierwszym wierszem macierzy A.

@ W kazdym z pozostatych wierszy pierwszy element macierzowy jest

zerem: A
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Eliminacja do przodu

Aby mozliwe byto przeprowadzenie obliczen t3 metoda, macierz A musi
spetnia¢ okreslone warunki. Zatézmy, ze s3 one spetnione.

W pierwszym kroku obliczamy macierz A dla ktérej:

@ Pierwszy wiersz jest identyczny z pierwszym wierszem macierzy A.

@ W kazdym z pozostatych wierszy pierwszy element macierzowy jest
zerem:

Jednoczeénie obliczamy wektor b(1) taki, ze b{") = by oraz (dla i > 1)
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu (c. d.)

Inaczej méwigc mnozymy réwnanie 1 w oryginalnym ukfadzie réwnanh przez
Ai1/A11 i odejmujemy wynik od réwnania i (powtarzajac dla wszystkich
i>1).
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Eliminacja do przodu (c. d.)

Inaczej méwigc mnozymy réwnanie 1 w oryginalnym ukfadzie réwnanh przez

Ai1/A11 i odejmujemy wynik od réwnania i (powtarzajac dla wszystkich
i>1).

W drugim kroku réwnania 1 i 2 pozostawiamy bez zmian, zas dla j > 2
réwnanie 2 mnozymy przez Ag)/Ag) i wynik odejmujemy od réwnania i.
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Inaczej méwigc mnozymy réwnanie 1 w oryginalnym ukfadzie réwnanh przez
Ai1/A11 i odejmujemy wynik od réwnania i (powtarzajac dla wszystkich
i>1).

W drugim kroku réwnania 1 i 2 pozostawiamy bez zmian, zas dla j > 2
réwnanie 2 mnozymy przez A,(-;)/Ag;) i wynik odejmujemy od réwnania i.

v

W ten sposéb otrzymujemy macierz macierz A dla ktorej:
© Pierwszy wiersz jest identyczny z pierwszym wierszem macierzy A.
@ Drugi wiersz jest identyczny z drugim wierszem macierzy A),

© W kazdym z pozostatych wierszy pierwszy i drugi element macierzowy
sg zerami.
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu (c. d.)

W rezultacie mamy (dla i > 2):

(1)
@ _ 20 _ AR @)
A = A (l)A

p@ _ p1) A Q)
1 1 A(l)
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja do przodu (c. d.)

W rezultacie mamy (dla i > 2):

(1)
@ _ 20 _ AR @)
A = A (l)A

p@ _ p1) A Q)
1 1 A(l)

Powtarzajac analogiczng procedure dla kolejnych kolumn macierzy po
lewej stronie réwnania w kroku k otrzymujemy macierz AK)| dla ktérej:

© Wiersze od 1 do k sa takie, jak w macierzy Alk=1)

© W kazdym z pozostatych wierszy elementy macierzowe A( ) dla j < k
sg zerami.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu (c. d.)

W trakcie wykonywania obliczeh elementy macierzowe macierzy A moga
by¢ zastepowane przez odpowiednie elementy macierzowe macierzy Alk)
otrzymywanych w kolejnych krokach obliczen (elementy macierzowe A z
wyjatkiem wiersza 1, nie s3 juz potrzebne po przeprowadzeniu kroku 1, za$
elementy macierzowe A 7 wyjatkiem wierszy 1 i 2, nie s potrzebne po
przeprowadzeniu kroku 2 itd.).
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Podobnie wspé6trzedne wektora b moga by¢ zastepowane przez
odpowiednie wspétrzedne wektoréw b(k) otrzymywanych w kolejnych
krokach obliczen.
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Eliminacja do przodu (c. d.)

W trakcie wykonywania obliczeh elementy macierzowe macierzy A moga
by¢ zastepowane przez odpowiednie elementy macierzowe macierzy Alk)
otrzymywanych w kolejnych krokach obliczen (elementy macierzowe A z
wyjatkiem wiersza 1, nie s3 juz potrzebne po przeprowadzeniu kroku 1, za$
elementy macierzowe A 7 wyjatkiem wierszy 1 i 2, nie s potrzebne po
przeprowadzeniu kroku 2 itd.).

Podobnie wspé6trzedne wektora b moga by¢ zastepowane przez
odpowiednie wspétrzedne wektoréw b(k) otrzymywanych w kolejnych
krokach obliczen.

Po przeprowadzeniu obliczen dla wszystkich kolumn macierzy po lewej
stronie réwnania otrzymujemy poszukiwang tréjkatna macierz U.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Eliminacja do przodu — kod

C e : : k
Jezeli miejsce przechowywania elementu macierzowego Agj) oznaczymy

przez a[i] [j], to algorytm obliczen dla eliminacji do przodu mozna
zapisa¢ w nastepujacy sposob (n jest wymiarem macierzy A):

for (k = 1; k < n; k++)
for (i =k + 1; i <=n; i++) {
double alfa = a[il[k] / alk][k];

for (j = k; j <= n; j++)
alil[j] -= alfa * alk][j];

b[i] -= alfa * b[k];
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Podstawienie wstecz — kod

Podstawienie wstecz mozna przeprowadzi¢ w taki sposéb, ze wspoétrzedne
rozwigzania zostang zapisane w miejscach stuzacych do przechowywania
wspbtrzednych wektora b:

1; i) Ao

b[j] jest wspbéirzedng poszukiwanego wektora x[].
i+ 1; j<=mn; j++)

alil[j]1 * bljl;

for (i = n; i >=
// Dla j > i

for (int j =
bl[i] -=

bli]l /= alil[il;
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Podstawienie wstecz — kod

Podstawienie wstecz mozna przeprowadzi¢ w taki sposéb, ze wspoétrzedne
rozwigzania zostang zapisane w miejscach stuzacych do przechowywania
wspbtrzednych wektora b:

for (i =n; i > 1; i-—-) {
// Dla j > i b[j] jest wspéitrzedng poszukiwanego wektora x[].
for (int j =1 + 1; j <= n; j++)
al

b[i]l -= alil[j] * b[jl;

b[i] /= ali][i];

Powyzsza petla jest zapisana z zatozeniem, ze a[i] [j] oznacza miejsce
przechowywania elementu macierzowego Uj;, a b[i] — mejsce
przechowywania wspétrzednej b} wektora b'.

v
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Ay Gaus i Cansse-leikne
Eliminacja Gaussa — warunki

Aby mozna byto przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, zmienna a[k] [k] musi
by¢ rézna od zera na poczatku kroku k. J
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W praktyce, aby uniknaé znaczacych btedéw zaokraglenia, zada sie, aby jej
wartosé bezwzgledna byta wigeksza od pewnej zadanej statej e. J
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by¢ rézna od zera na poczatku kroku k.

W praktyce, aby uniknaé znaczacych btedéw zaokraglenia, zada sie, aby jej
wartosé bezwzgledna byta wigeksza od pewnej zadanej statej e.

Najwygodniej jest sprawdzaé spetnienie tego warunku juz w trakcie
trwania obliczen, przerywajac je w przypadku, gdy nie jest on spetniony dla
pewnego K.
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Eliminacja Gaussa — warunki

Aby mozna byto przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, zmienna a[k] [k] musi
by¢ rézna od zera na poczatku kroku k.

W praktyce, aby uniknaé znaczacych btedéw zaokraglenia, zada sie, aby jej
wartosé bezwzgledna byta wigeksza od pewnej zadanej statej e.

Najwygodniej jest sprawdzaé spetnienie tego warunku juz w trakcie
trwania obliczen, przerywajac je w przypadku, gdy nie jest on spetniony dla
pewnego K.

Uktad réwnah poczatkowo nie spetniajacy wymaganych warunkéw moze
by¢ przeksztatcony do postaci, w ktérej beda one spetnione.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Algorytmy Gaussa i Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana jest bardzo podobny do algorytmu
eliminacji Gaussa, ale wykorzystuje obserwacje, ze eliminacje mozna
przeprowadzi¢ takze w ,,gérnych” wierszach macierzy, otrzymujac
ostatecznie macierz diagonalng, dzieki czemu nie ma potrzeby
przeprowadzania podstawienia wstecz.
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Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana

Algorytm eliminacji Gaussa-Jordana jest bardzo podobny do algorytmu
eliminacji Gaussa, ale wykorzystuje obserwacje, ze eliminacje mozna
przeprowadzi¢ takze w ,,gérnych” wierszach macierzy, otrzymujac
ostatecznie macierz diagonalng, dzieki czemu nie ma potrzeby
przeprowadzania podstawienia wstecz.

for (k = 1; k <= n; k++) {
for (i = 1; i <= n; i++) {
if (i == k)
continue;

alfa = al[il[k] / alk][k];
for (j = k; j <= n; j++)
alil[j] -= alfa * alk][jl;

bl[i]l -= alfa * b[k];
}
x[k] = blk] / alk][k];
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Fepipie s Causse
Wady algorytmu eliminacji Gaussa

Istniejg uktady réwnan liniowych, dla ktérych istnieje rozwigzanie, chociaz
warunki konieczne do przeprowadzenia eliminacji Gaussa nie s3 przez nie
spetniane w wyjsciowe] postaci.
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Wady algorytmu eliminacji Gaussa

Istniejg uktady réwnan liniowych, dla ktérych istnieje rozwigzanie, chociaz
warunki konieczne do przeprowadzenia eliminacji Gaussa nie s3 przez nie
spetniane w wyjsciowe] postaci.

Ponadto jesli elementy macierzowe w réznych wierszach macierzy réwnania
znacznie réznia sie od siebie (np. elementy macierzowe w wierszu k s3 o
wiele rzedéw wielkosci wieksze od odpowiadajacych im elementéw
macierzowych w wierszu j), w czasie obliczen moga powstac znaczace
btedy zaokraglenia.
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Wady algorytmu eliminacji Gaussa

Istniejg uktady réwnan liniowych, dla ktérych istnieje rozwigzanie, chociaz
warunki konieczne do przeprowadzenia eliminacji Gaussa nie s3 przez nie
spetniane w wyjsciowe] postaci.

Ponadto jesli elementy macierzowe w réznych wierszach macierzy réwnania
znacznie réznia sie od siebie (np. elementy macierzowe w wierszu k s3 o
wiele rzedéw wielkosci wieksze od odpowiadajacych im elementéw
macierzowych w wierszu j), w czasie obliczen moga powstac znaczace
btedy zaokraglenia.

Probleméw tych mozna uniknaé poprzez odpowiednie przeksztatcanie
uktadu réwnan podczas przeprowadzania obliczen.
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Fepipie s Causse
Normalizacja elementéw macierzowych

Pozwala na redukcje btedéw zaokraglenia. J
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Normalizacja elementéw macierzowych

Pozwala na redukcje btedéw zaokraglenia. J

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
© Dla kazdego wiersza i > k macierzy Al wyznacza sie element
macierzowy o najwiekszej wartosci bezwzgledne;.

© Wszystkie elementy macierzowe w wierszu i macierzy A() oraz
wspétrzedna i wektora b(k) sy dzielone przez warto$é¢ bezwzgledna

tego elementu macierzowego.
v
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Normalizacja elementéw macierzowych

Pozwala na redukcje btedéw zaokraglenia. J

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
© Dla kazdego wiersza i > k macierzy Al wyznacza sie element
macierzowy o najwiekszej wartosci bezwzgledne;.
© Wszystkie elementy macierzowe w wierszu i macierzy A() oraz
wspétrzedna i wektora b(k) sy dzielone przez warto$é¢ bezwzgledna
tego elementu macierzowego.

Po przeprowadzeniu tej operacji wszystkie elementy macierzowe AR
wierszach i > k oraz wszystkie wspétrzedne b(K) o indeksach i > k maja
wartosci bezwzgledne nie przekraczajace 1.
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Fepipie s Causse
Wybieranie dzielnika o najwiekszym module

Wykorzystuje obserwacje, iz zamiana miejscami dwéch réwnan w uktadzie
rownan liniowych nie ma wptywu na jego rozwigzanie.
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Wykorzystuje obserwacje, iz zamiana miejscami dwéch réwnan w uktadzie
rownan liniowych nie ma wptywu na jego rozwigzanie.

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
@ Sposrdd wierszy | > k macierzy Ak wyznacza sie Wiersz imax, W
ktérym element w kolumnie k ma najwieksza warto$¢ bezwzgledna.

@ Zamienia sie miejscami wiersze k oraz imax macierzy A
wspotrzedne k oraz ipmax wektora b(K).

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé V 24 maja 2011 13 / 60




Wybieranie dzielnika o najwiekszym module

Wykorzystuje obserwacje, iz zamiana miejscami dwéch réwnan w uktadzie
rownan liniowych nie ma wptywu na jego rozwigzanie.

Polega na tym, ze w kazdym kroku obliczen:
@ Sposrdd wierszy | > k macierzy Ak wyznacza sie Wiersz imax, W
ktérym element w kolumnie k ma najwieksza warto$¢ bezwzgledna.
@ Zamienia sie miejscami wiersze k oraz imax macierzy A
wspotrzedne k oraz ipmax wektora b(k).

Po przeprowadzeniu tej operacji element macierzowy AS(’,(() ma najwieksza

warto$é bezwzgledna ze wszystkich elementédw macierzowych QR
kolumnie k. Jedli jest on zerem, to wszystkie elementy macierzowe AK) w
kolumnie k s3 zerami.

v
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych Poprawianie eliminacji Gaussa

Poprawiony algorytm eliminacji Gaussa

for (j =k + 1; j <= n; j++) {
w = fabs(aljl[k]);
if (w> 1) {

for (k = 1; k < n; k++) {
int i, j;
double r, w;

r=w;
// Normalizacja elementéw macierzowych i=j;
for (i = k; i <= n; i++) { }
r = fabs(al[il[k]); ¥
for (j =k + 1; j <= n; j++) {
w = fabs(alil [j1); if (1 > k) {
if (w > 1) zamiana_wierszy(alk], al[il);
r =w; zamiana(b[k], b[i]);
b ¥
if (r == 0)
throw "Dzielenie przez zero"; if (alk][k] == 0)
throw "Dzielenie przez zero";
bli]l /= r;
for (j = k; j <= n; j++) // Eliminacja
alil[j] /= r; for (i =k + 1; i <= n; i++) {
b r=alillx] / alk]l[k];
bli] -= r * blkl;
// Wybér dzielnika o najwiekszym module for (j = k; j <= n; j++)
r = fabs(alk] [k]); alil[j] -= r * alk]l[j];
i=k; ¥
}
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Uktady réwnan nieliniowych

Uktady réwnan nieliniowych w ogdlnosci maja postaé
F(x)=0

gdzie F(x) jest dowolna funkcjag R" — R™.
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Uktady réwnan nieliniowych

Uktady réwnan nieliniowych w ogdlnosci maja postaé
F(x)=0

gdzie F(x) jest dowolna funkcjag R" — R™.

Aby obliczy¢ (przyblizone) rozwigzanie takiego uktadu réwnan, mozna
postuzy¢ sie rozwinieciem Taylora funkcji F(x) w otoczeniu pewnego
punktu xg, ktéry bedzie stanowit poczatkowe przyblizenie rozwigzania:

F(x) ~ F(xo) + VF(x0)(x — x0)

gdzie VF(xq) oznacza macierz Jacobiego funkcji w punkcie xg.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona

Jesli xoo jest Scistym rozwigzaniem naszego réwnania, to mamy:

0~ F(xg) + VF(x0)(X00 — X0) (1)
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Numeryczne rozwigzywanie réwnan algebraicznych

Algorytm Newtona

Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Jesli xoo jest Scistym rozwigzaniem naszego réwnania, to mamy:

0~ F(xg) + VF(x0)(X00 — X0)

To oznacza, ze

Xoo & Xo — [VF(x0)] " F(xo)
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona

Jesli xoo jest Scistym rozwigzaniem naszego réwnania, to mamy:

0~ F(xg) + VF(x0)(X00 — X0) (1)

To oznacza, ze

Xoo & Xg — [VF(xO)]_lF(xo) (2)

Mozemy zatem skonstruowacé cigg punktéw xy taki, ze
X1 = Xk — [VF(xi)] 7 F (%) (3)

ktéry bedzie zbiezny do X, 0 ile punkt xo zostanie wybrany we wtasciwy
spos6b (musi on by¢ ,dostatecznie dobrym” przyblizeniem rozwigzania).
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona (c. d.)

Zamiast obliczania macierzy [VF(x4)] ™! w kazdym punkcie mozna
wykorzysta¢ metody omoéwione wyzej i rozwigzywaé réwnania liniowe

VF(Xk)dk = —F(Xk) (4)
a nastgpnie wyznaczaé Xk+1 Z wzoru

Xk+1 = Xk + dg (5)
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona (c. d.)

Zamiast obliczania macierzy [VF(x4)] ™! w kazdym punkcie mozna
wykorzysta¢ metody omoéwione wyzej i rozwigzywaé réwnania liniowe

VF(Xk)dk = —F(Xk) (4)
a nastgpnie wyznaczaé Xk+1 Z wzoru

Xk+1 = Xk + dg (5)

v

Zatem najpierw rozwigzujemy réwnanie (4) dla xg, podstawiamy wynik do
réwnania (5), aby obliczy¢ x; itd.
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Numeryczne rozwigzywanie réwnar algebraicznych Réwnania nieliniowe i metoda Newtona

Algorytm Newtona (c. d.)

Zamiast obliczania macierzy [VF(x4)] ™! w kazdym punkcie mozna
wykorzysta¢ metody omoéwione wyzej i rozwigzywaé réwnania liniowe

VF(Xk)dk = —F(Xk) (4)
a nastgpnie wyznaczaé Xk+1 Z wzoru

Xk+1 = Xk + dg (5)

v

Zatem najpierw rozwigzujemy réwnanie (4) dla xg, podstawiamy wynik do
réwnania (5), aby obliczy¢ x; itd.

Obliczenia mozna zakonczy¢ np. wtedy, gdy ||x; — x;_1|| < € dla pewnego
k = j (i dla zadanej statej ¢).

v
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Velifiee dpieiese | medeEE
Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double. J
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Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double.

Taka tablice definiuje sie okreslajac liczbe jej wierszy i kolumn (N i M; moga
to by¢ zmienne, jezeli sama tablica jest zmiennga lokalng):

double tablicalN] [M];
v
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Velifiee dpieiese | medeEE
Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double.

Taka tablice definiuje sie okreslajac liczbe jej wierszy i kolumn (N i M; moga
to by¢ zmienne, jezeli sama tablica jest zmiennga lokalng):

double tablicalN] [M];

Wtedy wiersze tablicy maja indeksy od 0 do N — 1, a kolumny maja
indeksy od 0 do M — 1.
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Velifiee dpieiese | medeEE
Tablice dwuwymiarowe

Najprosciej jest reprezentowaé macierz z wykorzystaniem tablicy
dwuwymiarowej o elementach typu double.

Taka tablice definiuje sie okreslajac liczbe jej wierszy i kolumn (N i M; moga
to by¢ zmienne, jezeli sama tablica jest zmiennga lokalng):

double tablicalN] [M];

Wtedy wiersze tablicy maja indeksy od 0 do N — 1, a kolumny maja
indeksy od 0 do M — 1.

W C++ nie ma mozliwo$ci zmiany sposobu indeksowania kolumn i wierszy
tablicy dwuwymiarowej. Wynika to ze sposobu rozmieszczenia elementéw
tablicy w pamieci.

v
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Velifiee dpieiese | medeEE
Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.
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Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.

Zatem, jezeli tablical] [] jest tablica dwuwymiarowa zdefiniowang jak

wyzej, to symbol tablical[i] oznacza wskaznik zawierajacy adres
elementu tablicali] [0].
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Velifiee dpieiese | medeEE
Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.

Zatem, jezeli tablical] [] jest tablica dwuwymiarowa zdefiniowang jak
wyzej, to symbol tablical[i] oznacza wskaznik zawierajacy adres
elementu tablicali] [0].

W zwiazku z tym symbol *(tablical[il) oznacza element
tablicali] [0].
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Struktura tablic dwuwymiarowych

W C++ (podobnie, jak w C) kazdy wiersz tablicy dwuwymiarowej jest
traktowany jako oddzielna tablica jednowymiarowa.

Zatem, jezeli tablical] [] jest tablica dwuwymiarowa zdefiniowang jak
wyzej, to symbol tablical[i] oznacza wskaznik zawierajacy adres
elementu tablicali] [0].

W zwiazku z tym symbol *(tablical[il) oznacza element
tablicali] [0].

Po wykonaniu przypisania ptr = tablicali], gdzie ptr jest
wskaznikiem typu double, mozna postugiwaé sie wskaznikiem ptr tak,
jakby byt on nazwga tablicy jednowymiarowej pokrywajacej sie z wierszem |
tablicy dwuwymiarowe;j.

v
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Algorytm Gaussa w wersji wskaznikowe]

for (k = 0; k < n - 1; k++) { for (k = 0; k <n - 1; k++) {
double *a_k = alk]; double *a_k = alk];
for (i =k + 1; i < n; i++) { for (i =k + 1; i < n; i++) {
double *a_i = alil; double alfa = alil[k] / a_k[k];
double alfa = a_il[k] / a_k[k]; double *a_i_j = alil + j;

double *a_k_j = a_k + j;
for (j = k; j < mj; j++)

a_i[j] -= alfa * a_k[jl; for (j = k; j < mn; j+)
*a_i_j++ -= *a_k_j++ * alpha;
bl[i] -= alfa * b[kl;
} bli] -= b[k] * alfa;
¥ s
s
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Velifiee dpieiese | medeEE
Algorytm Gaussa w wersji wskaznikowe]

for (k = 0; k <n - 1; k++) { for (k = 0; k <n - 1; k++) {
double *a_k = alk]; double *a_k = alk];
for (i =k + 1; i < n; i++) { for (i =k + 1; i < n; i++) {
double *a_i = alil; double alfa = alil[k] / a_k[k];

a_ilk] / a_k[k]; double *a_i_j = alil + j;

double alfa =
double *a_k_j = a_k + j;

for (j = k; j < mj; j++)

a_i[j] -= alfa * a_k[jl; for (j = k; j < mn; j+)
*a_i_j++ -= xa_k_j++ * alpha;
bl[i] -= alfa * b[kl;
} bli] -= b[k] * alfa;
¥ s
s

Niestety w tablicach dwuwymiarowych nie mozna zamieniaé¢ miejscami

wskaznikéw zawierajacych adresy poszczegdlnych wierszy. To powoduje,

w poprawionym algorytmie eliminacji Gaussa zamiane wierszy macierzy
trzeba przeprowadzac jako kopiowanie elementédw macierzowych.

ze
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,

polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,
polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).

Jezeli maja one by¢ zmiennymi statycznymi, to ich rozmiary musza by¢
znane z wyprzedzeniem (tzn. przed skompilowaniem programu) lub trzeba
nadawad im rozmiary ,na zapas'.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czes¢ V 24 maja 2011

21 / 60



Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,
polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).

Jezeli maja one by¢ zmiennymi statycznymi, to ich rozmiary musza by¢
znane z wyprzedzeniem (tzn. przed skompilowaniem programu) lub trzeba
nadawad im rozmiary ,na zapas'.

Jezeli maja one by¢ zmiennymi lokalnymi, to pamieé na przechowywanie
ich elementéw macierzowych jest rezerwowana na stosie procesora.
Powoduje to, ze rozmiary takich tablic podlegaja ograniczeniom.
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Problemy z rozmiarami tablic dwuwymiarowych

Z tablicamy dwuwymiarowymi w C++ wiaze sie dodatkowy problem,
polegajacy na tym, ze moga one by¢ deklarowane jako zmienne statyczne
lub jako zmienne lokalne (w funkcjach).

Jezeli maja one by¢ zmiennymi statycznymi, to ich rozmiary musza by¢
znane z wyprzedzeniem (tzn. przed skompilowaniem programu) lub trzeba
nadawad im rozmiary ,na zapas'.

Jezeli maja one by¢ zmiennymi lokalnymi, to pamieé na przechowywanie
ich elementéw macierzowych jest rezerwowana na stosie procesora.
Powoduje to, ze rozmiary takich tablic podlegaja ograniczeniom.

Zatem pamie¢ do przechowywania elementdéw macierzowych macierzy
najlepiej jest rezerwowa¢ na zadanie.

v
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie

Kompilator C++ zawsze rozmieszcza wiersze tablic dwuwymiarowych w
pamieci kolejno jeden za drugim, zgodnie z numeracja. J
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie

Kompilator C++ zawsze rozmieszcza wiersze tablic dwuwymiarowych w
pamieci kolejno jeden za drugim, zgodnie z numeracja.

Mozna wykorzystaé te obserwacje rezerwujac na zadanie zmienne, ktére
wspolnie beda reprezentowac macierz:

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double[N*M]; // Elementy macierzowe.
wiersze = new double *[N]; // Wskazniki do wierszy.
for (int j = 0; j < N; j++)

wiersze[j] = elementy + j*M;
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Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie

Kompilator C++ zawsze rozmieszcza wiersze tablic dwuwymiarowych w
pamieci kolejno jeden za drugim, zgodnie z numeracja.

Mozna wykorzystaé te obserwacje rezerwujac na zadanie zmienne, ktére
wspolnie beda reprezentowac macierz:

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double[N*M]; // Elementy macierzowe.
wiersze = new double *[N]; // Wskazniki do wierszy.
for (int j = 0; j < N; j++)

wiersze[j] = elementy + j*M;

Wtedy symbol wiersze[j] [k] oznacza element o indeksie k z wiersza o
indeksie j macierzy, gdzie j=0...N —1oraz k=0...M — 1.

v
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie (c. d.)

Rezerwujac pamie¢ na zadanie w sposéb podobny do przedstawionego

mozna tak zmodyfikowaé wskazniki, aby wiersze i kolumny macierzy byty
indeksowane poczawszy od 1.
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie (c. d.)

Rezerwujac pamie¢ na zadanie w sposéb podobny do przedstawionego
mozna tak zmodyfikowaé wskazniki, aby wiersze i kolumny macierzy byty
indeksowane poczawszy od 1.

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double [N*M];
wiersze = new double *[N];
wiersze—-—;
for (int j = 1; j <= N; j++)
wiersze[j] = elementy + (j-1)*M - 1;
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C++ i macierze Macierze i wskazniki

Macierze i rezerwowanie pamieci na zadanie (c. d.)

Rezerwujac pamie¢ na zadanie w sposéb podobny do przedstawionego
mozna tak zmodyfikowaé wskazniki, aby wiersze i kolumny macierzy byty
indeksowane poczawszy od 1.

double **wiersze, *elementy;

elementy = new double [N*M];
wiersze = new double *[N];
wiersze—-—;
for (int j = 1; j <= N; j++)
wiersze[j] = elementy + (j-1)*M - 1;

Wtedy symbol wiersze[j] [k] oznacza element o indeksie k z wiersza o
indeksie j macierzy, gdzie j=1...Norazk=1... M.

v
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Klasa reprezentujaca macierz

Mozna takze zdefiniowal klase reprezentujaca macierz:

class Macierz { Macierz::~Macierz(void)

double *elementy; {
int n, m; delete [] elementy;
public: s
Macierz(int a, int b);
“Macierz(void); double * Macierz::operator [](int i) const
. {
double * operator [](int i) const; if (1 <1 |l i>n)
}; throw "Przekroczony zakres";
Macierz::Macierz(int a, int b) return elementy + (i-1)*m - 1;
{ }
elementy = new double[a*b];
n=a;
m = b;
}
v
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Klasa reprezentujaca macierz

Mozna takze zdefiniowal klase reprezentujaca macierz:

class Macierz { Macierz::~Macierz(void)

double *elementy; {

int n, m; delete [] elementy;

public: s

Macierz(int a, int b);

“Macierz(void); double * Macierz::operator [](int i) const

... {

double * operator [](int i) const; if (1 <111 i>mn)
}; throw "Przekroczony zakres";
Macierz::Macierz(int a, int b) return elementy + (i-1)*m - 1;
{ }

elementy = new double[a*b];

n = a;

m = b;
}

v
Wtedy, dla obiektu M klasy Macierz, symbol M[j] [k] oznacza element o
indeksie k z wiersza o indeksie j macierzy, gdzie j =1... N oraz
k=1...M.
v
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M ks
Macierze i klasy (c. d.)

Aby uniknaé niepotrzebnych obliczen w czasie wykonywania programu,
mozna uzyC pomocniczej tablicy wiersze[], w ktérej bedy zapisywane
adresy poszczegblnych wierszy macierzy:

class Macierz { Macierz::Macierz(unsigned int a, unsigned int b)
double **wiersze; {
public: double *wsk;
Macierz(unsigned int a, unsigned int b);
“Macierz(void); wsk = new double[axb];
wiersze = new double *[a];
double * operator [](int i) const; wiersze--;
}; for (int j = 1; j <= a; j++)
wiersze[j] = wsk + (j-1)*b - 1;
Macierz::“Macierz(void) }
delete [] (wiersze[1] + 1); double * Macierz::operator [](int i) const
wiersze++; {
delete [] wiersze; return wierszel[il;
¥ s
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M ks
Macierze i klasy (c. d.)

Aby uniknaé niepotrzebnych obliczen w czasie wykonywania programu,
mozna uzyC pomocniczej tablicy wiersze[], w ktérej bedy zapisywane
adresy poszczegblnych wierszy macierzy:

class Macierz { Macierz::Macierz(unsigned int a, unsigned int b)
double **wiersze; {
public: double *wsk;
Macierz(unsigned int a, unsigned int b);
“Macierz(void); wsk = new double[axb];
wiersze = new double *[a];
double * operator [](int i) const; wiersze--;
}; for (int j = 1; j <= a; j++)
wiersze[j] = wsk + (j-1)*b - 1;
Macierz::“Macierz(void) }
delete [] (wiersze[1] + 1); double * Macierz::operator [](int i) const
wiersze++; {
delete [] wiersze; return wierszel[il;
¥ s

Mozna takze dodaé kod sprawdzajacy przekroczenie zakresu indekséw.

J
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Zalezno$¢ wydajnosci programéw od sprzetu
Wptyw sprzetu na szybkos¢ obliczen

Rzecz jasna szybko$¢ dziatania programu komputerowego zalezy od
sprzetu, ktéry go wykonuje. J
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Zalezno$¢ wydajnosci programéw od sprzetu
Wptyw sprzetu na szybkos¢ obliczen

Rzecz jasna szybko$¢ dziatania programu komputerowego zalezy od
sprzetu, ktéry go wykonuje. J

Na przyktad czas wykonywania programu (po skompilowaniu) jest w
ogolnosci krétszy dla procesoréw o wyzszej czestotliwosci zegara.
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Jednakze czestotliwo$é zegara procesora jest jednym z wielu parametréw
wptywajacych na wydajnoéé komputera (a przez to na szybkos$¢ obliczen).

v

Co wiecej, szczegdlne wtasnosci sprzetu moga powodowad, ze algorytmy o
(teoretycznie) jednakowe]j zfozonosci obliczeniowej beda wykonywane z
ré6zna szybkoscia.
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Zalezno$¢ wydajnosci programéw od sprzetu
Przyktad — mnozenie macierzy

Rozwazmy dwie macierze kwadratowe AiBo wymiarze n oraz macierze
C=A-BiD=A BT. Mamy

n n
Ci=> AwBy. Dj=> AxB
k=1

k=1
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C++ i czas trwania obliczen Zalezno$¢ wydajnosci programéw od sprzetu

Przyktad — mnozenie macierzy

Rozwazmy dwie macierze kwadratowe AiBo wymiarze n oraz macierze
C=A-BiD=A BT. Mamy

n n
Ci=> AwBy. Dj=> AxB
k=1

k=1

Okazuje sie, ze obliczanie elementéw macierzowych C w petli po lewej
stronie zajmuje zwykle znacznie wiecej czasu, niz obliczanie elementéw

macierzowych D w petli po prawej stronie:

for (i = 1; i <= n; i++) for (i = 1; i <= n; i++)
for (j = 1; j <=n; j++) { for (j = 1; j <=mn; j++) {
cl[il[j]l = 0; dlil[jl = o;
for (k = 1; k <= n; k++) for (k = 1; k <= n; k++)
c[il1[j] += alil k] * b[kI[j]; dlil[j]1 += alil[k] * b[j][k];
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C++ i czas trwania obliczen Zalezno$¢ wydajnosci programéw od sprzetu

Wydajnos¢ kodu przy mnozeniu macierzy

250 T

" Multiplication  + j j j j j
Transposed multiplication  x N
200 4
.
150 4
-
100 | 4
x
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+ x
50 | M 4
. x
. x
X
.
. x
+ x X
o n e ow kox X . . . .
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Rysunek: Czas obliczefi w sekundach (o$ pionowa) dla mnozenia macierzy (kolor
czerwony) i mnozenia macierzy z transpozycja (kolor niebieski) w zaleznosci od
wymiaru macierzy (0$ pozioma).
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C++ i czas trwania obliczen Zalezno$¢ wydajnosci programéw od sprzetu

Przyktad — mnozenie macierzy (wnioski)

Obliczenia zajmuja znacznie mniej czasu w przypadku, gdy w najbardziej
wewnetrznej petli indeks k przebiega elementy macierzowe w jednym
wierszu B (a nie w jednej kolumnie).
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Obliczenia zajmuja znacznie mniej czasu w przypadku, gdy w najbardziej
wewnetrznej petli indeks k przebiega elementy macierzowe w jednym
wierszu B (a nie w jednej kolumnie).

Ponadto czas trwania obliczen dla elementéw macierzowych D jest

znacznie bardziej przewidywalny, niz czas trwania obliczen dla elementéw
macierzowych C.
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Przyktad — mnozenie macierzy (wnioski)

Obliczenia zajmuja znacznie mniej czasu w przypadku, gdy w najbardziej
wewnetrznej petli indeks k przebiega elementy macierzowe w jednym
wierszu B (a nie w jednej kolumnie).

Ponadto czas trwania obliczen dla elementéw macierzowych D jest
znacznie bardziej przewidywalny, niz czas trwania obliczen dla elementéw
macierzowych C.

Zatem w celu obliczenia elementéw macierzowych C korzystne moze byé
transponowanie macierzy B przed przeprowadzeniem obliczen i
zastosowanie mnozenia z transpozycja zamiast ,,naiwnego” algorytmu.
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Przyktad — mnozenie macierzy (wnioski)

Obliczenia zajmuja znacznie mniej czasu w przypadku, gdy w najbardziej
wewnetrznej petli indeks k przebiega elementy macierzowe w jednym
wierszu B (a nie w jednej kolumnie).

Ponadto czas trwania obliczen dla elementéw macierzowych D jest
znacznie bardziej przewidywalny, niz czas trwania obliczen dla elementéw
macierzowych C.

Zatem w celu obliczenia elementéw macierzowych C korzystne moze byé
transponowanie macierzy B przed przeprowadzeniem obliczen i
zastosowanie mnozenia z transpozycja zamiast ,,naiwnego” algorytmu.

Aby wyjasnié te obserwacje, trzeba wzigé pod uwage konstrukcje
wspotczesnych komputerdw oraz ich sposéb dziatania.

v
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C++ i czas trwania obliczen Budowa i dziatanie podsystemu pamieci

Pamie¢ RAM

RAM (ang. Random Access Memory)

Pamie¢ o dostepie swobodnym pozwalajaca na modyfikowanie zawartosci
dowolnej komérki pamieci (o pojemnosci 1 bitu) w dowolnym momencie.
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RAM (ang. Random Access Memory)

Pamie¢ o dostepie swobodnym pozwalajaca na modyfikowanie zawartosci
dowolnej komérki pamieci (o pojemnosci 1 bitu) w dowolnym momencie.

v

Jest to pamiec ulotna (ang. volatile)

Wymaga ciggtego zasilania do zachowania zawartosci.
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RAM (ang. Random Access Memory)

Pamie¢ o dostepie swobodnym pozwalajaca na modyfikowanie zawartosci
dowolnej komérki pamieci (o pojemnosci 1 bitu) w dowolnym momencie.

v

Jest to pamiec ulotna (ang. volatile)

Wymaga ciggtego zasilania do zachowania zawartosci.

Statyczna pamie¢ RAM (ang. static RAM)

Jest zbudowana z tak zwanych przerzutnikéw (ang. flip-flop), ktére z kolei
sktadaja sie z tranzystoréw i nie wymaga odswiezania (ang. refresh).
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RAM (ang. Random Access Memory)

Pamie¢ o dostepie swobodnym pozwalajaca na modyfikowanie zawartosci
dowolnej komérki pamieci (o pojemnosci 1 bitu) w dowolnym momencie.

v

Jest to pamiec ulotna (ang. volatile)

Wymaga ciggtego zasilania do zachowania zawartosci.

Statyczna pamie¢ RAM (ang. static RAM)

Jest zbudowana z tak zwanych przerzutnikéw (ang. flip-flop), ktére z kolei
sktadaja sie z tranzystoréw i nie wymaga odswiezania (ang. refresh).

Statyczna pamie¢ RAM charakteryzuje sie krotkim czasem dostepu
(ang. access time), czyli czasem potrzebnym do przeprowadzenia operacji
zapisu badz odczytu danych.

v
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C++ i czas trwania obliczen Budowa i dziatanie podsystemu pamieci

Dynamiczna pamie¢ RAM

DRAM (ang. Dynamic RAM)

Jest zbudowana z tranzystoréw i kondensatoréw (1 komérka sktada sie z 1
kondensatora i 1 tranzystora). Kondensatory stuza do przechowywania
bitéw danych, w zwigzku z czym taka pamie¢ wymaga ods$wiezania
(kondensatory z czasem traca tadunek).
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bitéw danych, w zwigzku z czym taka pamie¢ wymaga ods$wiezania
(kondensatory z czasem traca tadunek).

Odswiezanie polega na okresowym odczytywaniu danych zapisanych w
pamieci.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Dynamiczna pamie¢ RAM

DRAM (ang. Dynamic RAM)

Jest zbudowana z tranzystoréw i kondensatoréw (1 komérka sktada sie z 1
kondensatora i 1 tranzystora). Kondensatory stuza do przechowywania
bitéw danych, w zwigzku z czym taka pamie¢ wymaga ods$wiezania
(kondensatory z czasem traca tadunek).

Odswiezanie polega na okresowym odczytywaniu danych zapisanych w
pamieci.

Jak to dziata?

W celu odczytania zawartosci komérki pamieci trzeba zmierzy¢ tadunek na
kondensatorze, wiec trzeba pozwoli¢ mu roztadowad sie poprzez uktad
pomiarowy (wzmacniajacy sygnat). Pdzniej (jesli trzeba) kondensator jest
ponownie tadowany na zasadzie sprzezenia zwrotnego (ang. feedback).

v
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Zalety dynamicznych pamieci RAM

Zalety DRAM w stosunku do pamieci statycznych
© Znacznie mniejsze rozmiary komérek.
@ Znacznie mniejsza liczba tranzystoréw na komérke (typowo 1:6).

© Bardziej regularna struktura komérki (mozliwe ciasniejsze
upakowanie).

© Brak koniecznosci doprowadzania napiecia zasilajacego do kazdej
komorki z osobna.
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komorki z osobna.

Wymienione cechy pamieci DRAM powoduja, ze ten rodzaj pamieci jest
dramatycznie tanszy w produkcji, zwtaszcza dla duzych pojemnosci (im
wieksza pojemnos¢, tym pamieci DRAM sj tanisze).
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Zalety dynamicznych pamieci RAM

Zalety DRAM w stosunku do pamieci statycznych
© Znacznie mniejsze rozmiary komérek.
@ Znacznie mniejsza liczba tranzystoréw na komérke (typowo 1:6).
© Bardziej regularna struktura komérki (mozliwe ciasniejsze
upakowanie).
© Brak koniecznosci doprowadzania napiecia zasilajacego do kazdej
komorki z osobna.

Wymienione cechy pamieci DRAM powoduja, ze ten rodzaj pamieci jest
dramatycznie tanszy w produkcji, zwtaszcza dla duzych pojemnosci (im
wieksza pojemnos¢, tym pamieci DRAM sj tanisze).

Dlatego w komputerach uzywa sie gtéwnie pamieci DRAM. )
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Wady dynamicznych pamieci RAM

Niestety technologia DRAM ma powazne wady

© Znaczna uptywnos$¢ kondensatoréw dla duzych pojemnosci pamieci
(trzeba czesto odswiezaé, typowo co 64 ms).

@ Konieczno$¢ wzmacniania sygnatu przy odczycie (prad pochodzacy z
roztadowania kondensatora w komérce pamieci jest bardzo staby).

© Koniecznos$é ponownego tadowania kondensatora po odczycie
(zwieksza zuzycie energii i zabiera czas).

© tadowanie i roztadowywanie kondensatora nie jest natychmiastowe
(przy odczycie dostatecznie wyrazny sygnat pojawia sie z
op6znieniem).
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Wady dynamicznych pamieci RAM

Niestety technologia DRAM ma powazne wady

© Znaczna uptywnos$¢ kondensatoréw dla duzych pojemnosci pamieci
(trzeba czesto odswiezaé, typowo co 64 ms).

@ Konieczno$¢ wzmacniania sygnatu przy odczycie (prad pochodzacy z
roztadowania kondensatora w komérce pamieci jest bardzo staby).

© Koniecznos$é ponownego tadowania kondensatora po odczycie
(zwieksza zuzycie energii i zabiera czas).

© tadowanie i roztadowywanie kondensatora nie jest natychmiastowe
(przy odczycie dostatecznie wyrazny sygnat pojawia sie z
op6znieniem).

Powoduja one, ze operowanie pamieciami DRAM jest skomplikowane oraz
istnieje fizyczne ograniczenie czasu dostepu dla nich, ktérego nie da sie
wyeliminowac.

v
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Organizacja pamieci DRAM

Komérki pamieci DRAM s3 rozmieszczane w prostokatnych matrycach
(ang. array). Inny sposéb uporzadkowania ich bytby zbyt kosztowny. J
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Komérki pamieci DRAM s3 rozmieszczane w prostokatnych matrycach
(ang. array). Inny sposéb uporzadkowania ich bytby zbyt kosztowny.

Przy odwotaniach do pamieci adres (fizyczny) lokacji jest dzielony na dwie
czesci, z ktdrych jedna, RAS (ang. Row Address Selection), wybiera wiersz
(ang. row) matrycy, a druga, CAS (ang. Column Access Selection), okreéla
kolumne (ang. column), z ktérej maja byé pobrane dane.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Organizacja pamieci DRAM

Komérki pamieci DRAM s3 rozmieszczane w prostokatnych matrycach
(ang. array). Inny sposéb uporzadkowania ich bytby zbyt kosztowny.

Przy odwotaniach do pamieci adres (fizyczny) lokacji jest dzielony na dwie
czesci, z ktdrych jedna, RAS (ang. Row Address Selection), wybiera wiersz
(ang. row) matrycy, a druga, CAS (ang. Column Access Selection), okreéla
kolumne (ang. column), z ktérej maja byé pobrane dane.

RAS jest podawany na demultiplekser, ktéry ma tyle wyjé¢, ile jest wierszy
w matrycy. Generuje on sygnat ,aktywujacy” wszystkie komérki pamieci w
danym wierszu.
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C++ i czas trwania obliczen Budowa i dziatanie podsystemu pamieci

Odczyt z pamieci DRAM

Wszystkie natadowane kondensatory komérek pamieci w wierszu matrycy
~aktywowanym” przez RAS roztadowuja sie i pochodzace z nich sygnaty
(po wzmocnieniu) s3 podawane na multiplekser razem z CAS.
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Wszystkie natadowane kondensatory komérek pamieci w wierszu matrycy
~aktywowanym” przez RAS roztadowuja sie i pochodzace z nich sygnaty
(po wzmocnieniu) s3 podawane na multiplekser razem z CAS.

Multiplekser ,wypuszcza” sygnat z jednej kolumny jako odczytany bit
danych. Kombinacja bitéw CAS decyduje o tym, z ktérej kolumny
pochodzi ten sygnat.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Odczyt z pamieci DRAM

Wszystkie natadowane kondensatory komérek pamieci w wierszu matrycy
~aktywowanym” przez RAS roztadowuja sie i pochodzace z nich sygnaty
(po wzmocnieniu) s3 podawane na multiplekser razem z CAS.

Multiplekser ,wypuszcza” sygnat z jednej kolumny jako odczytany bit
danych. Kombinacja bitéw CAS decyduje o tym, z ktérej kolumny
pochodzi ten sygnat.

Aby uzyskaé liczbe bitéw odpowiadajaca szerokosci magistrali pamieci
(typowo 64), nalezy réwnolegle przeprowadzaé operacje odczytu na
odpowiedniej liczbie matryc DRAM.
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Bl | CHEEIE poitysEny gRiie
Zapis do pamieci DRAM

Wszystkie natadowane kondensatory komérek pamieci w wierszu matrycy
»aktywowanym” przez RAS roztadowuja sie. J
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C++ i czas trwania obliczen Budowa i dziatanie podsystemu pamieci

Zapis do pamieci DRAM

Wszystkie natadowane kondensatory komérek pamieci w wierszu matrycy
»aktywowanym” przez RAS roztadowuja sie.

‘CAS oraz bit danych do zapisania s3 podawane na demultiplekser, ktéry
(jesli bit do zapisania odpowiada niezerowemu sygnatowi) generuje sygnat
na linii odpowiadajacej wybranej kolumnie. W komérce pamieci w tej
kolumnie zapisywana jest warto$¢ reprezentowana przez wejsciowy bit.
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Zapis do pamieci DRAM

Wszystkie natadowane kondensatory komérek pamieci w wierszu matrycy
»aktywowanym” przez RAS roztadowuja sie.

‘CAS oraz bit danych do zapisania s3 podawane na demultiplekser, ktéry
(jesli bit do zapisania odpowiada niezerowemu sygnatowi) generuje sygnat
na linii odpowiadajacej wybranej kolumnie. W komérce pamieci w tej
kolumnie zapisywana jest warto$¢ reprezentowana przez wejsciowy bit.

W pozostatych komérkach w wierszu wybranym przez RAS zapisywana
jest ich poprzednia zawartosc.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Przesytanie RAS i CAS

Kazda dodatkowa linia adresowa w magistrali pamieci zwieksza koszt
produkcji komputera. J
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C++ i czas trwania obliczen Budowa i dziatanie podsystemu pamieci

Przesytanie RAS i CAS

Kazda dodatkowa linia adresowa w magistrali pamieci zwieksza koszt
produkcji komputera.

W zwiazku z tym, dla ograniczyenia liczby potrzebnych linii adresowych do
niezbednego minimum, stowa RAS i CAS sa przesytane oddzielnie tymi
samymi liniami adresowymi.
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produkcji komputera.

W zwiazku z tym, dla ograniczyenia liczby potrzebnych linii adresowych do
niezbednego minimum, stowa RAS i CAS sa przesytane oddzielnie tymi
samymi liniami adresowymi.

Odstep czasu od wystania RAS do wystania CAS (ang. RAS-to-CAS
delay) musi by¢ Scisle dostosowany do mozliwosci matryc pamieci w
modutach DRAM.
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Przesytanie RAS i CAS

Kazda dodatkowa linia adresowa w magistrali pamieci zwieksza koszt
produkcji komputera.

W zwiazku z tym, dla ograniczyenia liczby potrzebnych linii adresowych do
niezbednego minimum, stowa RAS i CAS sa przesytane oddzielnie tymi
samymi liniami adresowymi.

Odstep czasu od wystania RAS do wystania CAS (ang. RAS-to-CAS
delay) musi by¢ Scisle dostosowany do mozliwosci matryc pamieci w
modutach DRAM.

Zapisanie (lub odczytanie) wiekszej liczby bajtéw wymaga przeprowadzenia
ciggu takich operacji.
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C++ i czas trwania obliczen Budowa i dziatanie podsystemu pamieci

Protokét dostepu do pamieci DRAM

Synchroniczne pamieci DRAM (SDRAM)

Wszystkie operacje z udziatem magistrali pamieci s3 przeprowadzane
zgodnie z dodatkowym sygnatem zegarowym (ang. clock).
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Synchroniczne pamieci DRAM (SDRAM)

Wszystkie operacje z udziatem magistrali pamieci s3 przeprowadzane
zgodnie z dodatkowym sygnatem zegarowym (ang. clock).

W najprostszej wersji protokotu wszystkie operacje zaczynaja sie przy
narastajacym zboczu (ang. rising edge) sygnatu zegarowego.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé V 24 maja 2011 38 / 60



Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Protokét dostepu do pamieci DRAM

Synchroniczne pamieci DRAM (SDRAM)

Wszystkie operacje z udziatem magistrali pamieci s3 przeprowadzane
zgodnie z dodatkowym sygnatem zegarowym (ang. clock).

W najprostszej wersji protokotu wszystkie operacje zaczynaja sie przy
narastajacym zboczu (ang. rising edge) sygnatu zegarowego.

Procedura odczytu

@ Numer wiersza na liniach adresowych, aktywny sygnat RAS.
@ Odstep czasu trcp.

© Numer kolumny na liniach adresowych, aktywny sygnat CAS.
@ Odstep czasu tc; (ang. CAS Latency).

© Dane na liniach danych.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Po przestaniu danych potrzebny jest czas na przygotowanie nastepnego
numeru wiersza do zaadresowania, tgrp (ang. Row Precharge). J
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Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Po przestaniu danych potrzebny jest czas na przygotowanie nastepnego
numeru wiersza do zaadresowania, tgp (ang. Row Precharge).

Dodatkowo, po aktywowaniu sygnatu RAS musi uptynaé pewien czas, po

ktérym moze on byé ponownie aktywowany, tras (ang. RAS active to
precharge delay).
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numeru wiersza do zaadresowania, tgp (ang. Row Precharge).

Dodatkowo, po aktywowaniu sygnatu RAS musi uptynaé pewien czas, po
ktérym moze on byé ponownie aktywowany, tras (ang. RAS active to
precharge delay).

W niektérych przypadkach tgras moze by¢ dtuzszy od sumy trcp, tcp oraz
czasu przesytania adreséw i danych.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Po przestaniu danych potrzebny jest czas na przygotowanie nastepnego
numeru wiersza do zaadresowania, tgrp (ang. Row Precharge).

Dodatkowo, po aktywowaniu sygnatu RAS musi uptynaé pewien czas, po
ktérym moze on byé ponownie aktywowany, tras (ang. RAS active to
precharge delay).

W niektérych przypadkach tgras moze by¢ dtuzszy od sumy trcp, tcp oraz
czasu przesytania adreséw i danych.

Dlatego, jezeli w nastepnej operacji dane maja by¢ pobierane z tego
samego wiersza, jego numer jest ,zatrzaskiwany” (ang. latch) przez
kontroler pamieci i opdznienia tgras oraz tgp mozna pominad.
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Sygnat CAS moze by¢ wielokrotnie aktywowany przy ,zatrzasnietym”
numerze wiersza, jednak nie mozna tego robi¢ zbyt czesto.
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Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Sygnat CAS moze by¢ wielokrotnie aktywowany przy ,zatrzasnietym”
numerze wiersza, jednak nie mozna tego robi¢ zbyt czesto.

Decyduje o tym parametr zwany szybkoscig przetwarzania polecen

(ang. Command Rate) modutéw pamieci. J
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Sygnat CAS moze by¢ wielokrotnie aktywowany przy ,zatrzasnietym”
numerze wiersza, jednak nie mozna tego robi¢ zbyt czesto.

Decyduje o tym parametr zwany szybkoscig przetwarzania polecen
(ang. Command Rate) modutéw pamieci.

Dodatkowo, jesli kolejne dostepy dotycza danych z tego samego wiersza i
wielu kolejnych kolumn, moga one by¢ przestane w ciagu jednej operacji, w
tak zwanym trybie nagtym (ang. burst).
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Protokét dostepu do pamieci DRAM (c. d.)

Sygnat CAS moze by¢ wielokrotnie aktywowany przy ,zatrzasnietym”
numerze wiersza, jednak nie mozna tego robi¢ zbyt czesto.

Decyduje o tym parametr zwany szybkoscig przetwarzania polecen
(ang. Command Rate) modutéw pamieci.

Dodatkowo, jesli kolejne dostepy dotycza danych z tego samego wiersza i
wielu kolejnych kolumn, moga one by¢ przestane w ciagu jednej operacji, w
tak zwanym trybie nagtym (ang. burst).

v

Dlatego z punktu widzenia wydajnosci najlepiej jest programowac¢ dostepy
do pamieci tak, aby dotyczyty one jak najczesciej danych
przechowywanych w tych samych wierszach matryc DRAM.

V.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé V 24 maja 2011 40 / 60



Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Wptyw odswiezania pamieci DRAM

Odswiezanie pamieci DRAM jest przeprowadzane wiersz po wierszu. J
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Wptyw odswiezania pamieci DRAM

Odswiezanie pamieci DRAM jest przeprowadzane wiersz po wierszu. J

W trakcie od$wiezania jednego wiersza matryca pamieci nie jest dostepna
dla uzytecznego odczytu i zapisu danych. J
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Budowa i dziatanie podsystemu pamieci
Wptyw odswiezania pamieci DRAM

Odswiezanie pamieci DRAM jest przeprowadzane wiersz po wierszu. J

W trakcie od$wiezania jednego wiersza matryca pamieci nie jest dostepna
dla uzytecznego odczytu i zapisu danych.

Zgodnie z obowiagzujacymi standardami kazda komérka DRAM powinna
by¢ odéwiezana co 64 ms. Oznacza to, ze w praktyce polecenie
ods$wiezenia wiersza jest wysytane do matrycy DRAM co okoto 7,8 us.
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Wptyw odswiezania pamieci DRAM

Odswiezanie pamieci DRAM jest przeprowadzane wiersz po wierszu. J

W trakcie od$wiezania jednego wiersza matryca pamieci nie jest dostepna
dla uzytecznego odczytu i zapisu danych.

Zgodnie z obowiagzujacymi standardami kazda komérka DRAM powinna
by¢ odéwiezana co 64 ms. Oznacza to, ze w praktyce polecenie
ods$wiezenia wiersza jest wysytane do matrycy DRAM co okoto 7,8 us.

Czas trwania jednej operacji od$wiezania wiersza zalezy od modutéw
DRAM i (jesli jest zbyt dtugi) moze powodowaé znaczne opd6znienia w
dostepie do danych.
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C++ i czas trwania obliczen Schowki procesoréw

Réznice szybkosci miedzy procesorami i pamieciami DRAM

W latach 1990-2010 miat miejsce bardzo szybki rozwdj technologii

pbtprzwodnikowych, pozwalajacy na wielokrotne zmniejszenie rozmiaréw i
skrécenie czasu przetaczania tranzystoréw.
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pbtprzwodnikowych, pozwalajacy na wielokrotne zmniejszenie rozmiaréw i
skrécenie czasu przetaczania tranzystoréw.

Niestety nie jest mozliwe podobne przspieszenie matryc pamieci DRAM. J
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Réznice szybkosci miedzy procesorami i pamieciami DRAM

W latach 1990-2010 miat miejsce bardzo szybki rozwdj technologii
pbtprzwodnikowych, pozwalajacy na wielokrotne zmniejszenie rozmiaréw i
skrécenie czasu przetaczania tranzystoréw.

Niestety nie jest mozliwe podobne przspieszenie matryc pamieci DRAM. J

Stworzono technologie pozwalajace korzysta¢ z wielu matryc DRAM
rownolegle, ale pojawita sie kolejna przeszkoda w postaci trudnosci w
konstruowaniu magistral pamieci (im wigksza jest czestotliwo$¢ zegara
magistrali, tym trudniejsze jest poprowadzenie linii w taki sposéb, aby
magistrala nie byta zbyt czuta na zaktdcenia).
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Réznice szybkosci miedzy procesorami i pamieciami DRAM

W latach 1990-2010 miat miejsce bardzo szybki rozwdj technologii
pbtprzwodnikowych, pozwalajacy na wielokrotne zmniejszenie rozmiaréw i
skrécenie czasu przetaczania tranzystoréw.

Niestety nie jest mozliwe podobne przspieszenie matryc pamieci DRAM. J

Stworzono technologie pozwalajace korzysta¢ z wielu matryc DRAM
rownolegle, ale pojawita sie kolejna przeszkoda w postaci trudnosci w
konstruowaniu magistral pamieci (im wigksza jest czestotliwo$¢ zegara
magistrali, tym trudniejsze jest poprowadzenie linii w taki sposéb, aby
magistrala nie byta zbyt czuta na zaktdcenia).

Nawet ostatnia generacja pamieci (DDR3 SDRAM) nie pozwala na
zredukowanie réznicy szybkosci dziatania miedzy procesorami i DRAM.
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C++ i czas trwania obliczen Schowki procesoréw

Problemy z DRAM i schowki procesoréw

Odwotania do pamieci DRAM z programu wykonywanego przez

wspbtczesny procesor moga powodowaé opdznienia wykonania tego
programu rzedu 100-250 (i wiecej) cykli zegara.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé V 24 maja 2011 43 / 60



C++ i czas trwania obliczen Schowki procesoréw

Problemy z DRAM i schowki procesoréw

Odwotania do pamieci DRAM z programu wykonywanego przez
wspbtczesny procesor moga powodowaé opdznienia wykonania tego
programu rzedu 100-250 (i wiecej) cykli zegara.

W przypadku zastapienia pamieci DRAM pamieciami statycznymi,
op6znienia te mozna by byto znacznie zredukowa¢ (do ok. 90%).
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Seheld presesmy
Problemy z DRAM i schowki procesoréw

Odwotania do pamieci DRAM z programu wykonywanego przez
wspbtczesny procesor moga powodowaé opdznienia wykonania tego
programu rzedu 100-250 (i wiecej) cykli zegara.

W przypadku zastapienia pamieci DRAM pamieciami statycznymi,
op6znienia te mozna by byto znacznie zredukowa¢ (do ok. 90%).

Niestety z ekonomicznego punktu widzenia jest to nierealne. J
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Problemy z DRAM i schowki procesoréw

Odwotania do pamieci DRAM z programu wykonywanego przez
wspbtczesny procesor moga powodowaé opdznienia wykonania tego
programu rzedu 100-250 (i wiecej) cykli zegara.

W przypadku zastapienia pamieci DRAM pamieciami statycznymi,
op6znienia te mozna by byto znacznie zredukowa¢ (do ok. 90%).

Niestety z ekonomicznego punktu widzenia jest to nierealne. J

W zwiazku z tym pojawita sie koncepcja wprowadzenia tak zwanych
schowkéw (ang. cache), czyli blokéw statycznej pamieci RAM stuzacych
do tymczasowego przechowywania najczesciej uzywanych danych.
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Seheld presesmy
Strategia wykorzystania schowka

Pamieé gtéwna (ang. main memory)

Pamiec (zwykle zbudowana z modutéw DRAM), w ktérej przechowywana
jest wiekszo$¢ danych (i rozkazéw) wykorzystywanych przez procesory w
trakcie wykonywania programéw.
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Strategia wykorzystania schowka

Pamieé gtéwna (ang. main memory)

Pamiec (zwykle zbudowana z modutéw DRAM), w ktérej przechowywana

jest wiekszo$¢ danych (i rozkazéw) wykorzystywanych przez procesory w
trakcie wykonywania programéw.

Dane odczytywane przez procesor z pamieci gtéwnej najpierw trafiajg do
schowka. Dane, ktére juz znajduja sie w schowku, nie musza by¢ pobierane
z pamieci gtdéwnej.

v

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czes¢ V

24 maja 2011 44 / 60



Seheld presesmy
Strategia wykorzystania schowka

Pamieé gtéwna (ang. main memory)

Pamiec (zwykle zbudowana z modutéw DRAM), w ktérej przechowywana
jest wiekszo$¢ danych (i rozkazéw) wykorzystywanych przez procesory w
trakcie wykonywania programéw.

Dane odczytywane przez procesor z pamieci gtéwnej najpierw trafiajg do
schowka. Dane, ktére juz znajduja sie w schowku, nie musza by¢ pobierane
z pamieci gtdéwnej.

v

Strategia zapisu zwrotnego (ang. write back)

W przypadku zapisu, dane sa poczatkowo zapisywane w schowku. S3 one
kopiowane do pamieci gtéwnej w czasie, gdy w schowku trzeba je zastgpic
innymi danymi (tzn. z op6znieniem).
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Seheld presesmy
/Zasada lokalnosci

Poniewaz czestotliwos$¢ zegara dla komérek pamieci, z ktérych zbudowany
jest schowek, moze by¢ taka, jak dla procesora, powinno by¢ jasne, ze
zastosowanie schowka znacznie zwieksza wydajnos¢ przy wykonywaniu
niewielkich programéw.
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/Zasada lokalnosci

Poniewaz czestotliwos$¢ zegara dla komérek pamieci, z ktérych zbudowany
jest schowek, moze by¢ taka, jak dla procesora, powinno by¢ jasne, ze
zastosowanie schowka znacznie zwieksza wydajnos¢ przy wykonywaniu
niewielkich programéw.

Okazuje sie, ze dzieki zastosowaniu schowkéw mozna zwiekszy¢ szybkoséé
wykonywania wszystkich programéw, poniewaz wiekszo$¢ programéw
wykazuje tendencje do ,koncentrowania si¢” na stosunkowo matych
blokach danych.
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Poniewaz czestotliwos$¢ zegara dla komérek pamieci, z ktérych zbudowany
jest schowek, moze by¢ taka, jak dla procesora, powinno by¢ jasne, ze
zastosowanie schowka znacznie zwieksza wydajnos¢ przy wykonywaniu
niewielkich programéw.

Okazuje sie, ze dzieki zastosowaniu schowkéw mozna zwiekszy¢ szybkoséé
wykonywania wszystkich programéw, poniewaz wiekszo$¢ programéw
wykazuje tendencje do ,koncentrowania si¢” na stosunkowo matych
blokach danych.

Zasada lokalnosci (ang. locality principle)

Wiekszo$¢ odwotan do pamieci w programach ma lokalny charakter
(tzn. $rednia réznica adreséw przy kolejnych odwotaniach do pamieci jest
stosunkowo niewielka).

V.
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Seheld presesmy
Hierarchie schowkéw

Poczatkowo procesory dysponowaty jednym schowkiem, jednak okazato sie,
ze korzystne jest przechowywanie rozkazéw i danych w réznych schowkach.J
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C++ i czas trwania obliczen Schowki procesoréw

Hierarchie schowkéw

Poczatkowo procesory dysponowaty jednym schowkiem, jednak okazato sie,
ze korzystne jest przechowywanie rozkazéw i danych w réznych schowkach.

v

Z przyczyn technicznych czas potrzebny na pobranie danych ze schowka

lub zapis danych do schowka jest tym wiekszy, im wigksze s3 rozmiary
schowka.
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Poczatkowo procesory dysponowaty jednym schowkiem, jednak okazato sie,
ze korzystne jest przechowywanie rozkazéw i danych w réznych schowkach.

v

Z przyczyn technicznych czas potrzebny na pobranie danych ze schowka
lub zapis danych do schowka jest tym wiekszy, im wigksze s3 rozmiary
schowka.

Dlatego zaczeto stosowaé niewielkie schowki | poziomu (ang. level 1
cache) oddzielne dla rozkazéw i danych oraz znacznie wieksze schowki Il
poziomu (ang. level 2 cache).
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Hierarchie schowkéw

Poczatkowo procesory dysponowaty jednym schowkiem, jednak okazato sie,
ze korzystne jest przechowywanie rozkazéw i danych w réznych schowkach.

v

Z przyczyn technicznych czas potrzebny na pobranie danych ze schowka
lub zapis danych do schowka jest tym wiekszy, im wigksze s3 rozmiary
schowka.

Dlatego zaczeto stosowaé niewielkie schowki | poziomu (ang. level 1
cache) oddzielne dla rozkazéw i danych oraz znacznie wieksze schowki Il
poziomu (ang. level 2 cache).

Przy okazji wprowadzenia na rynek procesoréw wielordzeniowych
(ang. multicore) stwierdzono, ze korzystne jest dodanie Il poziomu
schowkéw (wspdlnych dla wielu rdzeni).

v
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Seheld presesmy
Wiersze schowka

Przy kopiowaniu danych z pamieci gtéwnej do schowka (lub ze schowka do
pamieci gtdwnej przy zapisie zwrotnym) poszczegdlne bajty danych nie s3
kopiowane oddzielnie (bytoby to bardzo niewydajne).
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Seheld presesmy
Wiersze schowka

Przy kopiowaniu danych z pamieci gtéwnej do schowka (lub ze schowka do
pamieci gtdwnej przy zapisie zwrotnym) poszczegdlne bajty danych nie s3
kopiowane oddzielnie (bytoby to bardzo niewydajne).

Pamieé gtéwna jest podzielona na roztaczne bloki o jednakowych
rozmiarach (zwykle 32 B lub 64 B), z ktérych kazdy jest kopiowany w
catosci.
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Wiersze schowka

Przy kopiowaniu danych z pamieci gtéwnej do schowka (lub ze schowka do
pamieci gtdwnej przy zapisie zwrotnym) poszczegdlne bajty danych nie s3
kopiowane oddzielnie (bytoby to bardzo niewydajne).

Pamieé gtéwna jest podzielona na roztaczne bloki o jednakowych
rozmiarach (zwykle 32 B lub 64 B), z ktérych kazdy jest kopiowany w
catosci.

Odwotanie (w programie) do jednej z lokacji w obrebie bloku powoduje
skopiowanie catego bloku.
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rozmiarach (zwykle 32 B lub 64 B), z ktérych kazdy jest kopiowany w
catosci.

Odwotanie (w programie) do jednej z lokacji w obrebie bloku powoduje
skopiowanie catego bloku.

Schowek jest podzielony na bloki o rozmiarach identycznych z rozmiarami
blokéw w pamieci gtéwnej, zwane wierszami schowka (ang. cache line), w
ktérych mozna zapisywac dane pochodzace z blokdéw w pamieci gtéwnej.
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C++ i czas trwania obliczen Schowki procesoréw

Pobieranie z wyprzedzeniem

Obserwacja |

Programy czesto odwotuja sie do sekwencji kolejnych lokacji w pamieci

(tzn. np. po owotaniu do lokacji o adresie n nastepuje odwotanie do lokacji
n+1itd.).
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Protokét dostepu do pamieci DRAM sprzyja przeprowadzaniu operacji na
ciggach lokacji o kolejnych adresach.
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Pobieranie z wyprzedzeniem

Obserwacja |

Programy czesto odwotuja sie do sekwencji kolejnych lokacji w pamieci
(tzn. np. po owotaniu do lokacji o adresie n nastepuje odwotanie do lokacji
n+1itd.).

v

Obserwacja Il

Protokét dostepu do pamieci DRAM sprzyja przeprowadzaniu operacji na
ciggach lokacji o kolejnych adresach.

Konstruktorzy procesoréw usitujg wykorzystaé te obserwacje poprzez
stosowanie spekulatywnego pobierania z wyprzedzeniem prefetch danych z
blokéw w pamieci gtdwnej, do ktérych prawdopodobnie nastapi odwotanie
w dalszej czesci programu.
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Seheld presesmy
Organizacja schowka

Schowek mozna wyobrazaé sobie jako tablice ztozong z 2¥ wierszy o
rozmiarach 2% B kazdy. taczna pojemnoéé schowka wynosi wtedy 2<% B.
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Schowek mozna wyobrazaé sobie jako tablice ztozong z 2¥ wierszy o
rozmiarach 2% B kazdy. taczna pojemnoéé schowka wynosi wtedy 2<% B.

Jezeli pamie¢ gtéwna ma pojemnoéé 2M = 2™ x 2% B, to na jeden wiersz
schowka przypada 2™~ blokéw w pamieci gtéwnej (m > k).
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Jezeli pamie¢ gtéwna ma pojemnoéé 2M = 2™ x 2% B, to na jeden wiersz
schowka przypada 2™~ blokéw w pamieci gtéwnej (m > k).

Okazuje sie, ze najlepsze efekty daja zbiorowo-asocjatywne
(ang. set-associative) sposoby przyporzadkowywania blokéw w pamieci
gtéownej do wierszy schowka.
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Schowek mozna wyobrazaé sobie jako tablice ztozong z 2¥ wierszy o
rozmiarach 2% B kazdy. taczna pojemnoéé schowka wynosi wtedy 2<% B.

Jezeli pamie¢ gtéwna ma pojemnoéé 2M = 2™ x 2% B, to na jeden wiersz
schowka przypada 2™~ blokéw w pamieci gtéwnej (m > k).

Okazuje sie, ze najlepsze efekty daja zbiorowo-asocjatywne
(ang. set-associative) sposoby przyporzadkowywania blokéw w pamieci
gtéownej do wierszy schowka.

Schowek jest dzielony na 2° czesci, zwanych zbiorami (ang. set), po 2"
wierszy w kazdym. Wtedy k =s+ r.
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Seheld presesmy
Organizacja schowka (c. d.)

Ponumerujmy bloki w pamieci gtéwnej od 0 do (2™ — 1) i wprowadzmy
przyporzadkowanie, w ktérym bloki o numerach n+ j x 2%, gdzie n < 2°,
odpowiadaja temu samemu zbiorowi wierszy w schowku.
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przyporzadkowanie, w ktérym bloki o numerach n+ j x 2%, gdzie n < 2°,
odpowiadaja temu samemu zbiorowi wierszy w schowku.

Przyjmijmy, ze dla kazdego z tych blokéw w pamieci gtéwnej dane beda
mogty by¢ przechowywane tylko w jednym z wierszy schowka nalezacych
do zbioru, ktéry odpowiada temu blokowi.
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Ponumerujmy bloki w pamieci gtéwnej od 0 do (2™ — 1) i wprowadzmy
przyporzadkowanie, w ktérym bloki o numerach n+ j x 2%, gdzie n < 2°,
odpowiadaja temu samemu zbiorowi wierszy w schowku.

Przyjmijmy, ze dla kazdego z tych blokéw w pamieci gtéwnej dane beda
mogty by¢ przechowywane tylko w jednym z wierszy schowka nalezacych
do zbioru, ktéry odpowiada temu blokowi.

Witedy dla kazdego bloku w pamieci gtéwnej dane z tego bloku moga by¢
przechowywane w schowku na 2" sposobéw oraz istnieje 27 °~" — 1
blokéw, ktére ,konkuruja” z nim o ,dostep” do schowka.
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przyporzadkowanie, w ktérym bloki o numerach n+ j x 2%, gdzie n < 2°,
odpowiadaja temu samemu zbiorowi wierszy w schowku.

Przyjmijmy, ze dla kazdego z tych blokéw w pamieci gtéwnej dane beda
mogty by¢ przechowywane tylko w jednym z wierszy schowka nalezacych
do zbioru, ktéry odpowiada temu blokowi.

Witedy dla kazdego bloku w pamieci gtéwnej dane z tego bloku moga by¢
przechowywane w schowku na 2" sposobéw oraz istnieje 27 °~" — 1
blokéw, ktére ,konkuruja” z nim o ,dostep” do schowka.

Przy tym dane z 2" blokéw w kazdej grupie 2™~° blokéw w pamieci
gtéwnej moga jednoczesnie byé w schowku.

4
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Seheld presesmy
Organizacja schowka (c. d.)

Wtedy moéwi sie, ze schowek ma 2"-torowa organizacje
zbiorowo-asocjatywna (ang. 2"-way set-associative).
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C++ i czas trwania obliczen Schowki procesoréw

Organizacja schowka (c. d.)

Wtedy moéwi sie, ze schowek ma 2"-torowa organizacje
zbiorowo-asocjatywna (ang. 2"-way set-associative). J

Okazuje sie, ze dla r = 1 wydajnosc rosnie blisko dwukrotnie w stosunku
do r = 0. Jednak dla r > 3 wydajnos$¢ jest praktycznie taka, jak dla r = 3.J
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do r = 0. Jednak dla r > 3 wydajnos$¢ jest praktycznie taka, jak dla r = 3.

v

Ogodlnie stopien skomplikowania elektroniki realizujgcej schowek roénie
wraz z r, natomiast czas dostepu do schowka rosnie wraz z s.
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Wtedy moéwi sie, ze schowek ma 2"-torowa organizacje
zbiorowo-asocjatywna (ang. 2"-way set-associative).

Okazuje sie, ze dla r = 1 wydajnosc rosnie blisko dwukrotnie w stosunku
do r = 0. Jednak dla r > 3 wydajnos$¢ jest praktycznie taka, jak dla r = 3.

v

Ogodlnie stopien skomplikowania elektroniki realizujgcej schowek roénie
wraz z r, natomiast czas dostepu do schowka rosnie wraz z s.

Dlatego schowki | poziomu zwykle maja 2-torowa organizacje
zbiorowo-asocjatywna, natomiast dla schowkéw Il i Il poziomu r moze by¢
w granicach od 2 do 4.
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e il lie § TLE
Adresy fizyczne i wirtualne

Adresy uzywane przez programy na ogdt nie s3 adresami, ktérych uzywa
kontroler pamieci do dentyfikacji bitéw w matrycach DRAM. J
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kontroler pamieci do dentyfikacji bitéw w matrycach DRAM.

Adresy fizyczne (ang. physical)

Adresy uzywane do identyfikacji lokacji pamieci przy fizycznym przesytaniu
danych (np. z CPU do modutéw DRAM).
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e il lie § TLE
Adresy fizyczne i wirtualne

Adresy uzywane przez programy na ogdt nie s3 adresami, ktérych uzywa
kontroler pamieci do dentyfikacji bitéw w matrycach DRAM.

Adresy fizyczne (ang. physical)

Adresy uzywane do identyfikacji lokacji pamieci przy fizycznym przesytaniu
danych (np. z CPU do modutéw DRAM).

Adresy wirtualne (ang. virtual)

Adresy uzywane przez oprogramowanie przy odwotaniach do pamieci.

Jednemu adresowi fizycznemu moze odpowiadaé wiele adresow
wirtualnych.
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C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Bloki stronicowe

Przyporzadkowanie miedzy adresami wirtualnymi i fizycznymi jest

realizowane poprzez uzycie stron pamieci (ang. memory page) oraz tabel
translacji (ang. translation table).
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Przyporzadkowanie miedzy adresami wirtualnymi i fizycznymi jest
realizowane poprzez uzycie stron pamieci (ang. memory page) oraz tabel
translacji (ang. translation table).

Fizyczna przestrzen adresowa (ang. physical address space)

Zbidr wszystkich mozliwych fizycznych adreséw, ktérych moze uzywad
dany procesor (lub ogdlnie rodzina procesoréw). Jej rozmiar jest
maksymalnym mozliwym rozmiarem pamieci RAM dla tego procesora.
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Bloki stronicowe

Przyporzadkowanie miedzy adresami wirtualnymi i fizycznymi jest
realizowane poprzez uzycie stron pamieci (ang. memory page) oraz tabel
translacji (ang. translation table).

Fizyczna przestrzen adresowa (ang. physical address space)

Zbidr wszystkich mozliwych fizycznych adreséw, ktérych moze uzywad
dany procesor (lub ogdlnie rodzina procesoréw). Jej rozmiar jest
maksymalnym mozliwym rozmiarem pamieci RAM dla tego procesora.

Fizyczna przestrzen adresowa jest dzielona na bloki stronicowe (ang. page
frame) o rozmiarach 22 B kazdy (b >= 12). Jezeli f jest numerem bloku
stronicowego, to fizyczne adresy lokacji w obrebie tego bloku maja postaé
f + o, gdzie o < 2° nazywa sie ofsetem (ang. offset).
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C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Strony pamieci

Wirtualna przestrzen adresowa (ang. virtual address space)

Zbidér wszystkich mozliwych wirtualnych adreséw, ktérych moze uzywaé

oprogramowanie wykonywane przez dany procesor (lub ogdlnie rodzine
procesoréw).
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Strony pamieci

Wirtualna przestrzen adresowa (ang. virtual address space)

Zbidér wszystkich mozliwych wirtualnych adreséw, ktérych moze uzywaé

oprogramowanie wykonywane przez dany procesor (lub ogdlnie rodzine
procesoréw).

Rozmiary wirtualnej przestrzeni adresowej na ogdt sa rézne od rozmiaréw
fizycznej przestrzeni adresowej (i rézne od rozmiaréw pamieci RAM).
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e il lie § TLE
Strony pamieci

Wirtualna przestrzen adresowa (ang. virtual address space)

Zbidér wszystkich mozliwych wirtualnych adreséw, ktérych moze uzywaé
oprogramowanie wykonywane przez dany procesor (lub ogdlnie rodzine
procesoréw).

Rozmiary wirtualnej przestrzeni adresowej na ogdt sa rézne od rozmiaréw
fizycznej przestrzeni adresowej (i rézne od rozmiaréw pamieci RAM).

Potrzebna jest metoda wyznaczania adresu fizycznego dla danego adresu
wirtualnego.
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e il lie § TLE
Strony pamieci

Wirtualna przestrzen adresowa (ang. virtual address space)

Zbidér wszystkich mozliwych wirtualnych adreséw, ktérych moze uzywaé
oprogramowanie wykonywane przez dany procesor (lub ogdlnie rodzine
procesoréw).

Rozmiary wirtualnej przestrzeni adresowej na ogdt sa rézne od rozmiaréw
fizycznej przestrzeni adresowej (i rézne od rozmiaréw pamieci RAM).

Potrzebna jest metoda wyznaczania adresu fizycznego dla danego adresu
wirtualnego.

W tym celu bloki adreséw w wirtualnej przestrzeni adresowej, zwane
stronami pamieci (ang. memory page), mapuje sie na odpowiednie bloki
stronicowe.

v
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e il lie § TLE
Translacja adreséw stron pamieci

Cze$¢ adresu wirtualnego ,,ponad” ofsetem dzielona jest na ciagi bitéw
(zwykle o jednakowej dtugosci). Nazwijmy je ki, ..., k, tak, aby ki byt
ciagiem najmniej znaczacych, a k, — ciagiem najbardziej znaczacych bitéw.
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C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Translacja adreséw stron pamieci

Cze$¢ adresu wirtualnego ,,ponad” ofsetem dzielona jest na ciagi bitéw
(zwykle o jednakowej dtugosci). Nazwijmy je ki, ..., k, tak, aby ki byt
ciagiem najmniej znaczacych, a k, — ciagiem najbardziej znaczacych bitéw.

©Q kj jest indeksem w tabeli, ktérej adres fizyczny znajduje sie w jednym
z rejestréw (ang. register) procesora i wyznacza komérke zawierajaca
adres fizyczny kolejnej tabeli.

@ kp_1 jest indeksem w tabeli, ktérej adres fizyczny zostat wyznaczony
w poprzednim kroku. Okresla on komérke zawierajacy adres fizyczny
kolejnej tabeli.

©Q ki jest indeksem w tabeli, ktérej adres fizyczny zostat wyznaczony w
poprzednim kroku. Okresla on komérke zawierajaca adres fizyczny
poszukiwanego bloku stronicowego.

v
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C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Procesy i tabele translacji

Cze$¢ adresu wirtualnego odpowiadajacg ofsetowi dodaje sie do fizycznego
adresu bloku stronicowego odczytanego z tabel translacji adreséw stron
pamieci. W ten sposéb otrzymuje sie adres fizyczny lokacji, ktorej
dotyczny odwotanie do pamieci w programie.
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Cze$¢ adresu wirtualnego odpowiadajacg ofsetowi dodaje sie do fizycznego
adresu bloku stronicowego odczytanego z tabel translacji adreséw stron
pamieci. W ten sposéb otrzymuje sie adres fizyczny lokacji, ktorej
dotyczny odwotanie do pamieci w programie.

Kazdy proces w ogdlnosci dysponuje wtasnag strukturg tabel translacji
adreséw stron pamieci. Dlatego mozna powiedzied, ze kazdy proces
dysponuje wtasng przestrzenia adresowa i ,widzi” pamie¢ komputera w
szczegdlny sposdb.
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Procesy i tabele translacji

Cze$¢ adresu wirtualnego odpowiadajacg ofsetowi dodaje sie do fizycznego
adresu bloku stronicowego odczytanego z tabel translacji adreséw stron
pamieci. W ten sposéb otrzymuje sie adres fizyczny lokacji, ktorej
dotyczny odwotanie do pamieci w programie.

Kazdy proces w ogdlnosci dysponuje wtasnag strukturg tabel translacji
adreséw stron pamieci. Dlatego mozna powiedzied, ze kazdy proces
dysponuje wtasng przestrzenia adresowa i ,widzi” pamie¢ komputera w
szczegdlny sposdb.

Podczas przetaczania zadan procesor jest ,przetaczany” z tabel translacji
stron pamieci jednego procesu na tabele translacji stron pamieci drugiego
procesu.

Rafat J. Wysocki (rwys@fuw.edu.pl) Programowanie, czeéé V 24 maja 2011 56 / 60



C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Mechanizm pamieci wirtualnej bez buforowania bytby bardzo kosztowny
(wymaga n odwotan do pamieci w celu uzyskania 1 adresu fizycznego). J
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C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Mechanizm pamieci wirtualnej bez buforowania bytby bardzo kosztowny
(wymaga n odwotan do pamieci w celu uzyskania 1 adresu fizycznego).

Dlatego wyniki pewnej liczby ostatnich operacji poszukiwania fizycznego
adresu bloku stronicowego dla danego adresu wirtualnego s3
przechowywane w specjalnym schowku.
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C++ i czas trwania obliczen Pamieé wirtualna i TLB

Mechanizm pamieci wirtualnej bez buforowania bytby bardzo kosztowny
(wymaga n odwotan do pamieci w celu uzyskania 1 adresu fizycznego).

Dlatego wyniki pewnej liczby ostatnich operacji poszukiwania fizycznego
adresu bloku stronicowego dla danego adresu wirtualnego s3
przechowywane w specjalnym schowku.

TLB (ang. Translation Lookaside Buffer)

Schowek, w ktérym procesor przechowuje fizyczne adresy dla pewnej liczby
adreséw wirtualnych, ostatnio uzywanych przez oprogramowanie przy
odwotaniach do pamieci.
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e il lie § TLE
Wptyw TLB na wydajnosc

TLB ma strukture w petni asocjatywng (ang. fully associative), co
oznacza, ze petny adres wirtualny strony pamieci jest uzywany do
wyznaczenia wiersza przechowujacego odpowiadajagcy mu adres fizyczny.
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e il lie § TLE
Wptyw TLB na wydajnosc

TLB ma strukture w petni asocjatywng (ang. fully associative), co
oznacza, ze petny adres wirtualny strony pamieci jest uzywany do
wyznaczenia wiersza przechowujacego odpowiadajagcy mu adres fizyczny.

Dlatego rozmiary TLB s3 zazwyczaj bardzo ograniczone. J

Jednoczesnie odwotania z uzyciem adreséw wirtualnych, dla ktérych nie
ma adreséw fizycznych w TLB s3 bardzo kosztowne.

Dlatego program, ktéry powoduje czeste zmiany w TLB (odwotuje sie
ciggle do innych obszaréw przestrzeni adresowej), bedzie wykonywany
bardzo wolno w poréwnaniu z programami, ktére tego nie robia.
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C++ i czas trwania obliczen NUMA

Wptyw architektur klasy NUMA na wydajnos¢

NUMA (ang. Non-Uniform Memory Access)

Sposéb konstrukeji komputera, przy ktérym pamie¢ RAM jest podzielona
na tak zwane wezty (ang. node) w taki sposéb, ze czas dostepu do pamieci
w réznych weztach z tego samego CPU jest w ogdlnosci rézny.
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NUMA (ang. Non-Uniform Memory Access)

Sposéb konstrukeji komputera, przy ktérym pamie¢ RAM jest podzielona
na tak zwane wezty (ang. node) w taki sposéb, ze czas dostepu do pamieci
w réznych weztach z tego samego CPU jest w ogdlnosci rézny.

v

Zwykle dla kazdego procesora (lub rdzenia) istnieje jeden wezet, do
ktérego ma on ,najszybszy” dostep oraz wiele weztéw, czas dostepu do
ktérych jest dla niego znacznie dtuzszy.

Witedy, jesli program wykonywany przez procesor odwotuje sie do pamieci
zlokalizowanej w ,bardziej odlegtych” weztach pamieci, to w ogdlnosci
bedzie on wykonywany duzo wolniej od programu, ktéry odwotuje sie do
pamieci zlokalizowanej w wezle ,,najblizszym” danemu procesorowi.
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