Mechanika kwantowa I1B

Kolokwium - zadania
7 stycznia 2019

Prosimy o rozwigzanie zadan na osobnych kartkach oraz ich podpisanie. Komentarz jest
nieodzownq czesciqg rozwigzania. Powodzenia!

Zadanie 1

(4 pkt.) Rozwaz ferromagnetyk Heisenberga sktadajacy sie z N spinéw znajdujacych
sie w weztach jednowymiarowego tancucha. Zaloz, ze spiny sa uporzadkowane tak, ze
magnetyzacja ukladu jest skierowana wzdtuz osi z. Niech uktad znajduje sie w stanie
k) = a}|0), gdzie |0) jest stanem podstawowym tego ferromagnetyka, czyli stan |k)
zawiera jeden magnon, ktorego ped wynosi hk # 0 (méwiac inaczej stan |0) to stan prozni
dla magnonéw). Znajdz warto$¢ poprzecznej spinowej funkcji korelacji zdefiniowane;j
rownaniem

Ci5 (k) = (KIS - S|k,

gdzie gf = Sfem—i—gf e,. W rachunkach wykorzystaj transformacje¢ Holsteina-Primakoffa

ST =al(28 —ala)V?, SF = (25 —ala)?a;, 57 =S—dla;,
gdzie a; sa bozonowymi operatorami anihilacji w wezle . Zatéz przy tym, ze S > 1
i rozwin powyzsze wyrazenia pozostawiajac tylko dominujgce wktady. Skomentuj uzy-
skany wynik. R R )

Wsk.: Transformaty Fouriera beda przydatne w tym zadaniu, a ponadto Sjj»E =57 iiSjy :

Zadanie 2
(6 pkt.) Rozwaz hamiltonian ciasnego wiazania dla elektronéw znajdujacych sie na dwu-
wymiarowej sieci regularnej (komorka elementarna jest kwadratem) dany wyrazeniem

I:[ =—t Z Z(C;racj'g + h.C.)7

(ig) @

gdzie t > 0 to stala przeskoku, (i,7) oznacz, ze wezly i 1 j sa najblizszymi sasiadami,
a h.c. oznacza sprzezenie hermitowskie. Przyjmij, ze stalta sieci a = 1, a krysztal ma
wymiary L, X L, = Nya x Nya, przy czym L,, L, > a.

(a) Znajdz relacje dyspersji €y dla tego hamiltonianu i zapisz go w postaci diagonalne;.
Ile pasm energetycznych posiada ten model?

(b) Rozwaz parametr gestosci n = N, /N, gdzie N, jest liczba elektronéw w uktadzie, a
N jest ilodcia dostepnych weztow. Pokaz, ze w stanie podstawowym dla zadanej liczby
N, wielko$¢ n jest proporcjonalna do powierzchni w przestrzeni pedowej ograniczane;j
przez powierzchnie Fermiego. Znajdz wartos¢ stalej proporcjonalnosci.

(¢) Naszkicuj powierzchni¢ Fermiego dla (i) n < 1, (ii) n = 1 oraz (iii) n = 2.

Wsk.: Wykorzystaj otrzymang w podpunkcie (a) relacje dyspers;ji.



