Mechanika kwantowa IIB: Zadania domowe #6

Wydziat Fizyki, Uniwersytet Warszawski — 14 stycznia 2019

| Info: * - oznacza, ze zadanie to jest nieobowigzkowe

Zadanie 1: Transformacja Bogolubowa dla bozonéw

Rozwaz hamiltonian R
H=¢ (aial + aial) + A(ara2 + h.c),

gdzie a; i ay to operatory bozonowe. Zakladamy, ze ¢ i A to dodatnie state takie, ze ¢ > A.
W celu zapisania hamiltonianu w formie diagonalnej wykonamy transformacje Bogolubowa wprowadzajac
tym samym nowe operatory bozonowe b, i by. Transformacja jest dana relacjami:

a1 = uby — Ubg,

as = uby — UbJ{.

(a) Transformacja Bogolubowa jest transformacjq kanoniczng w zwigzku z tym zachowuje relacje komu-
tacyjne dla operatoréw bozonowych. Pokaz, ze w zwigzku z tym wymuszony jest warunek

u?—v? =1.

Wynik ten pozwala sparametryzowaé wspdtczynniki u i v w nastepujacy sposéb u = coshn i v = sinh 7.
(b) Pokaz, ze warunek diagonalnos$ci hamiltonianu po wykonaniu transformacji Bogolubowa prowadzi do
relacji

A
tgh2n = =

Pokaz, ze wtedy hamiltonian ma postaé
H=F (b{bl + bgbg) el

przy czym wyraz stale G i F' za pomocg € i A.

(c) Korzystajac z powyzszego wyniku przedstaw argumentacje za tym, Ze stan podstawowy ukladu |¥)
mozna zdefiniowa¢ za pomoca wyrazenia méwigcego co sie stanie po podziataniu operatorem b; na stan
|Wo). Jaka jest energia stanu podstawowego? Odpowiedzi uzasadnij.

(d) Jaka jest energia najnizszego stanu wzbudzonego? Odpowiedz uzasadnij.

(e) Stan podstawowy jest zadany réwnaniem

[Wo) = Cexp(—tghn ala})|0),

gdzie |0) to stan prézni dla operatoréw a;, a stata C' to pewien czynnik normalizacyjny. Pokaz, ze stan ten
spelnia warunek omawiany w punkcie (c).
Wsk.: Skorzysta¢é z relacji Bakera-Campbella-Hausdorffa.



Zadanie 2: Reprezentacja Lehmanna

Wygodna w rachunkach reprezentacjg funkcji Greena jest tzw. reprezentacja Lehmanna. Zdefiniujmy
funkcje Greena "wiekszg"
G” (v, t,t) = —i{c,(t)cl(t))

oraz funkcje Greena "mniejszg"
G=(v t,t) =i {c}(t)eu(1)),

gdzie ¢, sa operatorami fermionowymi. Srednie wystepujace w ich definicjach sa érednimi termicznymi
i mozemy je wyrazi¢ postugujac sie baza wtasna {|n)} rozwazanego hamiltonianu, tj. H|n) = E,|n).
W takim przypadku $rednia termiczna jest postaci (...) = Z=1 3" e #Fn(n|.. . |n), gdzie Z =, e PEn.
(a) Pokaz, ze

G> (V, t, t/) _ 7% Z efﬁEnei(EnfE,,L)(tft') |<m\Ci|n>‘2 ,
n,m

a takze ,
G< (v, t, t/) — % Z e—ﬁEmei(En—Em)(t—t’) ’<m|C,T,|TL> |2 .

(b) Retardowana funkcja Greena jest zwigzana z G~ i G< w nastepujacy sposéb
GRvt—t)=0(t—1t)[G"(vt.t)— G~ (vt,t)].

Pokaz, ze

1 |(mc] |n)|? _ _
R v BER BEm
G (l/,w)——g DTE. _E, 107 (e +e ).

n,m

(c) Na podstawie powyzszego wyniku pokaz, ze funkcja spektralna

Alv,w) = —llm GR(v,w)
s
jest nieujemna (A(v,w) > 0).
Wsk.: Wykorzystaj wzor Sochockiego.

Zadanie 3: Reguta sum dla funkcji spektralnej

Udowodnij regute sum dla funkcji spektralnej w przypadku fermionowym, ktéra mozemy sformutowaé
réwnaniem

/OO dwA(v,w) = 1.

— 00

Zinterpretuj powyzszy wynik postugujac sie wynikiem z punktu (c) w zadaniu 2.

Zadanie 4: Funkcja spektralna dla cieczy Fermiego

W szerokiej klasie uktadéw oddziatujacych fermionéw zwanych cieczami Fermiego funkcja spektralna
ma postaé
Zx (1/2n)
T (w—&)* + (1/27)

gdzie 7y jest czasem Zycia wzbudzenia elementarnego w takim uktadzie, £} jest zrenormalizowang energia
wzbudzenia, a Zy jest stala dodatnig o warto$ciach miedzy 0 i 1. W przypadku, gdy Zx # 1 konieczne
jest dodanie jest niekoherentnej czesci funkcji spektralnej Ay con(ko,w) reprezentujacej tto (continuum),
ktora jest konieczna, aby spelic¢ regute sum z poprzedniego zadania. Wzbudzenia elementarne sg w tym
przypadku nazywane kwagziczqstkami. Wyczerpujaca fenomenologiczng teorie cieczy Fermiego sformuto-
wat jako pierwszy L. Landau w 1957 roku.

Ako,w) ~

) + Aincoh (kO’, W),



Rozwazmy przyblizong postac funkcji spektralnej dla cieczy Fermiego stuszng w poblizu powierzchni Fer-
miego dana réwnaniem
oW — |wf)
A(k =Z0(w — 1-Z)——

(ko,w) = Z8(w — &) + (1 = 2) =0,
gdzie W i Z to dodatnie i rzeczywiste state (ponadto Z < 1).
(a) Poréwnaj oba wyrazenia i przedstaw réznice i podobienstwa.
(b) Sprawdz czy ta funkcja spektralna spelnia regute sum.
(c) Pokaz, ze w zerowej temperaturze pedowa funkcja rozktadu (clgckg> dla cieczy Fermiego o powyzszej
funkcji spektralnej posiada skok o amplitudzie Z dla k = kp.

Zadanie 5: Funkcje Greena dla taricucha jednowymiarowego

Rozwaz jednowymiarowy model bezspinowych i nieoddziatujacych fermionéw znajdujacych sie w jed-
nowymiarowym tancuchu o N weztach z periodycznymi warunkami brzegowymi. Hamiltonian tego mo-
delu jest postaci

N
H= —tz (C;L-ch + h.c.) .

Jj=1

Przyjmij, ze stala sieci a = 1.

(a) Znajdz retardowang funkcje Greena Go(n, m,w) w tym przypadku.

Wsk.: Skorzystaj z tego, ze (id; — H)Go(r,t;7',t') = 6(t — t')5(r — '), a takze bazy diagonalnej hamilto-
nianu. Przy liczeniu transformaty Fouriera powyzszego réwnania nalezy zastgpi¢ w — w +i0™", aby dostaé
retardowang funkcje Greena.

(b) Przechodzac do granicy termodynamicznej (N — oo) znajdz jakie warto$ci przyjmuje retardowana
funkcja Greena postugujgc sie twierdzeniem o residuach i catkowaniem po odpowiednim konturze.

(c¢) W punkcie n = 0 dodajemy domieszke, ktdrej potencjat jest postaci V = vcgco. Pokazaé, ze retardo-
wana funkcja Greena w przypadku z domieszkg ma posta¢: G = (1 -GV )" 1Gy = G+ GoT(w)Gy, gdzie
T(W) =V+ VG()V + VG()VG(]V + ...

(d) Pokaz, ze
v

Tw)=1— vGo(0,0, w) |

0)(0).

Zadanie 6: Rownania ruchu dla funkcji Greena

Dla ukladu elektronéw opisywanego hamiltonianem
~ 1
H =3 exticotinr+ 50 Y 0k (Dlhpq,00o—q.0 .o/ Thio
k,o q k,o k’,o’

znajdz réwnania ruchu dla retardowanej funkcji Greena G* (ko,w) (patrz zad. 2). Przyjmij, ze vy 1 (q) =
Uik (—a)-

Zadanie 7: Selfenergia i wtasnosci kwaziczqstek

Niech retardowana funkcja Greena pewnego uktadu oddziatujacych fermionéw ma postaé

1

GR(ko,w) = -
w — 2 + o Tw

Relacja dyspersji elektrondw wynosi ¢y i ich potencjat chemiczny wynosi p, ponadto v > 0.
(a) Znajdz elektronowg selfenergie X (ko,w) w tym przypadku.
(b) Oblicz energie w; ,, i czasy zycia 7; , kwaziczastek w tym przypadku.



(c) Jaki warunek powinien by¢ spelniony, aby pojecie kwaziczatek byto sensowne w tym przypadku?
(d) Policz masy efektywne kwaziczastek wiedzac, ze sa one zwigzane z selfenergia relacja

1— (3Rc26(k,wiﬁ))
€k

Mo (k) _ 0w; o
m OReZ, (k,w;, o) ’
L (Eghs)

Wsk.: Wagi spektralne (patrz wyklad) dla kwaziczastek sg dane réwnaniem

a0 (k) = |1 — d,ReX, (k,w)| 2

W=Wwi, o ©

Zadanie 8*: Efekt Rudermanna-Kittela

Rozwaz zlokalizowang domieszke o spinie 1/2 oddziatujaca z elektronami pasma przewodnictwa. Ge-
sto$¢ spinu o'(r), i = x,v, 2, dla elektronéw pasma jest jednorodna przy braku domieszki. Jak zobaczymy
jej obecnos¢ powoduje powstanie oscylacji gestosci spinu. Uktad jest opisywany hamiltonianem

H= Zskc;{(’ack,(7 +JS'%(r = 0),
ko v

Ho
gdzie o € {1,]}, J to stata sprzezenia domieszki z elektronami pasma, &*(r) = ] (r)o? 4y (r), przy
czym 1, (r) = >, e Ter,, acl , to odpowiednia macierz Pauliego. Zwré¢ uwage, ze domieszka nie ma
dynamiki w tym modelu.

(a) Rozwazmy najpierw tylko elektrony pasma. Niech ¢, = % Nieoddziatujgca przyczynowa funkcja
Greena w tym przypadku ma postac

1
w+er — ek +idsgn(w)’

Gok,w) =
Wykonujac odpowiednig transformacje Fouriera pokaz, ze

m
Go(r,w) = ~5 exp(ikrsgnw),

gdzie k = \/2m(ep + w) + i2md sgnw. Dlaw > e pokaz, ze k jest w przyblizeniu dana przez x = prt+ys,

gdzie pp\/2mep = mup.
(b) Gestos¢ spinu dla elektronéw pasma jest dana rownaniem o¢(r) = (6*(r)) mozna jg otrzymaé postu-
gujac sie oddziatujaca przyczynowsq funkcja Greena

Gpa(r, t;1/ ') = —i(T0s(r, )0l (', 1)),
Pokaz, ze

) _ : 7 Y
o'(r) = lt’ﬂtlJiIOI,lr:r’ 005Gpal(r, i’ 1)

(c) Oddziatujacg funkcje Greenamozna obliczy¢ w ramach rachunku zaburzen postugujac sie wyrazeniem
<T¢g;(r, t)zﬁlﬁl(r/, t")exp (—i [ dsVI(s))>
Gpal(r, t;r' 1)) = —i , 0
<T exp (—z Ik dsVI(s))>O

gdzie I oznacza obraz oddzialywania, a sredniowanie odbywa sie poprzez oblozenie nieoddziatujacym
stanem podstawowym. Pokaz, ze w pierwszym rzedzie w oddziatywaniu dostajemy

Gpa(r, t;1', ') = 60 3Go(r — 1’5t —t') + JS'0}h, / dsGO(r,t — 5)GO(—1',5 — t'),

a zatem odpowiadajaca tej funkcji Greena gestos$¢ spinu jest dana réwnaniem

oi(r) = —i2JSi/C21—:[GO(w7r)]2.



Korzystajac z wyniku z podpunktu (a) pokaz, ze

mpg cos(2ppr

o'(r) = ISy

Sa to tak zwane oscylacje Rudermanna-Kittela dla gestosci spinu.



