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| Info: * - oznacza, ze zadanie to jest nieobowigzkowe

Zadanie 1: Predkos¢ elektronéow w stanach Blocha

Réwnanie Schodingera dla elektronéw w stanach Blocha,

2m

{pz + U(r)] Uk (r) = enxnk(r),

gdzie n to numer pasma, a ¥, (r) = U,k (r)e’® T, gdzie u.(r) jest funkcja periodycznag o okresie odpowia-

dajacym periodycznos$ci krysztatu, jest réwnowazne réwnaniu Hyu,k(r) = e,k unk(r), gdzie hamiltonian

Blocha jest dany réwaniem
2

R
Hk = %(72v + k)2 + U(I‘)

(a) Predkos¢ elektronéw w stanach Blocha v, jest kwantowq warto$cig oczekiwang operatora predkosci
RV /im na stanie 1, (r). Pokazac, ze

h
Vpk = - /dr Urge (1) (=1 4+ K) i (r).

(b) Zapisz hamiltonian Blocha dla pedu k 4+ q w postaci Hi1q = Hi + Vi.q. Oblicz &, 11 o traktujac Vi q
jako mate zaburzenie i pokaz, ze w liniowym rzedzie w q otrzymujemy
€nk+q = Enk + hq " Vnk,

€O 0znacza, ze v,k = %.

Zadanie 2: Gestosé stanow

Gesto$¢ stanow jest funkcjg opisujaca liczbe dostepnych stanéw kwantowych na jednostke energii.
W praktyce gesto$¢ stanéw mozemy obliczy¢ postugujac sie wzorem

N = =const d
D(e) = %ZZ(S(E—EM) %Z/%é(a—ek),

o =1

gdzie V to objeto$¢ uktadu, a d to wymiarowo$¢ problemu. Dla swobodnych fermionéw (ey = A%k?/2m)
o spinie o oblicz gestosci stanéw w granicy termodynamicznej dla d = 1,2 i 3. Poréwnaj zalezno$¢ D(e)
od ¢ w tych przypadkach.



Zadanie 3: Osobliwosci van Hove’a

Osobliwoscig van Hove’a nazywamy punkt w ktérym gestos$¢ standw dla krystaliczych ciat statych nie
jest funkcja gtadka.
(a) Rozwaz powierzchnie stalej energii zdefiniowanq réwnaniem ¢ = ey. Pokaz, ze Ve jest prostopadly
do wszystkich wektoréw lezacych w ptaszczyznie réwnoleglej to powierzchni statej energii, a zatem wektor
Vkéx jest normalny do powierzchni statej energii.
(b) Powiedzmy, ze mamy dwuwymiarowy krysztal dla ktérego w poblizu punktu k odpowiada relacji
dyspersji ex ~ €4z — k%. Znajdz osobliwosci, ktére pojawig sie w tym przypadku w gestoéci stanéw D(e).
(c) Powtdrz rachunki dla analogicznej sytuacji w trdjwymiarowym krysztale.

Zadanie 4: Potprzewodnik o nie parabolicznej relacji dyspersji
Relacje dyspersji elektronu w pasmie przewodnictwa pdtprzewodnika czesto przybliza sie parabolicz-

nym wyrazeniem ey = ’;;—kf, gdzie m* jest masg efektywng elektronu. Przyblizenie to dla duzych k nie
daje dobrych wynikéw i nalezy do powyzszego wyrazenia doda¢ poprawke rzedu k*:

h2k? h2k?
Ek ~ (1 — > s

«
2m* 2m*

gdzie parametr « mierzy odchylenie od parabolicznosci.

(a) Oblicz gestos¢ stanéw D(e) w tym przypadku w pierwszym rzedzie w parametrze «.

(b) Takze w pierwszym rzedzie w parametrze « znajdz predkos¢ grupowa Vie(k)/h w funkcji .

(c) Policz energie wewnetrzng elektronéw w takim poétprzewodniku w zerowej temperaturze postugujac
sie relacjami

fope /OO D(2)f(£)de

0
oraz -
N = D(e)f(e)de,
0

gdzie f() = [exp(e/kpT) + 1] ! jest rozktadem Fermiego-Diraca, przy czym limy_q f(g) = 0(ep — €).

Zadanie 5: Biate karly. Granica Chandrasekhara

Gwiazdy ciagu gtéwnego takie jak Stonice pozostajg w réwnowadze dzieki réwnowadze pomiedzy ci-
Snieniem grawitacyjnym starajacym sie dokonaé kolapsu gwiazdy, a ci$nieniem wywieranym przez pro-
mieniowanie produkowane w trakcie fuzji termojadrowej w jej wnetrzu. U kresu ich zycia fuzja ustaje
i zaczyna dominowac grawitacja zgniatajac je. Jezeli dana gwiazda jest odpowidnio mato masywna ci-
$nienie Pauliego zdegenerowanego gazu elektronéw w jej wnetrzu jest w stanie zréwnowazy¢ ciSnienie
grawitacyjne i zapobiegna¢ dalszemu kolapsowi. Powstata w ten sposéb gwiazda jest nazywana biatym
kartem. Rozwazymy prosty model takich gwiazd i przedyskutujemy ich stabilnos¢.

(a) Energia calkowita biatego karta moze by¢ zapisana w postaci £ = K + U, gdzie K jest energia ki-
netyczng silnie zdegenerowanego gazu elektronéw, a U jest grawitacyjna energig potencjalng gwiazdy.
Przyjmujac najprostszy model w ktérym gwiazda jest jednorodng kulg o promieniu R i masie M oblicz
ile wynosi U w tym przypadku. Wnetrze biatego karla sklada sie gtéwnie z atoméw takich jak C!2, O'6,
etc., ktore zawieraja réwna liczbe protonéw, neutronéw i elektronéw, czyli M ~ 2Nm,,, gdzie N jest
liczba elektrondéw, a m,, jest masa protonu (m, ~ m,, m, - masa neutronu). Wzbudzenia termiczne dla
zdegenerowanego gazu fermionéw moga zachodzi¢ tylko w poblizu powierzchni Fermiego, ktéra dla ol-
brzymiej liczby fermionéw jest pomijalna z wnetrzem morza Fermiego. Oznacza to, ze mozemy przyblizy¢
zdegenerowany gaz elektronéw w bialym karle przyjmujac, Ze jego temperatura wynosi zero (mimo iz
powierzchnia typowego biatego karta ma temperature 25000 K!). Korzystajac z tego przyblizenia oblicz
K zakladajac, ze elektrony w tym przypadku sg opisywane relacja dyspersji ¢, = h%k?/2m., gdzie m, to
masa elektronu.

(b) Znajdujac minimum energii catkowitej E biatego karta znajdz réwnowagowy promien R, takiej gwiazdy.
Jak zalezy uzyskany promien w funkcji masy gwiazdy? Wyraz uzyskany wynik przy pomocy masy Stonca



M 1jego promienia R w postaci
funkcja.

(c¢) Im wiekszg mase ma gwiazda tym wiekszg musza mie¢ energie kinetyczng elektrony w jej wnetrzu,
aby zréwnowazy¢ ci$nienie grawitacyjne. Oznacza to, Ze dla dostatecznie ciezkich gwiazd elektrony trzeba
bedzie traktowac relatywistycznie, tj. e, = /h2k?c? + m2c?, gdzie ¢ to predkosc $wiatlta. W przypadku
ultrarelatywistycznym, tj. p > m.c uwzgledniajac dwa pierwsze wyrazy w rozwinieciu powyzszego pier-
wistka w ¢, oblicz energie kinetyczng K ultrarelatywistycznego silnie zdegenerowanego gazu elektrondw.
(d) W przypadku ultrarelatywistycznym dla odpowiednio duzych mas gwiazdy M jej kolaps spowodowany
ci$nieniem grawitacyjnym nie moze zosta¢ zréwnowazony przez ciSnienie zdegenerowanego gazu w jej
wnetrzu. Znajdz warto$¢ masy krytycznej M. przy ktdrej wygrywa przycigganie grawitacyjne i wyraz ja
przy pomocy masy Stonica M. Wynik ten jest nazywany granicq Chandrasekhara, przy czym w swojej
oryginalnej pracy z 1931 roku Chandrasekhar uwzglednil, ze rozklad masy w realistycznej gwiezdzie nie
jest jednorodny uzyskujac tym samym wynik M = 1.4M. Wynik ten jest niezywkle wazny dla astronomii
obserwacyjnej. Majac biatego karta w ukltadzie podwdjnym z inng masywna gwiazda nastepuje transfer
masy w kierunku biatego karta. Osiggajac mase przewidwang przez Chandrasekhara wybucha on dajac
poczatek supernowej typu Ia o $cisle okreslonej jasnosci (jasnos$¢ supernowej zalezy od masy wybuchaja-
cej gwiazdy). Oznacza to, Ze tego typu supernowa moze by¢ wykorzystana jako swieca standardowa za
pomocyg ktdérej mozna wyznaczy¢ odlegtos¢ do takiego obiektu.

g; =Cxf (%), gdzie C to jaka$ stata liczbowa, a f(-) to pewna

Zadanie 6: Dwupasmowy model ciasnego wiqzania

Rozwiazaé jednowymiarowy model w przyblizeniu ciasnego wigzania dla sieci sktadajacej sie na prze-
mian z atomow A i B dla ktérego hamiltonian jest dany réwnaniem:

IA{ = —tz (aibz + bfaHl + H.C.) +V, Zajai + Vi ijb“
i i i

gdzie operatory a; i b; sa fermionowymi operatorami anihilacji odpowiednio dla podsieci A i B, t jest catka
przeskoku, a V; jest energia potencjalng elektronu na danym wezle.

(a) Zapisa¢ ten hamiltonian w przestrzeni pedowej stosujac dyskretng transformate Fouriera dla operato-
réw kreacji i anihilacji.

(b) Zapisz hamiltonian w postaci macierzowej:

H= " UH,
kelBZ

gdzie U}, = (ax, by)?, a 1BZ to pierwsza strefa Brillouina.
(c) Znalez¢ relacje dyspers;ji dla tego hamiltonianu.
(d) Czy ten model ma przerwe energetyczng?

Zadanie 7: Model Haldane’a
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Rozwazy¢ model Haldane’a dla grafenu, ktéry poza standardowa czescia odpowiadajacej przyblizeniu
ciasnego wigzania dopuszcza takze na hopping pomiedzy kolejnymi najblizszymi sgsiadami. Hamiltonian



w tym przypadku w przestrzeni rzeczywistej dany jest rGwnaniem:

Hypq = — tZ (azbj + H.c.) +
—t Z [( ala; +Hc) (e‘i‘f’blbj +H.c.)} ,

(

gdzie (i,j) oznacza pare najblizszych sasiadéw, ((i, j)) oznacza pare kolejnych najblizszych sasiadéw.
Operatory a; i b; sa fermionowymi operatorami anihilacji odpowiednio dla podsieci A i B, tit' sa od-
powiednimi calkami przeskoku, a ¢ jest pewng fazg. H.c. oznacza sprzezenie hermitowskie. Zwré¢my
uwage, ze w powyzszym przypadku catka przeskoku dla kolejnych najblizszych sasiadéw jest zespolona
(tnvnn = t'e'?). Jest to mozliwe, gdy w naszym ukladzie zachodzi efekt Aharonowa-Bohma lub mamy do
czynienia ze sprzezeniami spin-orbita. Model ten zostat wprowadzony przez Haldane’a w 1988 roku jako
pierwszy przyklad izolatora topologicznym w ktérym zachodzi kwantowy efekt Halla bez zwigzanych z
nim pozioméw Landaua.

Przyjmujac, ze stala sieci w tym przypadku wynosi a nalezy:

(a) Zapisa¢ ten hamiltonian w przestrzeni pedowej stosujac dyskretng transformate Fouriera dla operato-
réw kreacji i anihilacji.

(b) Zapisz hamiltonian w postaci macierzowej:

Hyo = Y Ui H,
keBZ

gdzie ¥y = (ax, bx)?, a 1BZ to pierwsza strefa Brillouina.

(c) Znalez¢ relacje dyspersji dla tego hamiltonianu.

(d) Co bedzie dziato z przerwa energetyczng w punkcie Diraca (jest to punkt K =
Brillouina) przy zmienianiu ¢ od 0 do n?

(e) Pokaz, ze macierz tego hamiltonianu mozna zapisa¢ w postaci:

f (1,0,0) w strefie

Hy = H1 + Hy - G,

gdzie & jest wektorem zbudowanym z macierzy Pauliego, a 1 jest macierzg jednostkowg. Pokazaé, ze w
takim przypadku relacje dyspersji mozna zapisa¢ w postaci ey (k) = Hp + \/ﬁﬁ.
() W powyzszym modelu mozemy dopisaé wyrazy odpowiadajace energii potencjalnej o nastepujacej
formie

Hypor = (V + M) Za ai + (V= M) blb;

Jak b¢dzie wygladat wyraz H z wektora Hy przy uwzglednieniu tego wyrazu dla punktu K =

(1,0,0)
3xf

iK' = 3 f (—1,0,0) w strefie Brillouina. Okazuje sie, Ze jezeli H{ ma taki sam znak w punkcie K i K’,
wtedy mozemy pokry¢ calg strefe Brillouina jedng funkcja falowa. Natomiast gdy znak H{ w punkcie K
i K’ jest przeciwny sterfa Brillouina ma inna, nietrywialng topologie i nie jest mozliwe opisanie jej jedna
funkcjg falowa co oznacza, ze model ten opisuje w tym przypadku izolator topologiczny. Korzystajgc z tej
informacji znajdz warto$¢ parametru M dla ktérej nastepuje topologiczna przemiana fazowa.

Zadanie 8*: Prosty model izolatora topologicznego. Liczba Cherna

W tym zadaniu przyjrzymy sie prostemu modelowi nietrywialnego dwupasmowego izolatora topolo-
gicznego i wprowadzimy niezmiennik topologiczny jakim jest liczba Cherna. Rozwazany przez nas model
jest zadany przez jadro macierzowe hamiltonianu o postaci

e — —2tcosky — 2tcosky — p, A(sink, — isink,)

k— A(sink, + isink,), 2tcosky + 2t cosky + p
gdzie A > 0, ¢ > 01 p sg rzeczywistymi parametrami (uwaga: p nie ma tu nic wspdlnego z potencja-
tem chemicznym). Powyzszy hamiltonian odpowiada dwuwymiarowej sieci regularnej z dwoma stanami



kwantowymi w kazdym z weztéw.
(a) Pokaz, ze macierz tego hamiltonianu mozna zapisa¢ w postaci:
Hy = HY1 + Hy - G,
gdzie & jest wektorem zbudowanym z macierzy Pauliego, a 1 jest macierza jednostkowa. Znajdz relacje
dyspersji E+ (k) i sprawdz czy istnieje przerwa energetyczna w tym przypadku.
(b) Pokaz, ze wektor wlasny uV (k) odpowiadajacy energii £_ (k) jest postaci

W = L (Hi— EN
=)= <H1f+in;’ ’
gdzie N jest statq normalizacji. Pokaz, ze uzyskana funkcja falowa jest zle zdefiniowana, gdy HY = H{

oraz Hi > 0. Powyzszg funkcje falowg mozna przepisa¢ mnozgc jg przez czynnik fazowy e'?x, przy czym
mozemy, go wybraé na przyktad jak nizej

HE+|Hil
HE+iH]

etk —

HE—|Hy|
H{+iH)

Pokaz w takim przypadku, ze

) 1 —HE +iHY
1) = geen = i (T U,
N®\ HE + |Hyl

a nastepnie sprawdzi¢, ze tym razem dla HE = H oraz H{ > 0 funkcja falowa jest dobrze okreslona,

ale za to jest zle okre$lona w przypadku H{ = H) oraz H; < 0. Wynik ten oznacza, ze strefe Brillouina

trzeba podzieli¢ na dwie czesci z dwoma réznymi funkcjami falowymi zwigzanymi ze sobg transformacja

cechowania taka, ze AP k) = A(_l)(k) + Vkox, przy czym wektor A@(k) jest tzw. koneksjq Berry’ego.
Koneksje Berry’ego mozemy zdefiniowa¢ za pomocg relacji

A@(k) = 4 <ug)(k)‘vk’ug)(k)> ’

a za jej pomoca mozemy policzy¢ krzywizne Berry'ego Q_ = V x A_, ktdra jest zwigzana z waznym
niezmiennikiem topologicznym jakim jest liczba Cherna
1 1
Vep = — d’k-Q_ = — dk'.A_EZ,
2 JIpz T JoBZ

gdzie 0BZ to krawedz strefy Brillouina. Powyzszy wzér jest odpowiednikiem twierdzenia Gaussa-Bonneta
z topologii, ktére méwi o tym, ze dla zwartej rozmaitosci rézniczkowej M catka powierzchniowa z jej lo-
kalnej krzywizny jest zwigzana z niezmiennikiem topologicznym zwanym genusem v, czyli liczbg otwordw
znajdujacych sie w tej rozmaitosci

S QdS =2(1 —v).

2T M
Na przyktad dla kuli v = 0, a dla torusa v = 1. Wielko$¢ 2(1 — v) jest nazywana charakterystyka Eulera
x (M) dla rozmaito$ci orientowalnej M.
(c) Pokaz, ze gdy u < —4t, wtedy v¢), = 0. Nastepnie sprawdz co dzieje sie z przerwa energetyczng
AFE = E, — E_ wk = (m,7). Gdy przejdziemy do obszaru —4¢ < u < 0 okazuje sie, ze musimy tu
uwzgledni¢, ze musimy podzieli¢ strefe Brillouina na dwa obszary D; i Dy w ktérych odpowiednio funkcja
falowa u'" (k) lub u? (k) jest nieosobliwa. Przyjmujac, Ze obszar D; jest maty kotem o srodkuw k = (0, 0).
Pokaz, ze w tym przypadku

# d’k-Q_ = —515 df 0pp = ¢(0 = 0) — (6 = 27).
BZ 0D,

Nastepnie zaktadajac, ze koto D; ma maly promien (k ~ 0) pokaz, ze ¢, = —0 i korzystajac z tego wyniku
udowodnij, Ze liczba Cherna w tym przypadku wynosi v¢, = 1, czyli mamy doczynienia z topologicznie
nietrywialnym izolatorem.

Warto tu doda¢, ze suma liczb Cherna dla wszystkich pasm zawsze musi by¢ réwna zero, co oznacza, ze
dla pasma E. liczba Cherna dla —4¢ < p < 0 jest réwna vep = —1.



