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| Info: * - oznacza, ze zadanie to jest nieobowigzkowe

Zadanie 1: Twierdzenie Blocha

Definiujaca wlasnoscia doskonatych krysztatéw jest ich translacyjna symetria. Trojwymiarowy krysztat
jest opisywany przez trzy wektory prymitywne sieci krystalicznej a; (i € {1,2,3}). Nasz uklad jest wtedy
niezmienniczy ze wzgledu na translacje o wektor R = nja; + nsay + nzasz (n; € Z). Konsekwencja
tej symetrii jest periodyczno$¢ potencjatu, ktéry doSwiadczajq elektrony poruszajace sie w takiej sieci.
Obserwacja ta pozwala na sformutowanie twierdzenia Blocha.

Dla elektronéw w doskonalym krysztale istnieje baza funkcji falowych o wiasnosciach:
1) kazda z tych funkcji falowych jest funkcja wtasng hamiltonianu uktadu,
2) kazda z tych funkcji falowych 1 jest falqg Blocha, tzn. mozemy ja zapisa¢ w postaci

() = e*Tu(r),

gdzie u(r) jest funkcjq periodyczna o tej samej periodycznosci, co krysztal, tzn. u(r + R) = u(r).
Wprowadzamy operator translacji Tr 0 wektor R = nja; + noas + nsas taki, ze TRw(r) =9yR+r).
(a) Dowiedz nastepujacy lemat:

Jezeli funkcja falowa v jest funkcja wlasng wszystkich operatoréw translacji jednoczesniem wtedy ) jest
falg Blocha.

(b) Korzystajac z powyzszego lematu udowodnij twierdzenie Blocha.

i)
Info: W dowodzie przydatne moga sie okazaé¢ wektory prymitywne sieci odwrotnej (pedowej) b,

o wiasnosci a; - b; = 2n§;;. Zdefiniowana przez nie sie¢ jest niezmiennicza ze wzgledu na translacje

o wektor K = m;b; + mabs + msbs. Komérka elementarna w przestrzeni odwrotnej zdefiniowana

jako komorka Wignera-Seitza (komodrka otrzymywana poprzez zastosowanie procedury tesselacji Vo-

ronoja dla weztéw rozwazanej sieci) jest nazywana pierwsza strefa Brillouina (1BZ). Ponadto wektory

b; mozna wyznaczy¢ za pomoca relacji:

ag X a,

b1 =27 72 3 ,

aj - (ag X ag)
az X a

by = 21— L

asg - (a3 X al)

a; X asg
b3=27‘(‘

ag - (a1 X a2)'

Zadanie 2: Model Kroniga-Penneya

Rozwaz pojedynczy elektron poruszajacy sie w potencjale periodycznym V(x) = —az,ﬁlz_ol d(x — na),
gdzie o mierzy gtebokos¢ studni potencjatlu oraz a to stata sieci. Jest to jeden z najprostszych modeli jed-
nowymiarowej sieci krystaliczne;j.



(a) Korzystajac z twierdzenia Blocha i zakladajac periodyczne warunki brzegowe ¢ (x + Na) = ¢(x) po-
kaz, ze K = 272, gdzie n € Z.

(b) Wypisz ogdlne rozwigzanie rdwnanie Schrodingera w danej komorce sieci i podaj odpowiednie wa-
runki brzegowe pomiedzy komdrkami.

(c) Rozwiaz otrzymane réwnanie graficznie. Jakie wnioski mozna wyciagnaé z otrzymanego wyniku?

Zadanie 3: Dziatanie operatorow kreacji i anihilacji

Oblicz dla operatoréw fermionowych:
() alata,]1110000...)
(b) alala,|1110000...)

Zadanie 4: Stany Focka

Unormuj stan fermionowy |¢)) = A|100...) + B|11100...), a nastepnie policz dla niego warto$¢ oczeki-
wang operatora catkowitej liczby czastek N = ). aZT a,.

Zadanie 5: Wazne komutatory

Oblicz nastepujace komutatory dla operatoréw fermionowych:

(a) [a’;rv 7 a;r‘aj]

(b) [ai7 % Za,ﬂ aLaTﬁaﬁau]

Zadanie 6*: Stany Focka-Darwina

Znalez¢ spektrum elektronu znajdujac sie w dwuwymiarowym potencjale parabolicznym w zewnetrz-
nym polu magnetycznym skierowanym wzdluz osi z. Stany uzyskiwane w tym przypadku to tak zwane
stany Focka-Darwina. Potencjal taki moze by¢ realizowany w pétprzewodnikowej kropce kwantowej zro-
bionej z GaAs i otoczonej Al,Ga; _,As o profilu parabolicznym w ptaszczyznie (z,y). Hamiltonian takiego

uktadu jest postaci:
i 1 (; a®2+1 . 29
= - - —mTwyT
om* P ¢ 2 0r

gdzie 7 jest operatorem pedu elektronu, A jest potencjatem wektorowym, m* jest masa efektywna elek-
tronu, a wy parametrem charakteryzujacym potencjat paraboliczny.

(a) Zapisz ten hamiltonian explicite we wspdtrzednych (z, y), wybierajac przy tym cechowanie symetryczne
dla potencjatu wektorowego, tj. A = %é x 7, gdzie B = (0,0, B), a 7 = (, y,0).

(b) Przepisz uzyskany hamiltonian w zmiennych z = z + iy, z* = = — iy, 9. = (9, — i0,) oraz
Do = 2(0, +10y).

(c¢) Oblicz komutatory [0, 2] f(2), [0z, 2*] f(2), [0z, 2% f(2), [0z, 2] f(2), [0z, O:+] f(2) Oraz [z, z*] f(2).

(d) Przeskaluj zmienne 2(*) — 20 = 219,y — 9z = lod.-) wprowadzajac charakterystyczng skale
dtugosci
he
lo _ eB _
41+4%
gdzie w, = % jest czestoscig cyklotronowa. Wyraz hamiltonian w tych zmiennych.

Wskazéwka: wygodnie wprowadzi¢ jest Q = y/w3 + %2
(e) Za pomoca operatoréw kreujacych i anihilujacych elektrony rotujace w prawo:

1 z* 1 z
R APV TR TS T E Y
! ﬂ(2+28z)’u \@<2 282)



oraz operatorow kreujacych i anihilujacych elektrony rotujace w lewo:

1 z 1 z*
- [z - T~ (2 _99.
v ﬂ<2+2@>’w ﬂ(? 28Z>

zapisz hamiltonian uktadu i podaj jego spektrum. Zastanéw sie jak wygladalby operator z-owej sktadowe;j
momentu pedu wyrazony przez operatory kreacji i anihilacji.



