Transformacja Legendre’a

y=y(x) 9 _p
dX

Y=Y(X)

(X,Y)

(O,v)

\ 4

Z konstrukgji linii ~ dY

stycznej do Y(X) dX

wynika:  PX =Y -y

Transformacja Legendre’a

w(P)=Y — PX

Przyktad: Y(X)=(1/4)X2

Rodzina prostych
przechodzgcych

przez (0,-P?)

0 nachyleniu P to styczne
do wykresu Y(X)

(Sprawdzi¢ na kartce!)



Transformacja Legendre’a

Transformacja Transformacja
wprost od Y do vy wstecz od y do Y
Y =Y (X) v =y (P)
p_dY _x v
dX dP
v =Y —PX Y =y +PX
v =y (P) Y =Y (X)

Funkcje Y(X) oraz y(P) sg w petni rownowazne i niosg takg samg informacje.



Ciepfa reakcji chemicznych i entalpia

Badajgc efekty cieplne reakcji chemicznych

G.H. Hess (1840) odkryt, ze ciepto wydzielane podczas
reakcji zalezy jedynie od stanu poczgtkowego i koncowego,
a nie zalezy od rodzaju i ilosci krokdw posrednich (czyli
drogi tgczgcej stan poczgtkowy i koncowy).

Zatézmy, ze pewna reakcja, zachodzgca pod statym
ciSnieniem p, prowadzi od punktu poczatkowego i do
punktu koncowego f. Dostarczone do uktadu ciepto
mozna zapisac:

Qi—)f :AU_Wi—>f =
/
=Uf—U,.+j pdV =

i

U, -U,+plr,-7))

QHf:(Uf+PVfJ'(U;’+PVi):A(U*PV)
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Germain Henri Hess (1802-1850)



3"# praca podczas reakcji chemicznej

Wiele procesow, w naturze i w laboratorium, zachodzi przy statym cisnieniu.
W bilansie energetycznym musimy wtedy bra¢ pod uwage prace zwigzang ze
zmiang objetosci, co bywa ucigzliwe. Aby uprosci¢ analize takich procesow
wprowadza sie nowg funkcje stanu zwang entalpia:

{20+ gV | [H]=1

Mozemy wyobrazac¢ sobie, ze entalpia jest catkowitg energig potrzebng do tego, aby
wytworzyC uktad o energii U i objetosci V i umiesci¢ go w otoczeniu o cisnieniu p.

Aby stworzy¢ krolika, magik musi
dostarczy¢ energii U samego krolika
oraz energii na rozepchniecie atmosfery
o cisnieniu p, zeby zrobi¢ dla niego
miejsce.




Rozwazmy rézniczkowg zmiane entalpii:

dH =d(U + pV)=dU + pdV +Vdp,

ale
dU =dQ +dW =dQ— pdV, (jesli nie ma innej pracy niz objetosciowa)

czyli

TR
Dla procesow zachodzgcych pod statym ciSnieniem mamy wiec:
i =40 + pdV , dH =& (p = const.)

Zachodzi wiec takze:

c,=H(2)
n\oTl )

W tablicach chemicznych i fizycznych mozna znalez¢ tzw. entalpie tworzenia dla wielu
procesow (przemian fazowych, reakcji chemicznych, jonizacji, rozpuszczania itd.),
okreslone zazwyczaj dla cisnienia normalnego i temperatury 25°C (298 K). Punktem
odniesienia sg substraty w ich najtrwalszej postaci, dla ktorych przyjmuje sie entalpie

tworzenia rowng zeru.



Przykiad 1

Rozwazmy reakcje syntezy wody w temperaturze 25°C (298 K) i pod cisnieniem
normalnym:

12(9)+ 04 (a) > H,0(0

W tablicach znajdujemy, ze w tych warunkach entalpia tworzenia jednego mola
wody w stanie cieklym z substratéw w najbardziej trwatej postaci (a takimi sg wodér
i tlen czgsteczkowy) wynosi: ) [ f = -285 .83 k).

Oznacza to, ze taka ilos¢ ciepta wydzieli sie podczas reakcji syntezy 1 mola wody.
Wiekszos¢ tej energii pochodzi z energii wewnetrznej (wigzania chemiczne), ale
pewna czes¢ pochodzi z pracy jakg wykona atmosfera zajmujgca miejsce substratow.

bH =40+ paV

Jesli pominiemy objetos¢ wody w porownaniu z objetoscig gazow, ktére z kolei
potraktujemy jako gazy doskonate, to:

pAV = p(0- (Vo +Vy, )= =(pVe + pVy, )= _(;RT + RTj: _:23RT

= - 38.314 J-298 K=-37161J
2 K
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Poréwnanie energii wewnetrznej i entalpii

Energia wewnetrzna, U

w 0golnosci

(U = ¢ - pdV
S
niaoT ),

przemiana izochoryczna
AU =0 - = Q
f
U, -U,=n] C,dT

gaz doskonaty

Entalpia, H

w 0golnosci

i =a0 +Vdyp.

c,= 1)
n\ ol )

przemiana izobaryczna
AH = H -H =Q

f
Hy-H =n| C, dT

gaz doskonaty

H:nCpT
Cp:f+2R
2



Potencjaty termodynamiczne

Przypominamy sobie funkcje stanu H — entalpie:

o= U+ pV

jako catkowitg energie, potrzebng do tego, aby wytworzy¢ uktad o energii U |
objetosci V i umiesci¢ go w otoczeniu o cisnieniu p. Inaczej, jest to catkowita
energia jakg mozna uzyskac ,anihilujgc” uktad w warunkach statego cisnienia.

Czesto jednak nie interesuje nas catkowita energia niezbedna czy uzyskana.
Jesli uktad znajduje sie w otoczeniu o statej temperaturze, czesc energii moze
by¢ zaczerpnieta w postaci ciepta lub (w przypadku ,anihilacji”) cze$¢ energii
musi by¢ oddana do otoczenia w formie ciepta.

Wtedy wygodniejszg funkcijg stanu jest energia swobodna Helmholtza:

Fozl -T3% [F1=1J

Mozemy wyobrazaé sobie, ze energia swobodna to energia jakg trzeba dostarczyc,
aby wytworzyC uktad o energii U i entropii S i umiesci¢ go w otoczeniu o temperaturze T.



Albo, patrzgc od drugiej strony, jesli ,anihilujemy” uktad o energii U w warunkach
statej temperatury T, to tylko czes¢ tej energii, rdwna energii swobodnej, moze byc¢
odzyskana jako uzyteczna praca, bo czes¢ (TS) musi by¢ oddana do otoczenia

w formie ciepta.

Gdy temperatura jest stata (T = const.), zmiana energii swobodnej F:

VE =00 - T0§ - 80T =00 -T0§ =0 +F -TAS
ale
TS >0 + 0 -Th§ <0 === W7 <T T =005l

» Wzrost energii swobodnej uktadu jest co najwyzej rowny pracy wykonane;
nad uktadem w procesie izotermicznym.

< Praca wykonana przez uktad nad otoczeniem w procesie izotermicznym
jest co najwyzej rowna zmianie jego energii swobodnej

0 =F +T9§

energia swobodna f \ energia zwigzana



W przypadku, gdy proces zachodzi w warunkach statej temperatury i statego
cisnienia, czesc¢ pracy zwigzana jest ze zmiang objetosci uktadu. Postugujemy
sie wtedy jeszcze inng funkcjg stanu, zwang energig swobodng Gibbsa, lub
entalpig swobodna:

G:0 sl -TS =K -T5] [G]=1)

Aby stworzy¢ kroélika, magik nie musi
dostarczac catej entalpii H krélika (czyli
jego energii U + pracy nad atmosferg

o cisnieniu p), lecz mniej o wartos¢ ciepta
TS, ktére spontanicznie wptynie od
otoczenia w temperaturze T.
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Jesli zmiana nastepuje w warunkach statej temperatury i statego cisnienia (p,T = const.)

Yo = A0 -TAT - 80T + pd 0 V7 hp =0 +F -T45+ pd7

TA§ >0 + 0 -T4§ <l = \( <F + pdT

Ale W to praca catkowita, ktéra zawiera w sobie prace wykonang przez otoczenie
oraz ew. inne sktadniki (nieobjetosciowe): j . . TR

= (\( <

[, p=const,

inne

» Gdy nie ma pracy innej niz objetosciowa, procesy izotermiczno-izobaryczne
przebiegajg spontanicznie w kierunku zmniejszania entalpii swobodnej G.

» Wzrost entalpii swobodnej uktadu jest co najwyzej rowny pracy nieobjetosciowej
wykonanej nad uktadem w procesie izotermiczno-izobarycznym (rownosc¢
mogtaby zachodzi¢ w przypadku procesu odwracalnego).

< Praca nieobjetosciowa wykonana przez uktad w procesie izotermiczno-
izobarycznym jest co najwyzej rowna zmianie jego entalpii swobodnej
(réwna dla procesu odwracalnego).

11



Funkcje stanu U, H, F, G noszg nazwe potencjatow termodynamicznych.

Zaleznosci miedzy nimi ilustruje diagram:

F=U-TS
H=U+pV
G=U+pV-TS

Poznalismy wczesniej tozsamosc¢
termodynamiczng;:

dU =T 45 - pdV + gdn

z ktorej wynikajg zwigzki:

(8Uj (8Uj
T=|"" p=—|
oS )y, N ),

topV

- T3

U

H

12



Obliczajgc rézniczki pozostatych potencjatow termodynamicznych otrzymamy
analogiczne tozsamosci i zwigzki.

» Dla entalpii mamy:
i = dU + pdV +Vdp =Td5 - pdV + pdn+ pdV +Vdyp
= T4S +Vdp+ pdn

13



» Dla energii swobodnej:

(F = fU - T0S - 84T = T4S - pdl + gdn-T45 -

= - 30T - pdV o+ pd
(7). 4
o), P v ),

» Na koniec, dla energii swobodnej Gibbsa:

(6 = U + pdV s Vip-TdS - 54T

(o)
8” TV

=TS - pdV + gpan s pdV +Vdp-Td§ - §4T

= - 34T +Vdp+ pd

(), (),
oT ), op );, an J;

14



Zestawienie funkciji stanu i ich rézniczek

» Energia wewnetrzna:
U(s,v,n)
dU =TdS - pdV + udn

» Entalpia:
H(S,p,n)=U + pV
dH =TdS +Vdp + udn

» Energia swobodna Helmholtza:

F(TV,n)=U-TS

dF =-SdT - pdV + udn

» Energia swobodna Gibbsa:

G(T,p,n)=U+pV -TS
dG = -SdT +Vdp + udn

15



,Magiczny” kwadrat mnemotechniczny

pomijamy zaleznosc¢ od n (n = const.)

Przyktady:

idziemy w dot, to ,+”

( a_G j _y gdy po przekatne;
op ),

oG
oT
oF
ov ),

— —§ gdy po przekatnej
idziemy w gore, to ,—”

OH\
Vicekonsul Urugwaju, Stary Hrabia Pafnucy, — | =T

0S

Gryzt Twarde Fistaszki (zgodnie z ruchem wskazéwek) .

Moze cos$ bardziej wspoétczesnego?
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Nowa wersja
(kwadrat wewnetrzny

Stara wersja kwadratu i zewnetrzny)
a b
Vv I T H

S H P F

Good Physicists Have Studied Under Very Fine Teachers
(czytane w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara)

J.C. Zhao, Materials Research Society Bulletin 34, 92 (2009).
17



a H b H
S ;
U G | U G
T Vv
F
U+VP=H U-ST=F
c “ d b
s
u u
— T
2 F
H-ST =G F+VP=G

Figure 2. Scheme to recall the
Legendre transforms that define the
Helmholtz free energy F, enthalpy H,
and Gibbs free energy G from the
internal energy U.

J.C. Zhao, Materials Research Society Bulletin 34, 92 (2009).

Mozna sobie
przypomniec¢
zwigzki miedzy
potencjatami
U,FG,H

ldziemy zawsze po
przekatnej
matego kwadratu

Gdy idziemy po skosie
,W dot” to mamy znak —

Gdy idziemy po skosie
,W gore” to mamy znak +
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- b H
R
u<><: G | U ;Q/G
F F
dU=TdS-PdV dG = =S dT +VdP
H d -
7%
u :XP G U X G
\/
F F
dF =-8dT-PdV dH=TdS+Vap

Figure 3. Scheme to obtain the
differential equations of the
thermodynamic potentials (U, F, H,
and G) that are the core of
thermodynamic relations.

J.C. Zhao, Materials Research Society Bulletin 34, 92 (2009).

Mozna sobie
przypomniec
zwigzki miedzy
rézniczkami
potencjatéow
U,F,G,H

Gdy idziemy po skosie
,wW dot” to mamy znak —

Gdy idziemy po skosie
,W gore” to mamy znak +
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Kilka waznych tozsamosci

Poznalismy wczesniej tozsamosc termodynamiczna:

dU :TdS—pdV+Zuidnl.

Chcemy teraz skorzystac z ;‘aktu, ze energia wewnetrzna jest funkcjg ekstensywna.

Oznacza to, ze:

U(AS, AV Angydn )= AU (S V ng,n,.)

Obliczmy rézniczki obydwu stron:

dU (XS, AV Anj,..dn,,...)=d (AU )= AdU + UdA
lewa strona:

dU =Td(18)- pd(AV )+ wd(2
= /I(TdS - pdV + ) ,ul.dnl.j + di(TS -pV+) ,ul.nl.j
Poréwnujgc strony widzimy, ze musi zachodzic¢:

U=TS-pV+) un,

20



Otrzymalismy:

U:TS—pV+Zyinl. —»G:Zyini (U+pV—TS:G)

obliczmy rézniczke U:

dU =TdS+SdT - pdV -Vdp+ ) pdn, +) ndy,
jednoczesnie musi zachodzic: i i

dU =TdS - pdV + ) u.dn,

Z czego wynika, ze:

SdT -Vdp + Z ndu;, =0 réwnanie Gibbsa — Duhema

Gdy mamy tylko jeden sktadnik to
1
G=nu d,u:——(SdT—Vdp)
n
» W przypadku jednego sktadnika, to potencjat chemiczny jest po prostu rowny
energii swobodnej Gibbsa przypadajgcej na jeden mol substancji.
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Fale sprezyste w gazie

e p+Ap,V+ AV

—" Ax "_ PJlse /2%

D. Halliday, R. Resnick, J. Walker Podstawy fizyki

pv
z+y(z,t) z+ Az+ w(z+Az,t)

2 zZ*Az Wspotczynnik sprezystosci objetosciowej
Masa takiego elementu jest rowna dla gazu zalezy silnie od cisnienia

: oy
pa_,,, ~ ,00(1_5)

+
0z

p:

2dp

p=p,+(p=p) g +3(P—Po) 2

http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/waves/wavemotion.html 22



p:pOIPPopdp

. / \ W:———)

_— y
oz B G+AA | 2| pa

p:po_B% -

S ~—

Mozemy napisac rownanie ruchu Moving p Atrest
a l// Young and Freedman, University Physics, Pearson International Edition
0° 0°
AZSp, 1/2/ =B I/ZISAZ —
ot 0z

o’v _ B ¥ _ [B
— mm) V=, [B
ot? Po 6z° Po
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V =

Dla fali dzwiekowej o czestosciach
styszalnych od 20 Hz do 20 kHz gaz
podlega przemianie adiabatycznej

pV* =const
Z=q

p= p\j\i‘f
W= Sosz

B :—Vd—p:;(p

dVv

B

Lo

oV =nRT
V=m

o,
s =mRT =41
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lle wynosi predkos¢ dzwieku w powietrzu?

Substancja v [m/s] Uwagi
_ o
T=20% Hel 981 0° C, 1 atm
kg Azot 336 0° C, 1 atm
_ 10-3 ;
M =28.8-10 moll Tlen 313 0° C, 1 atm
] Wodor 1300 0° C, 1 atm
R =8.314472 Powietrze 331 0° C, 1 atm
molK Powietrze 344 20° C, 1 atm
y=14 .
Ciekty hel 211 4 K
Rte¢ 1450 20° C
Woda 1402 0° C
Woda 1482 20° C
Woda 1543 100° C
V — Aluminium 6420
Diament 18000 fale podtuzne
Miedz 4700 w materiatach
o o Otéw 2160 objetosciowych
Dla czestosci powyzej 20 kHz Stal 5941 niesk. rozciagt.

przemiana zbliza sie do izotermicznej

Pleksiglas 2670 20° C




Zaleznosc¢ predkosci dzwieku od masy

m/s

1200}
1000 |
800 |
600 |
400 }

200 ¢

1/~ M
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10

-10

30
20
10

-10
-20
-30

(@)

EX% R
s

: 4_‘9*}/ Oscillating fluid element

D. Halliday, R. Resnick, J. Walker Podstawy fizyki

w(z,1) = Acos(kz— wt)

Ap(z,t) = Ap, Sin(kz— wt)
Ap(z,t) = Ap, SIn(kz— wt)
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