Termodynamika i Fizyka Statystyczna R - seria treningowa

1. Na ¢éwiczeniach rozwazany byl model ciala doskonale czarnego w postaci wneki utrzymywanej w temperatu-
rze T, ktora wypelniona jest promieniowaniem. Wyobrazmy sobie, ze w $ciance tej wneki zrobiono otwoér o
powierzchni A, przez ktéry promieniowanie moze wydostawacé sie na zewnatrz. Pokaz, ze widmowa gestosé
energii wypromieniowana przez otwor w czasie dt do kata brytowego df2 jest dana przez
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za$ 0 jest katem miedzy kierunkiem, w jakim rozchodzi sie promieniowanie a kierunkiem normalnym do
powierzchni otworu. Nastepnie, korzystajac z tego wyniku pokaz, ze catkowita moc promieniowania wydoby-
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wajacego sie przez jednostkows powierzchnie wynosi ogT?, gdzie o5 = 15,173;2 jest stala Stefana.

2. Dla fal spinowych (magnonéw) w ferromagnetyku czesto$é¢ zwiazana jest z wektorem falowym wzorem w =
AK?, k < ko, gdzie A jest stala. Zakladajac (analogicznie do modelu Debye’a), ze fale z k > ko nie roz-
chodza sie w tym ukladzie wykazaé, ze w niskich temperaturach magnony daja do ciepta wtasciwego wktad
proporcjonalny do T3/2,

3. Zmnajdz $cisliwoéc adiabatyczng xys = —% (%)s dwuwymiarowego gazu fotonéw wypelniajacego powierzch-

nie A temperaturze T.

4. Znajdz pojemnos¢ cieplna zdegenerowanego ultrarelatywistycznego (E = c|p|) gazu elektronow dla T < T.
Wskazéwka: uzyj rozwiniecia Sommerfelda. Odpowiedz wyraz przez < N >, Vi T.

5. Energie elektronu w zewnetrznym polu magnetycznym mozemy przyblizy¢ jako sume energii kinetycznej i
sktadnika Fup B, przy czym goérny znak odpowiada orientacji spinu zgodnej z polem E, a dolny - przeciwnej
do pola, za$ up jest magnetonem Bohra. Rozwazmy dwuwymiarowy gaz elektronow na plaskiej powierzchni
przedzielonej $cianka na dwa obszary A; i As. Obszar A, znajduje sie w polu magnetycznym B, a w obszarze
As pola nie ma. Wiadomo tez, ze w obu obszarach sa jednakowe koncentracje elektronow (liczby elektronow
na jednostke powierzchni) oraz ze oba obszary znajduja sie poczatkowo w temperaturze T = 0. W pewnej
chwili odsunieto przegrode. Czy nastapi przeplyw czastek miedzy obszarami A; i As, a jesli tak, to w ktora
strone? Odpowiedz uzasadnij. Wskazowka: wyraz koncentracje czastek po obu stronach przegrody przez ich
potencjaly chemiczne. Pamietaj, ze gaz jest dwuwymiarowy i ze T = 0!

6. Rozwazmy dwuwymiarowy gaz doskonaly zlozony z nierelatywistycznych fermionéw o spinie 1/2 i masie m.

(a) Znalezé zalezno$é pomiedzy koncentracja n = N/A, aktywnoscia z = err, i temperatura 7. Wygodnie
jest wprowadzié¢ termiczna dlugosé de Broglie’a Ap = \/27rh2/ml<:T.

(b) Dwuwymiarowy obszar A jest poczatkowo wypelniony nierelatywistycznymi fermionami o masie m,

spinie 1/2 i §redniej koncentracji n w temperaturze T. Fermiony nie oddzialuja miedzy soba, ale dwa
fermiony o przeciwnym spinie moga taczy¢ sie w pary, tworzac bozony o spinie 0, masie 2m i energii
wigzania A. Innymi stowy, relacja dyspersyjna (pomiedzy energia a wektorem falowym) dla fermionow
dana jest przez ey (k) = h*k?/2m a dla bozonéw ey (k) = h*k?/4m — A.
Po upltywie pewnego czasu reakcja fy + f, — b osiggnela stan réwnowagi, scharakteryzowany przez
réwnowagowe koncentracje fermionéw i bozonéw ny i ny, oraz temeprature I'. Korzystajac z tego, ze cal-
kowita gestos¢ masy uktadu jest zachowana, znajdz zalezno$¢ pomiedzy réwnowagowymi koncentracjami
ny, Ny a koncentracja poczatkowa n. Na tej podstawie znajdZ nastepnie zwigzek miedzy poczgtkowym
n a temperaturg (7T') i aktywnoscia fermionéw (z;) w konicowym stanie réwnowagi.

(c) Rozpatrujac stan rownowagi opisany w punkcie (b) rozwaz granice nA2 > 1 przy stalej temperatu-
rze. Jaka warto$¢ w tej granicy przyjmuje potencjal chemiczny fermionéw (zy) w stanie rownowagi z
bozonami? Co to oznacza dla $redniej koncentracji bozonéw (np) i fermionéw (nys)?



7. Rozwaz uklad, w ktorym E(S,V,N) = aS*/NV?, gdzie a > 0.
(a) Znajdz réwnanie stanu p = p(T,V, N)
(b) Znajdz réwnanie stanu p = p(7, p).
(c) N czastek tej substancji podlega cyklowi Joule’a-Braytona
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Gorna izobara odpowiada p = ps and i ma zakres od V do V. Dolna izobara odpowiada p = p;. Znajdz
objetosci Vo i Vp.

(d) Znajdz prace wykonywang przez uktad w czasie cyklu Weyc, pobrane cieplto Qap, oraz sprawnosé tego
silnika. Wskazowka: wygodnie jest pracowa¢ w zmiennych (p, V).

8. Biorac pod uwage, ze gaz fotonéw w danej temperaturze T zachowuje sie jak gaz bozonéw z zerowym po-
tencjalem chemicznym i odpowiednig gestosciag standéw g(w), pokaz, ze entropia pojedynczego fotonu jest
niezalezna od temperatury. Intepretujac entropie w jezyku teorii informacji, okresl ile bitow niesie ze soba

. . . co 1 .
pojedynczy foton. Pozyteczna réwnosc: » ", —~5 ~ 1.202.

9. Prostym modelem keratyny (istotnego sktadnika naszych wlosow i skory) jest jednowymiarowy tancuch skla-
dajacy sie z N czastek, kazda z ktérych moze istnie¢ w dwu konfiguracjach o i 8 o energiach E, i Eg i
dlugosciach odpowiednio @ i b (patrz rysunek). Parametry te spelniaja nieréwnosci E, < Eg oraz a < b.
Uktad znajduje sie w kontakcie z termostatem o temperaturze T'. Korzystajac z rozkladu kanonicznego

(a) Znajdz sume statystyczna dla tego uktadu

(b) Znajdz $rednia dlugosé tancucha jako funkcje temperatury, <L>(T). Przeanalizuj granice wysokich
temperatur kg1 > Ejg. Czy wynik ten mozna bylo przewidzie¢?

(c) Wyobrazmy sobie teraz, ze taricuch ten rozciagamy przyktadajac do niego site F'. Jaka bedzie $rednia dtu-
gos¢ tancucha, <L>(T,F), w tym przypadku? Wskazowka: obecnosé¢ sily zewnetrznej mozna uwzglednic¢
przez dodanie cztonu —F L do catkowitej energii tancucha.
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i pokaz, ze jest dodatnia. Czy jej dodatnio$¢ wynika tez z jakichs glebszych przestanek? Wskazowka:
Przy liczeniu podatnosci moze byé wygodnie rozwinac najpierw < L > w malym F.

(d) Znajdz podatnosé



10. Rozwaz gaz bozonéw o masach m i spinie s = 0 zamkniety w objetodci V. Zal6zmy, ze energia pojedynczej

11.

czastki dana jest przez
2

p=1 + nA
2m
gdzie A > 0 jest pewna stala dodatnia a n jest liczba catkowita réwna 0 badz 1. Wyznacz formule na
temperature krytyczna T, takiego gazu, przy ktérej nastepuje kondensacja. Nastepnie rozwaz granice A > kT
2

- czy w tej granicy T, jest wigksze czy mniejsze od temperatury krytycznej w przypadku gdy £ = 27

Pokazany na rysunku uktad zostal zaproponowany przez N. H. Dekkera i in, (“Guiding neutral atoms on a
chip”, Phys. Rev. Lett. 84, 1124-1127 2000) jako efektywny sposéb kontrolowania obojetnych elektrycznie
atomoéw za pomoca pola magnetycznego wytwarzanego przez dwa druty wbudowane w mikroptytke. Rysunek
pokazuje linie stalego potencjalu w tym uktadzie na plaszczyznie xy, przy czym z = 0 wyznacza o$ symetrii
uktadu (punkty w réwnych odleglosciach od obu drutéw) a y = 0 to plaszczyzna plytki.

Zalozmy ze w ukladzie tym znajduje sie N nierozréznianych, nieoddzialujacych atoméw. Przyblizmy dzia-
tajacy na nie potencjal przez V(z,y,z) = %x2 + g(y — y0)? gdzie a i B to pewne state. Dodatkowo, uktad
ograniczony jest $ciankami znajdujacymi sie w z = +L/2. Znajdz calke statystyczna dla tego ukladu oraz
entropie tego uktadu jako funkcje N, L i T, zakladajac ze uktad pozostaje w stanie rownowagi o temperaturze
T.

Nastepnie rozwaz proces, w ktérym kwazistatycznie zmieniana jest warto$é parametru 3, a uktad nie wymienia
ciepta z otoczeniem (proces adiabatyczny). Znajdz konicowa temperature uktadu Ty jako funkcje poczatkowej
T; oraz poczatkowej i koricowej wartosci parametru 5.
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12. Rozwazmy model Isinga (S; = £1) na sieci kwadratowej z oddzialywaniami o staltych wymiany J i K pomiedzy

najblizszymi sasiadami i kolejnymi najblizszymi sasiadami, jak na rysunku.
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gdzie pierwsza suma obejmuje wszystkie pary najblizszych sasiadéw, a druga suma obejmuje wszystkie pary
kolejnych najblizszych sasiadow.

a) Jaki jest stan podstawowy dla duzego pola upB > |J|,|K| ?



b) Rozwazmy przypadek J > 01 K > 0. Jaki jest stan podstawowy przy braku pola (B = 0)? Znajdz energie
stanu podstawowego.

c) Dla J > 01i K > 0 wyznacz przyblizenie pola $redniego dla tego hamiltonianu. Wyprowadz samozgodne
roéwnanie pola Sredniego.

d) Rozwiaz rownanie pola $redniego dla B = 0 i znajdz temperature krytyczna.
e) Oblicz wykladniki krytyczne 3,7 i § odpowiednio dla magnetyzacji, podatnosci i izotermy krytycznej.
f) Okresl stan podstawowy dla przypadku J < 0, K > 0 i zerowego pola. ZnaleZ¢ energie stanu podstawowego.

g) Rozwaz przejscie fazowe, ktore zachodzi w funkcji J przy statych T =0, B = 0, K > 0. Czy jest to przejscie
ciagte?

h) Omoéw jakosciowo, co sie dzieje dla J > 0, K < 01lub J < 0, K < 0 (pole B = 0).

i) Naszkicuj diagram fazowy stanu podstawowego jako funkcje J i K.



