
Termodynamika i Fizyka Statystyczna R - seria treningowa

1. Na ¢wiczeniach rozwa»any byª model ciaªa doskonale czarnego w postaci wn¦ki utrzymywanej w temperatu-
rze T , która wypeªniona jest promieniowaniem. Wyobra¹my sobie, »e w ±ciance tej wn¦ki zrobiono otwór o
powierzchni A, przez który promieniowanie mo»e wydostawa¢ si¦ na zewn¡trz. Poka», »e widmowa g¦sto±¢
energii wypromieniowana przez otwór w czasie dt do k¡ta bryªowego dΩ jest dana przez

e′ω =
A cos θ

4π
eωc dtdΩ

gdzie eω jest dane przez rozkªad Plancka

eω =
h̄ω3

π2c3
1

eβh̄ω − 1

za± θ jest k¡tem mi¦dzy kierunkiem, w jakim rozchodzi si¦ promieniowanie a kierunkiem normalnym do
powierzchni otworu. Nast¦pnie, korzystaj¡c z tego wyniku poka», »e caªkowita moc promieniowania wydoby-

waj¡cego si¦ przez jednostkow¡ powierzchni¦ wynosi σST
4, gdzie σS = 2π5k4

15h3c2 jest staª¡ Stefana.

2. Dla fal spinowych (magnonów) w ferromagnetyku cz¦sto±¢ zwi¡zana jest z wektorem falowym wzorem ω =
Ak2, k < k0, gdzie A jest staª¡. Zakªadaj¡c (analogicznie do modelu Debye'a), »e fale z k > k0 nie roz-
chodz¡ si¦ w tym ukªadzie wykaza¢, »e w niskich temperaturach magnony daj¡ do ciepªa wªa±ciwego wkªad
proporcjonalny do T 3/2.

3. Znajd¹ ±ci±liwo±c adiabatyczn¡ χS = − 1
A

(
∂A
∂p

)
S
dwuwymiarowego gazu fotonów wypeªniaj¡cego powierzch-

ni¦ A temperaturze T.

4. Znajd¹ pojemno±¢ ciepln¡ zdegenerowanego ultrarelatywistycznego (E = c|p|) gazu elektronów dla T ≪ TF .
Wskazówka: u»yj rozwini¦cia Sommerfelda. Odpowied¹ wyra¹ przez < N >, V i T.

5. Energi¦ elektronu w zewn¦trznym polu magnetycznym mo»emy przybli»y¢ jako sum¦ energii kinetycznej i
skªadnika ∓µBB, przy czym górny znak odpowiada orientacji spinu zgodnej z polem B⃗, a dolny - przeciwnej
do pola, za± µB jest magnetonem Bohra. Rozwa»my dwuwymiarowy gaz elektronów na pªaskiej powierzchni
przedzielonej ±ciank¡ na dwa obszary A1 i A2. Obszar A1 znajduje si¦ w polu magnetycznym B, a w obszarze
A2 pola nie ma. Wiadomo te», »e w obu obszarach s¡ jednakowe koncentracje elektronów (liczby elektronów
na jednostk¦ powierzchni) oraz »e oba obszary znajduj¡ si¦ pocz¡tkowo w temperaturze T = 0. W pewnej
chwili odsuni¦to przegrod¦. Czy nast¡pi przepªyw cz¡stek mi¦dzy obszarami A1 i A2, a je±li tak, to w któr¡
stron¦? Odpowied¹ uzasadnij. Wskazówka: wyra¹ koncentracje cz¡stek po obu stronach przegrody przez ich
potencjaªy chemiczne. Pamietaj, »e gaz jest dwuwymiarowy i »e T = 0!

6. Rozwa»my dwuwymiarowy gaz doskonaªy zªo»ony z nierelatywistycznych fermionów o spinie 1/2 i masie m.

(a) Znale¹¢ zale»no±¢ pomi¦dzy koncentracj¡ n = N/A, aktywno±ci¡ z = e
µ
kT , i temperatur¡ T . Wygodnie

jest wprowadzi¢ termiczn¡ dªugo±¢ de Broglie'a λT =
√
2πh̄2/mkT .

(b) Dwuwymiarowy obszar A jest pocz¡tkowo wypeªniony nierelatywistycznymi fermionami o masie m,
spinie 1/2 i ±redniej koncentracji n w temperaturze T. Fermiony nie oddziaªuj¡ mi¦dzy sob¡, ale dwa
fermiony o przeciwnym spinie mog¡ ª¡czy¢ si¦ w pary, tworz¡c bozony o spinie 0, masie 2m i energii
wi¡zania ∆. Innymi sªowy, relacja dyspersyjna (pomi¦dzy energi¡ a wektorem falowym) dla fermionów
dana jest przez ef (k) = h̄2k2/2m a dla bozonów eb(k) = h̄2k2/4m−∆.

Po upªywie pewnego czasu reakcja f↑ + f↓ → b osi¡gn¦ªa stan równowagi, scharakteryzowany przez
równowagowe koncentracje fermionów i bozonów nf i nb oraz temepratur¦ T . Korzystaj¡c z tego, »e caª-
kowita g¦sto±¢ masy ukªadu jest zachowana, znajd¹ zale»no±¢ pomi¦dzy równowagowymi koncentracjami
nf , nb a koncentracj¡ pocz¡tkow¡ n. Na tej podstawie znajd¹ nast¦pnie zwi¡zek mi¦dzy pocz¡tkowym
n a temperatur¡ (T ) i aktywno±ci¡ fermionów (zf ) w ko«cowym stanie równowagi.

(c) Rozpatruj¡c stan równowagi opisany w punkcie (b) rozwa» granic¦ nλ2
T ≫ 1 przy staªej temperatu-

rze. Jak¡ warto±¢ w tej granicy przyjmuje potencjaª chemiczny fermionów (zf ) w stanie równowagi z
bozonami? Co to oznacza dla ±redniej koncentracji bozonów (nb) i fermionów (nf )?



7. Rozwa» ukªad, w którym E(S, V,N) = aS4/NV 2, gdzie a > 0.

(a) Znajd¹ równanie stanu p = p(T, V,N)

(b) Znajd¹ równanie stanu µ = µ(T, p).

(c) N cz¡stek tej substancji podlega cyklowi Joule'a-Braytona

Górna izobara odpowiada p = p2 and i ma zakres od VA do VB. Dolna izobara odpowiada p = p1. Znajd¹
obj¦to±ci VC i VD.

(d) Znajd¹ prac¦ wykonywan¡ przez ukªad w czasie cyklu Wcyc, pobrane ciepªo QAB, oraz sprawno±¢ tego
silnika. Wskazówka: wygodnie jest pracowa¢ w zmiennych (p, V ).

8. Bior¡c pod uwag¦, »e gaz fotonów w danej temperaturze T zachowuje si¦ jak gaz bozonów z zerowym po-
tencjalem chemicznym i odpowiedni¡ g¦sto±ci¡ stanów g(ω), poka», »e entropia pojedynczego fotonu jest
niezale»na od temperatury. Intepretuj¡c entropi¦ w j¦zyku teorii informacji, okre±l ile bitów niesie ze sob¡
pojedynczy foton. Po»yteczna równo±¢:

∑∞
n=1

1
n3 ≈ 1.202.

9. Prostym modelem keratyny (istotnego skªadnika naszych wªosów i skóry) jest jednowymiarowy ªa«cuch skªa-
daj¡cy si¦ z N cz¡stek, ka»da z których mo»e istnie¢ w dwu kon�guracjach α i β o energiach Eα i Eβ i
dªugo±ciach odpowiednio a i b (patrz rysunek). Parametry te speªniaj¡ nierówno±ci Eα < Eβ oraz a < b.
Ukªad znajduje si¦ w kontakcie z termostatem o temperaturze T . Korzystaj¡c z rozkªadu kanonicznego

b

L

a b

a b

(a) Znajd¹ sum¦ statystyczn¡ dla tego ukªadu

(b) Znajd¹ ±redni¡ dªugo±¢ ªa«cucha jako funkcj¦ temperatury, <L>(T). Przeanalizuj granic¦ wysokich
temperatur kBT ≫ Eβ . Czy wynik ten mo»na byªo przewidzie¢?

(c) Wyobra¹my sobie teraz, »e ªa«cuch ten rozci¡gamy przykªadaj¡c do niego siª¦ F . Jaka b¦dzie ±rednia dªu-
go±¢ ªa«cucha, <L>(T,F), w tym przypadku? Wskazówka: obecno±¢ siªy zewn¦trznej mo»na uwzgl¦dni¢
przez dodanie czªonu −FL do caªkowitej energii ªa«cucha.

(d) Znajd¹ podatno±¢

χ =

(
∂ < L >

∂F

)
F=0

i poka», »e jest dodatnia. Czy jej dodatnio±¢ wynika te» z jakich± gª¦bszych przesªanek? Wskazówka:
Przy liczeniu podatno±ci mo»e by¢ wygodnie rozwin¡c najpierw < L > w maªym F .



10. Rozwa» gaz bozonów o masach m i spinie s = 0 zamkni¦ty w obj¦to±ci V . Zaªó»my, »e energia pojedynczej
cz¡stki dana jest przez

E =
p2

2m
+ n∆

gdzie ∆ > 0 jest pewn¡ staª¡ dodatni¡ a n jest liczb¡ caªkowit¡ równ¡ 0 b¡d¹ 1. Wyznacz formuª¦ na
temperatur¦ krytyczn¡ Tc takiego gazu, przy której nast¦puje kondensacja. Nast¦pnie rozwa» granic¦ ∆ ≫ kT

- czy w tej granicy Tc jest wi¦ksze czy mniejsze od temperatury krytycznej w przypadku gdy E = p2

2m?

11. Pokazany na rysunku ukªad zostaª zaproponowany przez N. H. Dekkera i in, (�Guiding neutral atoms on a
chip�, Phys. Rev. Lett. 84, 1124�1127 2000) jako efektywny sposób kontrolowania oboj¦tnych elektrycznie
atomów za pomoc¡ pola magnetycznego wytwarzanego przez dwa druty wbudowane w mikropªytk¦. Rysunek
pokazuje linie staªego potencjaªu w tym ukªadzie na pªaszczy¹nie xy, przy czym x = 0 wyznacza o± symetrii
ukªadu (punkty w równych odlegªo±ciach od obu drutów) a y = 0 to pªaszczyzna pªytki.

Zaªó»my »e w ukªadzie tym znajduje si¦ N nierozró»nianych, nieoddziaªuj¡cych atomów. Przybli»my dzia-
ªaj¡cy na nie potencjaª przez V (x, y, z) = α

2 x
2 + β

2 (y − y0)
2 gdzie α i β to pewne staªe. Dodatkowo, ukªad

ograniczony jest ±ciankami znajduj¡cymi si¦ w z = ±L/2. Znajd¹ caªk¦ statystyczn¡ dla tego ukªadu oraz
entropi¦ tego ukªadu jako funkcje N , L i T , zakªadaj¡c »e ukªad pozostaje w stanie równowagi o temperaturze
T .

Nast¦pnie rozwa» proces, w którym kwazistatycznie zmieniana jest warto±¢ parametru β, a ukªad nie wymienia
ciepªa z otoczeniem (proces adiabatyczny). Znajd¹ ko«cow¡ temperatur¦ ukªadu Tf jako funkcj¦ pocz¡tkowej
Ti oraz pocz¡tkowej i ko«cowej warto±ci parametru β.
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Exam #3 

Problem 1 (45 points) Guiding Neutral Atoms on a Chip 

“We demonstrate the guiding of neutral atoms by the magnetic fields due to micro-
fabricated current-carrying wires on a chip. Atoms are guided along a magnetic field 
minimum parallel to and above the current carrying wires.” Thus begins the abstract 
of a Physical Review Letter in 2000 by Mara Prentiss and her collaborators at Har­
vard. The figure, adapted from the Letter, shows lines of constant potential energy 
in the x − y plane. x = 0  half way between the two wires, y = 0  on the substrate, 
and z is the guiding direction parallel to the wires. 

Model the system by a gas of N classical, non-interacting, indistinguishable atoms. 
We will approximate the confining potential as V (x, y, z) = (α/2)x2 + (β/2)(y − y0)

2 

where α and β are constants. In this model the allowed space for the gas extends to 
infinity in the x and y directions but is confined in the z direction by rigid walls at 
z = ±L/2. The gas is in thermal equilibrium at a temperature T . 

a)	 Find the probability density for the velocity of a single atom in the y direction, 
p(vy ). 

b) Find the probability density for the y position of a single atom, p(y). 

c) Find the partition function for the gas, Z(N,L, T ). 

d) Find force exerted by the gas on the wall, fz , as a  function of N , L, and T . 

e)	 The gas is cooled adiabatically by decreasing the value of β. Find the final 
temperature in terms of the initial temperature and the initial and final values 
of β. 

1


12. Rozwa»my model Isinga (Si = ±1) na sieci kwadratowej z oddziaªywaniami o st¡ªych wymiany J iK pomi¦dzy
najbli»szymi s¡siadami i kolejnymi najbli»szymi s¡siadami, jak na rysunku.

H = −J
∑
⟨ij⟩

SiSj −K
∑
{ij}

SiSj − µBB
∑
i

Si

gdzie pierwsza suma obejmuje wszystkie pary najbli»szych s¡siadów, a druga suma obejmuje wszystkie pary
kolejnych najbli»szych s¡siadów.

a) Jaki jest stan podstawowy dla du»ego pola µBB ≫ |J |, |K| ?



b) Rozwa»my przypadek J > 0 i K > 0. Jaki jest stan podstawowy przy braku pola (B = 0)? Znajd¹ energi¦
stanu podstawowego.

c) Dla J > 0 i K > 0 wyznacz przybli»enie pola ±redniego dla tego hamiltonianu. Wyprowad¹ samozgodne
równanie pola ±redniego.

d) Rozwi¡» równanie pola ±redniego dla B = 0 i znajd¹ temperatur¦ krytyczn¡.

e) Oblicz wykªadniki krytyczne β, γ i δ odpowiednio dla magnetyzacji, podatno±ci i izotermy krytycznej.

f) Okre±l stan podstawowy dla przypadku J < 0,K > 0 i zerowego pola. Znale¹¢ energi¦ stanu podstawowego.

g) Rozwa» przej±cie fazowe, które zachodzi w funkcji J przy staªych T = 0, B = 0,K > 0. Czy jest to przej±cie
ci¡gªe?

h) Omów jako±ciowo, co si¦ dzieje dla J > 0,K < 0 lub J < 0,K < 0 (pole B = 0).

i) Naszkicuj diagram fazowy stanu podstawowego jako funkcj¦ J i K.


