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Zadanie 1

Poka», »e entropia kwantowego gazu doskonaªego wyra»a si¦ wzorem:

S = −kB
∑
k

[⟨nk⟩ln⟨nk⟩ ∓ (1± ⟨nk⟩)ln(1± ⟨nk⟩)] ,

(górny znak - bozony, dolny - fermiony).

Zadanie 2

Wyznaczy¢ stosunek temperatur Fermiego gazu doskonaªego elektronów i protonów wewn¡trz gwiazdy skªadaj¡cej
si¦ z caªkowicie zjonizowanego wodoru.

Zadanie 3

Rozwa» dwuwymiarowy gaz zªo»ony z N nieoddziaªuj¡cych nierelatywistycznych fermionów o spinie 1/2 w tempe-
raturze T = 0. Gaz wypeªnia powierzchni¦ o polu A.

a) znajd¹ energi¦ Fermiego EF dla tego gazu
b) znajd¹ energi¦ wewn¦trzn¡ u = U/N tego gazu jako funkcj¦ EF .

Zadanie 4

Równanie Diraca dla cz¡stek relatywistycznych ze spinem 1
2 ma rozwi¡zania o energiach od −∞ do +∞. Dirac

zasugerowaª, »e stanowi pró»ni odpowiada wtedy sytuacja, w której wszystkie stany o energiach ujemnych sa obsa-
dzone, podczas gdy stany o energiach dodatnich s¡ puste. Taki stan nazywa si¦ te» czasem 'morzem Diraca'. Cz¡stka
o energii ujemnej, która zaabsorbowaªa wystarczaj¡co du»o energii aby przeskoczy¢ do stanu o energii dodatniej
pozostawia za sob¡ 'dziur¦' w morzu Diraca. Cho¢ morze Diraca nie okazaªo si¦ dobrym modelem relatywistycznej
pró»ni, model ten znalazª jednak zastosowanie do opisu elektronów w prawie zapeªnionym pa±mie walencyjnym
le»¡cym poni»ej prawie pustego pasma przewodnictwa w póªprzewodniku. Zaªó»my »e pasma te s¡ opisane przez
ci¡gªe widmo energii ϵ oraz g¦sto±c stanów g(ϵ) okre±lon¡ jako:

g(ϵ) =

{
A(ϵ− ϵ0)

1
2 ϵ0 < ϵ < ∞

B(−ϵ)
1
2 ∞ < ϵ < 0

(1)

gdzie A,B s¡ pewnymi staªymi, a przedziaª (0, ϵ) odpowiada przerwie energetycznej.

(a) Poka», »e je±li ten ukªad ma temperatur¦ T oraz potencjaª chemiczny µ, to prawdopodobie«stwo »e stan o
energii µ+ α jest obsadzony jest takie samo jak to, »e stan o energii µ− α jest pusty.

(b) Znajd¹ zale»no±¢ potencjaªu chemicznego od temperatury dla ukªadu, o którym wiadomo, »e jego stan w
T = 0 odpowiada morzu Diraca (obsadzone wszystkie stany o energiach ujemnych). Dla szczególnego przypadku
A = B znajd¹ wyra»enia na liczb¦ cz¡stek oraz dziur w niskich temperaturach. Wskazówka: poka» najpierw, »e
ró»nica mi¦dzy liczb¡ cz¡stek (o energiach E > ϵ) i dziur (o energiach E < 0) jest staªa (niezale»na od temperatury).
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