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Zadanie 4.1.

Hamiltonian rozwazanego ultrarelatywistycznego gazu wynosi:

N
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Zgodnie z definicja, mikrokanoniczna suma statystyczna jest zatem réwna:

Q(E,V,N) = / ATy = / S N / dVp.
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Catke po wspotrzednych pedowych mozemy przeskalowac i zapisa¢ we wspotrzed-
nych sferycznych jako catke iterowang:
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Obliczmy nastepujaca catke, wykonujac catkowanie przez czesci:
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Latwo sprawdzi¢, ze dla n = 0 wyprowadzony wzér daje poprawny wynik. Tego
rodzaju calki z parametrem A = 1 — Y% r; dostaniemy wykonujac catkowanie po
kolejnych promieniach w catce iterowanej. W rezultacie otrzymamy:
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Wobec tego zachodzi:
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Zapiszmy wzor na entropie w granicy termodynamicznej:

. Inw(E,V,N)
—S(E,V,N) =N lim ————~ =
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Stad otrzymujemy temperature gazu:
as\ ™ E
T(E,V,N)=|—== = :
Evn=(57) =,
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Zadanie 4.2.

Jezeli czastki sa nierozréznialne, to kazdy mikrostan charakteryzuja jednoznacznie
liczby czastek znajdujacych si¢ w poszczegdlnych stanach w tym mikrostanie. Skoro
catkowita energia uktadu wynosi zero, to liczba czastek w stanie o energii € jest
rowna liczbie czastek w stanie o energii —e¢, a reszte stanowia czastki w stanie
o energii 0. Wobec tego liczba mikrostanéw realizujacych stan uktadu o zerowe;j
calkowitej energii musi by¢ réwna mocy zbioru {0,1,..., |5 ]}. Dostajemy stad

wartos¢ entropii:
N
S = kln(bJ +1> .
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Zadanie 4.3.

Niech W (N) oznacza liczbe mozliwych wypelnieni paska 3 x 2N, a V(NN) — liczbe
mozliwych wypelnien paska 3 x (2N + 1) pozbawionego jednego z naroznikow.
Musza by¢ wowczas spelnione nastepujace zaleznosci rekurencyjne:

0) =V(0) =1,
N)=W(N —1)+2V(N — 1),
V(N)=W(N)+ V(N —1).

W
W(
Wynika stad W(N — 1) = W(N —2) +2V(N —2) oraz V(N —2) = V(N — 1) —
W(N —1)=1W(N) - 3W(N — 1), co daje:

W(N) =4W (N — 1) = W(N —2).

Znajdzmy rozwiazanie ogolne otrzymanego réwnania jednorodnego, podstawiajac

W(N) = tV:
N =N N2 o 2 a1 = (-2 V3)(E—2+V3) = 0.
Stad rozwiazanie ogélne rownania jednorodnego jest postaci:
W(N)=c(2+ V3N + 22— V3)Y, ¢, €R.

Uwzgledniajac warunki brzegowe W (0) = 1 oraz W(1) = 3 wnioskujemy, ze za-
chodzi: , .
01:6(3+\/§)’ 0226(3—\/5)-

Ostatecznie otrzymujemy:
1
W(N) =2 (B+v3)2+ V3N +(3-V3)(2-V3)Y).
W granicy N — oo mozemy napisac:

S =kglnW(N) ~ kgln (é(:a +V3)(2+ \/§)N> ~ NkpIn(2+/3).
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Zadanie 4.4.%*

Twierdzenie: Dla dowolnych liczb ay,...,a, € [0,1], nazywanych wagami, spel-
niajacych warunek a; +...+a, = 1, dowolnego przedzialu I € R, dowolnych liczb
x1,...,%, € I oraz dowolnej funkcji f wklestej na I prawdziwa jest nier6wnosé:
f (Z Gﬂz‘) > Zaz‘f(xi)'
i=1 i=1

Dowé6d: Przeprowadzimy rozumowanie indukcyjne. Dla n = 1 teza jest oczywi-
sta, natomiast dla n = 2 otrzymujemy definicje funkcji wklestej. Przyjmijmy, ze
teza zachodzi dla pewnego n = k. Dla dowolnych wag ay, ..., axy1 spelniajacych
zalozenia twierdzenia mozemy wowczas napisac:

k41 k-1 a kia
f Z aiw; | = f Z a;x; + (ar + axs1) Tk + Tpg1 | | 2
i=1 i=1

ar + Qg1 ar + Qr+1

k-1
a a
> > aif (v:) + (ak + arr) f < et s «%’k+1> >

i—1 ag + a1 ai + Qg1
k—1 k+1

> Z a; f(x;) + apf (zx) + agpo1 f (Tpp1) = Z ai f(z;).

i=1 i=1
Oznacza to, ze teza zachodzi réwniez dla n = k£ + 1. W przypadku funkcji $cisle
wklestej i liczb x4,...,2z, € I, z ktérych co najmniej dwie sg rézne, nier6wnosé
dla n = 2 zmienia si¢ w niero6wnos¢ ostra. W konsekwencji otrzymujemy wowczas
nier6wnos¢ ostra dla dowolnego n > 2. O]

Rozwazmy nastepujace wyrazenie:

k}@—M—§ﬂ=2ﬁhﬁ+§)?M$%Z%m%=
B i J 2

N gt S puIng? — S gy = 3 puyIn [ P
- pr lnpz + szj hlpj pr hlpzy - szj In .
Y] i,

ij i Dij
Logarytm naturalny jest funkcjg Scisle wklesta, ponadto zachodzi >, pi; = 1,
mozemy zatem skorzysta¢ z udowodnionego wyzej twierdzenia:

pi'p?
S—SA_SB = /{;szijln< ; J > < kBln(Zp?pf) = kBln(l) =0.
]

i,j ij
OtrzymaliSmy zadang nieréwno$¢. Zauwazmy, ze gdy p;; = p{‘pf , to dostajemy:
S -84 =8P =kp> pi;yIn(l) =0.
2%
By mogta zachodzi¢ réwnosé, wszystkie argumenty logarytmu naturalnego musza
by¢ takie same. Jednak wowczas calo$¢ moze si¢ zerowaé tylko dla p;; = pf‘pf.
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