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1. ZUP Quaatemstatist4k 
des Bohrschen Atornmodells; 

vom X a x  P Zancic. 

Bekanntlich lassen sich alle fiir den thermischen Zustand 
eines Korpers charakteristischen GriiBen auf eine einzige thermo- 
dynamische Funktion : die sogenannte Zustandssumme 

(1) 2-2. *T 

zuriickfiihren, deren Logarithmus, mit der Temperatur T multi- 
pliziert, den Ausdrnck der freien Energie liefert : 
(1 a) 
Dabei bedeutet E die Energie des KBrpers in irgendeinem 
quantenma6ig maglichen Zustand, und die Summation ist uber 
alle verschiedenen Zustande des Kiirpers zu erstrecken. Fa& 
man die Summenglieder, welche zu einem bestimmten Wert 
der Energie E gehiiren , zusammen, und charakterisiert den 
betreffenden Wert von E durch die Ordnungszahl a, so kann 
man auch schreiben: 
(2) Z =  C P , . e  kT' 

wobei P,, die Anzahl der verschiedenen Zusfande des Korpers 
bezeichnet, welche die namliche Energie En besitzen. Diese 
Zahl bildet daa ,,sta,tistische Gewicht" oder die ,,thermodyna- 
mische Wahrscheinlichkeit" der Energie E,,. Ihr  Logarithmus 
ergibt die Entropie des Korpers bei der Energie E,,. 

Nun hat sich bei der Quantenstatistik eines einzelnen 
B o h r  schen Wasaerstoffatoms, fiir welches die Energie der 

E - _  

p =  - K Plog 2. 

E* _ -  

- 

Ordnungszahl n: 
(3) ha 

2 d u q 4  li 
&I3 = - = - - 

(p Masse, q absoluter Betrag der Ladung des Elektrons) die 
eigentiirnliche Schwierigkeit ergeben, daB die Zustandsaumme 
des Atoms, von n = 1 bis n = 00 erstreckt, eine divergierende 
Reihe darstellt, und es fragt sich, wie dieser Schwierigkeit 
zu begegnen ist. 
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Schon N. B o h r  hat auf diesen Urnstand hingewiesenl), 
sich aber dabei auf die Bemerkung beschrankt, daB eine Sum- 
mierung iiber n von 1 bis 00 nur dann statthaft ist, wenn 
der fur das Atom verfiigbare Raum unendlich groB ist, und 
daS auch die Anwesenheit freier Elektronen in Betracht ge- 
zogen werden mug. 

Naher ist auf diesen Punkt K. Herzfe lda)  eingegangen, 
indem er annahm, daB die Bewegungen des Elektrons begrenzt 
sind durch eine kugelfijrmige, den Atomkern als Mittelpunkt 
umgebende feste Hiille mit dem Radius R,, und damit zu 
wohl brauchbaren Resultaten gelangte. Indessen ist dabei der 
Urnstand nicht ganz befriedigend, daB uber die GroBe von 
B0, von welcher der Wert der Zustandssumme mit abhangt, 
nichts weiter bekannt ist, als dafi sie von der GroBenordnung 
der freien Weglange der Atome ist und einen gewissen Mittel- 
wert darstellt, uber den sich so lange nichts aussagen lifit, 
als man nichts naheres iiber die Wirkungen eines Zusammen- 
sto6es mit einem Nachbaratom auf das kreisende Elektron 
wei8. Auch sieht man nicht recht ein, wieso ein Nachbar- 
atom dae System der stationaren Bahnen des Elektrons merk- 
lich beeinflussen kann, da es doch elektrisch neutral ist, und 
da unter der unbegrenzt groBen Anzahl von moglichen 
Quantenbahnen, die nach allen Richtungen urn ein Atom 
laufen, nur au6erst wenige in der unmittelbaren Nahe eines 
Nachbaratoms vorubergehen. 

Von einer anderen Seite her hat neuerdings in einer in- 
haltreichen Arbeit R. Becke r  s) die Frage behandelt. Nach 
ihm wird die Konvergenz der Zustandssumme nicht durch 
eine Begrenzung der Anzahl n der Summenglieder erzwungen, 
sondern durch die Einfiihrung besonderer statistischer Ge- 
wichte, welche den einzelnen Summengliedern als Koeffizienten 
beigegeben werden und welche bei unbegrenzt wachsen- 
dem n verschwindend kleine Werte annehmen. Freilich ge- 
langt man dann zu der bedenklichen Folgerung, daB die 

1) N. B o h r , Abhandlungen iiber Atombau, iibersetet von 
H. St intz ing ,  (Vieweg & Sohn) 1921, S. 150. (Unvertiffentlichte Arbeit 
m a  dem Jahre 1916.) 

2) I(. Herzfeld, Ann. d.Phys. 61. S. 261. 1916. 
3) R. Becker ,  Zeitschr. f. Phya. 18. S. 325. 1923. 
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statistischen Gewichte, die sich doch auf ein einzelnes Atom- 
model1 beziehen mtiBten, vom spezifischen Volumen des Gases 
abhhngen, - ein Umstand, der auch in der erwahnten Arbeit 
als hbchst bemerkenswert und als eine erhebliche Einschriin- 
kung des ,,a priorif'-Charakters der statistischen Gewichte be- 
zeichnet wird. Banz umgangen wird die Berechnung der Zu- 
standssumme in einer Arbeit von E. Fermi'), der zur Be- 
stimmung der Entropie eine rein thermodynamische Methode 
benutzt. 

In der folgenden Notiz beabsichtige ich zu zeigen, wie 
man auf direktem Wege den Wert der Zustandssumme (1) 
und damit die freie Energie (la) des Gases ohne jede Un- 
bestimmtheit berechnen kann, wenn man das namliche Ver- 
fahren einschlilgt, welches ich bei anderer Gelegenheit zur 
Berechnung der freien Energie eines idealen Gases mit un- 
veranderlichen Atomen benutzt habe. 

I. 
A h  Vorbereitung fur das Folgende berechnen wir zunachst 

den Ausdruck der Zustandssumme fur denjenigen Zustands- 
raum, welcher gebildet wird von einem einzigen Atom mit 
ruhendem positiven Kern, im Volumen P bei der Temperatur T. 
Dann ist die Zustandssumme: 

(4) z = C e  kT 

zu erstrecken uber alle quantenmaBig mbglichen verschiedenen 
Zustande des Atoms, oder, da derKern fest liegt, iiber alle m8g- 
lichen Zustande (Lagen und Geschwindigkeiten) des Elektrons. 
Die Energie E des Atoms kann negative oder positive Werte 
annehmen. Im ersteren Fall bewegt sich das Elektron aaf 
einer Ellipse, dann ist E der Quantenbedingung (3) unter- 
worfen; im zweiten Fall ist die Bahn des Elektrons hyper- 
bolisch, d a m  ist E als stetig veranderlich anzusehen. Wir 
zerlegen daher die Zustitndssumme z in die beiden den posi- 
tiven und den negativen E entsprechenden Teile, und unter- 
teilen au6erdem den zweiten Teil noch einmal, indem wir setzen: 

z = z1 + z2 + z 3 .  

e - _  

(5) 
1) E. F e r m i ,  Zeitschr. f. Phys. 26. S. 54. 1924. 
2) Theorie der Wglrmestrahlung, 5. Aufl. Q 182. 192% 
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I 
(6) I 

(7) 

Es sol1 also umfassen: 

Dabei wahlen wir E' so, daS 

wo R eine beliebige Strecke von der GroBenordnung v F  
bedeutet. Naturlich ist diese Festsetzung nur dann miiglich, 

eine Bedingung, die in allen praktischen Fallen als erfiillt 
anzusehen ist 

Wir berechnen nun nach der Rsihe die Summen zl, z2, z3. 
Nach den eingefuhrten Annahmen lassen sich die beiden ersten 
Summen als Integrale schreibeo. Da das Elektron drei Frei- 
heitsgrade besitzt, so ist die GroBe eines Elementargebiets h3, 
und wir erhalten zunachst: 

(9) 

wahrend q die Geschwindigkeit, r die Entfernung des Elek- 
trons vom Kern, d Qq den raumlichen Offnungswinkel der Ge- 
schwindigkeiten, d L?, den der Radiivektoren bedeutet. Fuhren 
wir E statt 9 ale Integrationsvariable ein, so ergibt sich: 

DieIntegration uber r ist von r = 0 bis zu r == r,,, der Ent- 
fernung des Kerns vom Schnittpunkt des Elementarkegels dln, 
mit der Oberfliche des Raums 7, zu erstrecken. Die Inte- 
grationen uber die beiden Elementarkegel d 52, und dQq er- 
geben 16 d. Endlich ist uber E von 0 bis 00 zu integrieren. 
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Da zum Werte des Integrals nur diejenigen Werte von 
T merklich beitragen, welche von der GrXienordnung R sind, 
und nur diejenigen Werte von E, welche von der GrOBen- 
ordnung k T  sind, so kann man wegen (8) sich auf die Beruck- 
sichtigung der Werte r a > > q2 beschriinken, und die Quadrat- 
wurzel reduziert sich auf r v i  Dann ist die Integration leicht 
auszufiihren und ergibt: 

V (13) z1 = (2% ,u liT)'Iz * * 

Den Ausdruck von zz kann man ebenfalls aus (12) ab- 
leiten, dadurch, da6 man darin gema6 (7) die Exponential- 
funktion durch 1 ersetzt. Dagegen ist die Integration iiber r 
insofern verwickelter, als die obere Grenze von T nur fur die- 
jenigen Richtungen des Elementarkegels d Q? gleich r0 ist, 
fur welche ro < - $/E. Denn die Wurzel im Integranden 
mu8 reel1 sein, d. h. die Entfernung r mu6 von einer Ellipsen- 
bahn mit der Energie s erreichbar sein. 1st also r,, > - qa /e ,  
so ist die obere Grenze von r gleich - q2/& zu setzen. 

In jedem Falle ist, da E < 0: 

wobei nun uber alle Richtungen von 0 bis R integriert werden 
dad. 

Dies ergibt: 
v212.8 2 z2 < 7 T/ * 5 R"l* d. 16 l l ~ ' .  

Schreibt man diese Ungleichung in der Form: 

und vergleicht sie mit (7) und (13), so erkennt man, daB 

(14) 2% < < z; * 

Nun bleibt noch die Summe z3 zu bestimmen tibrig, 
welche die Werte von E zwischen -E' und - 00 umfa6t. In 
diesem Bereich mussen die quantenma8ig mSglichen, durch 
(3) charakterisierten Werte en als diskrete GrijBen behmdelt 
werden. AuSerdem ist zu beachten, da8 eine bestimmte 
Energie E, im allgemeinen durch eiiie grij6ere Anzahl ver- 



6 78 M. Planck. 

schiedener quantenmiifiig moglicher Zustande verwirklicht 
werden kann. Fassen wir also alle einem bestimmten n ent- 
sprechenden Summenglieder in ein einziges zusammen, so er- 
halt z, die Form: 

wo nun pn, die Anzahl der Quantenzustande mit der Energie 
E,, das statistische Gewicht der Energie a, bedeutet. Die 
Ordnungszahl n' des Endgliedes der Summe, nach (3) ge- 
geben durch: 

K r;== - 
(16) 6' ' 
ist nach (7) von der GrbBenordnung: 

Die Unterschiede, welche durch die Willkur bei der Fest- 
setzung von E' und n' in dem Werte von zg bedingt werden, 
sind von der GroBenordnung von za und daher klein gegen zl 
und z. 

Es handelt sich nun noch um die Bestimmung des 
statistischen Gewichts p ,  in (1 5). Fur groBe Ordnungszahlen 
n, bei denen man a,, als stetig veranderlich behandeln kann, 
ist p, dadurch vollkommen bestimmt, dab die Anzahl der 
zwischen den Energien E und E + da liegenden Quantenzustiinde 
gleich ist der Anzahl der auf dieses Interval1 entfallenden 
Elementargebiete des Zustandsraumes, also nach (9) und (12): 

wenn nach (3) gesetzt wird: 
2K 2K d&= - A n  = -. (19) lrls d 

In dem lntegral (18) ist iiber 7' von r = 0 bis r = - q2/a 
zu integrieren. Dies ergibt: 

oder nach (3) und (19): 
p,= n2. 
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giiltig fur n > > 1. Zur Bestimmung von p ,  fur mittlere 
Ordnungszahlen n reicht die klassische Statistik nicht aus. 
Hier miissen Quantenregeln einsetzen, und diese ergeben, wie 
schon N. Bohr zeigte, den Wert l): 

welcher die vorige Beziehung mit einschlieBt. 

Gliede n = 1 beginnen nnd schreiben: 

(20) p , =  n.(n + I), 
Da po = 0, so kann man die Zustandsumme (15) mit dem 

Die gesuchte Zustandssumme z ergibt sich dann durch 
Addition von z1 und z3, zerfallt also in zwei Teile, von denen 
der erste die Zustinde des ,,freienLL, der zweite die des ,,ge- 
bundenen (' Ele-xs umfaBt. 

11. 
Nunmehr wollen wir die Zustandssumme bilden fur ein 

Elektron im Volumen P, wenn sich in diesem Volumen statt 
eines einzigen eine groBe Anzahl N positiver Kerne unregel- 
maSig verteilt in festen gegebenen Lagen befinden. Doch sol1 
der GroBenordnung von N eiiie Schranke dadurch gesetzt 
sein, daB, in Verscharfung von (8), die Bedingung gelten SOU: 

Nur wenn diese GroBenbeziehung erfrillt ist, kann ge- 
folgert werden, daS das Elektron entweder frei oder an einen 
bestimmten Kern gebunden ist. 

In der Zustandssumme : 
_ _  

(23) Ce 
hat man dann zu setzen: 

'Is P a 7% 11% 
& =  - -d  ----- -- '  2 r1 r2 T N  

(24) 

wenn rl, rg, . . . rN die Entfernungen des Elektrons von den 
einzelnen Kernen bezeichnen. 

... 

1) Vgl. R. Becker ,  a. a. 0. S. 331. 
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Auch hier summieren wir zunachst uber die Glieder mit 
positivem 6 und erhalten dann wieder .wie im vorigen Ab- 
schnitt den Ausdruck z1 in (13), ganz unabhhngig von den 
Kernen. Sodann summieren wir uber die negativen e, zu- 
nachst von 0 bis - E', wobei angenommen ist: 

125) q 2 i g  < < eJ< < KT. 

Diese Summe ist klein gegen zl, kann also vernachlassigt 
werden. 

Fur 
dieses Interval1 muE wegen der ersten Ungleichung (25) eine 

Endlich bleibt E zu summieren von - e' bis - 00. 

- 

der Entfernungen T in (24), etwa r i ,  klein sein gegen 

d. h. das Elektron ist an den Kern i gebunden. Die ubrigen 
r sind dann von der GroBenordnung des mittleren Abstandes 
zweier benachbarter Kerne oder noch gr86er, so daB die ent- 
sprechenden Glieder in (24) verschwinden. Daher zeflillt 
dann bei der Summation in (23) uber alle Raumgebiete des 
Elektrons die Zustandssumme in N Partialsummen, deren eine 
aus (23) erhalten wird, wenn man darin setzt: 

Diese Partialsumme ist aber nichts anderes als die in (21) 
berechnete Zustandssumme zg, wobei die Ordnungszahl n' des 
Endglieds der Summe nach (16) und (25) der Bedingung 

geniigt, und die Addition aller N Partialsummen ergibt den 
Wert N.z3 ,  so daB die game Zustandssumme (23) eines im 
Volumen P zwischen N festliegenden Kernen beweglichen 
Elektrons den Wert erhalt: 
(27) 21 + Nz ,  * 

Von den beiden Summanden urnfafit der erste wieder die 
Zustande des freien ( E  > 0), der zweite die Zustande des ge- 
bundenen (a  < 0) Elektrons. 
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111. 
Jetzt frageu wir nach der Zustandssumme (1) von N 

zwischen N festliegenden Kernen beweglichen Elektronen im 
Volumen 7. Da in jedem bestimmten Zustand der Elektronen 
eine bestimmte Anzahl derselben, etwa P, frei, die iibrigen 
N- P gebunden sind, so berechnen wir zunachst die Zustands- 
summe fur ein bestimmtes P und summieren dann von P= 0 
bis P = N. Mit jedem Zustand der P freien Elektronen kann 
jeder Zustand der N- P gebundenen Elektronen kombiniert 
werden. Daher ist die gesuchte Zustandssumme gleich dem 
Produkt der Zustandssumme fur die P freien und der Zu- 
standssumme fur die N -  P gebundenen Elektronen. Wir 
bilden zuerst die Zustandssumme der P freien Elektronen. 

Wenn man bei der Ausfuhrung der Summation zunachst 
uber solche Zusfande des Elektronensystems summiert, welche 
sich nur dadurch unterscheiden, daB ein einziges Elektron 
sich verschieden verhalt, mahrend alle iibrigen Elektronen 
irgendwelche ganz bestimmte Zustande einnehmen, so erhalt 
man den Ausdruck z1 in (13), multipliziert mit der Zustands- 
summe der ubrigen P-1 Elektronen, und die Fortsetzung 
dieses Verfahrens fuhrt schlieBlich auf die Potenz 2:. Diese 
GroSe stellt jedoch noch nicht die gesuchte Zustandssumme 
der P freien Elektronen vor, sondern ein Vielfaches derselben. 
Denn bei dem vorgenommenen Summationsverfahren ist jeder 
Zustand des Elektronensystems so oft gezahlt worden, als sich 
die P Elektronen untereinander permutieren lassen.') Die ge- 
suchte Summe ist also: 

S I P  - 
P! 

1) Es ist mir wohl bekannt ,' daS einige namhafte Physiker (2, B. 
P. Ehren fes t  u. V. T r k a l ,  Ann.d. Phya. 65. S. 609. 1921; E. Schro -  
d inger ,  Phys.Zeitschr, 25. 6. 41. 1924) diese Art der Rechnung be- 
anstanden und die Division mit P! ds eine nachtriigliche Einschleppung 
bezeichnen. Indessen vermag ich in dem eingeschlagenen Verfahren 
ebensowenig eine Inkonsequene zu erblicken als darin, da6 man bei der 
Berechnung der Aneahl der Permutatiopen von la Elementen, dereo 
einige gleichartig sind, die Fakultiit la! nachtriiglich mit der Fakultiit 
der Zahl der gleichartigen Elemente dividiert. 
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oder, wenn man die St i r l ingsche Formel in der hier ge- 
niigenden Annaherung benutzt : 

Was nun weiter die Zustandssumme der N -  P an eben- 
soviele Kerne gebundenen Elektronen betrifft, so ist zunachst 
zu bedenken, daB diese Elektronen in verschiedener Weiee auf 
die N festliegenden Kerne verteilt sein konnen. Die Anzahl 
dieser Moglichkeiten ist, wie eine einfache Uberlegung lehrt: 

N! 
(N-P)!P? * 

Da ferner jeder Zustand irgendeines Elektrons mit jedem 
Zustand irgendeines anderen Elektrons kombiniert werden 
kann, so erhalt 
Elektronen mit 

(29) 

man fiir die Zustandssumme aller gebundenen 
Benutzung von (81): 

N - P  

Hier ist selbstverstandlich keine nachtragliche Division 
vorzunehmen, da bei dem angewandten Rechnungsverfahren 
jeder Zustand des Elektronensystems nur einmal gezahlt wurde. 

Die Multiplikation von (28) und (29) und nachfolgende 
Summation iiber P von 0 bis N ergibt schlieBlich die gesuchte 
Zustandssumme aller N beweglichen Elektronen: 

P = N  
AT- P 

P = O  

oder, wenn wir die Konzentration der freien Elektronen 

einfiihren, die wir wegen der GrSBe von P und N ale stetig 
veranderlich ansehen kdnnen : 

wobei zur Abkiirzung -'nach (13) gesetzt ist : 
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Der Wert des Ausdrucks hinter dem Integralzeichen in 
(31) besitzt wegen der GroEe des Exponenten N die Eigen- 
tiimlichkeit, daS er ein sehr steiles Maximum besitzt, und 
zwar fiir denjenigen Wert e, der Konzentration x, der sich 
aus der Gleichung ergibt l): 

(33) 

Dieses Maximum ist so steil, da6 der Wert des ganzen 
Integrals (31), also die gesuchte Zustandssumme der N zwischen 
N festen Kernen beweglichen Elektronen , sich bis auf ver- 
schwindend kleine Glieder reduziert auf den Iviaximalwert des 
Integrandus, n&mlich auf: 

(34) 

IV. 
Endlich lassen wir auch die N Kerne beweglich sein und 

vereinfachen dabei die Aufgabe durch die Annahme, da6 die 
Masse eines Kerns groS ist gegen diejenige eines Elektrons. 
Dann setzt sich die Energie E des ganzen betrachteten Ge- 
bildes annahernd additiv zusammen aus der kinetischen Energie 
der Kerne nnd der kinetischen und potentiellen Energie der 
Elektronen in bezug auf die Kerne, die wir bisher allein be- 
trachtet haben, und die Zustandssumme 2 in (1) ist das Pro- 
dukt der beiden entsprechenden Zustandssummen. 

Die Zustandssumme aller N Kerne ist aber, ganz 
analog (28): - .  . 

(35) 

wobei, wie in (13) und (32): 

Folglich ist die Zustandssumme der N zwischen den N 
beweglichen Kernen beweglichen N Elektronen, durch Multipli- 
kation von (34) und (35): 

1) Diese Gleichung stimmt bis auf einen Zahlenfaktor 3 iiberein 
mit der Beziehung, welche Pi. Herzfeld a. a. 0. S. 279 fiir den Disso- 
eiationsgrad der Atome aufgestellt hat. 



684 M; Planck. Zur Quantenstatistik des Bohr schen Atommodells. 

(37) 
1-G, N z = ( e c .  (A) 1 - c, 1 , 

und die freie Energie des ganzen Gebildes nach (2): 

(38) F =  - k T N .  I l o g e ~ + c l l o g ~ + ( l - c l ) - l o g ~ } ~  C l  1 - c ,  

Schreibt man diesen Ausdruck in der Form: 
e 6 '  e 5  e t'x, , 

und vergleicht ihn so mit den bekannten Formeln der all- 
gemeinen Thermodynamik, so erhellt, dab die drei Summanden 
der Reihe nach die freie Energie der isolierten Kerne (posi- 
tive Ionen), die freie Energie der freien Elektronen und die 
freie Energie der undissoziierten Atome darstellen. 

(39) P = - k 1 N .  { c1 log - + c1 log - + (1 - c1).l0g i-1 
el Cl 

Ber l in ,  Juni 1924. 

(Eingegangen 7. Oktober 1924). 




