
Egzamin z termodynamiki i �zyki statystycznej R - zadania

Zadanie 1 Adsorbcja gazu

Rozwa»my nast¦puj¡cy prosty model adsorbcji atomów gazu wypeªniaj¡cego naczynie na znajduj¡cej si¦
w nim powierzchni adsorbuj¡cej. Podzielmy obj¦to±¢ naczynia na M komórek, a powierzchni¦ adsorbuj¡c¡
na N komórek, przy czym w ka»dej komórce mo»e by¢ nie wi¦cej ni» jeden atom. Caªkowita liczba ato-
mów w ukªadzie wynosi N (dokªadnie tyle, »e mogªyby zaj¡¢ wszystkie komorki powierzchni adsorbuj¡cej).
Atom ma energi¦ 0, je±li jest swobodny (niezaadsorbowany) oraz energi¦ −ϵ, je±li zostanie zaadsorbowany;
a zatem energia ukªadu z n zaadsorbowanymi atomami wynosi −ϵn (energi¦ kinetyczn¡ atomów zanie-
dbujemy). Wielko±ci M , N i ϵ s¡ staªe, za± n - zmienna. Zaªó», »e liczby M , N , n oraz N − n s¡ bardzo
du»e. Korzystaj¡c z rozkªadu mikrokanonicznego:

1. Znajd¹ entropi¦ tego ukª¡du jako funkcj¦ n. Nast¦pnie przejd¹ z otrzymanym wynikiem do granicy
termodynamicznej.

2. Znajd¹ równanie wi¡»¡ce n z temperatur¡ ukªadu. Uwaga - nie musisz rozwi¡zywa¢ tego równania
i znajdowa¢ n = n(T ).

3. Znajd¹ n dla T = 0. Zinterpretuj otrzymany wynik.

4. Znajd¹ granic¦ n/N dla T → ∞. Zinterpretuj otrzymany wynik.

Przydatne rozwini¦cie: logN ! = N logN −N + . . .

Rozwi¡zanie

(1) Entropia w rozkªadzie mikrokanonicznym jest równa: S = k log Ω(E), gdzie E jest energi¡ ukªadu.
Aby znale¹¢ liczb¦ mikrostanów (Ω) zauwa»my, »e energia ukªadu jest równa E = −ϵn, gdzie n jest liczb¡
zaadsorbowanych atomów. Potrzebujemy zatem znale¹¢ liczb¦ mikrostanów ukªadu realizuj¡cych makro-
stan scharakteryzowany liczb¡ n. W tym celu zauwa»my, »e najpierw mo»emy wybra¢ n zaadsorbowanych
atomów spo±ród wszystkich N atomów, a nast¦pnie okre±lamy komórki, w których przebywaja pozostaªe
(N − n) atomów, dostajemy wi¦c:

Ω =
N !

n! (N − n)!
· M !

(M −N + n)! (N − n)!
. (1)

Skorzystamy teraz z przybli»enie Stirlinga (log x! ∼= x log x− x), aby uzyska¢ wzór na entropi¦ w granicy
termodynamicznej, a mianowicie:
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(2) Równanie wi¡»¡ce temperatur¦ T z liczb¡ n znajdziemy wychodz¡c z zale»no±ci:

1

T
=

∂S

∂E
= −1

ϵ
· ∂S
∂n

= −k

ϵ
log

(N − n)
2

n (M −N + n)
. (3)

(3) Gdy T → 0 to jak widzimy z powy»szego równania wynika, i» log (N−n)2

n(M−N+n) → −∞. Zatem mamy

odpowied¹: n → N , gdy» wielko±¢ w liczniku pod logarytmem musi zmierza¢ do 0. Interpretacja jest taka,
»e w temperaturze zera bezwzgl¦dnego wszystkie atomy zostaj¡ zaadsorbowane.
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(4) Aby znale¹¢ granic¦ gdy T → ∞ przeksztaª¢my równanie (4) do postaci:

exp
(
− ϵ

kT

)
=

(N − n)
2

n (M −N + n)
. (4)

W odpowiedniej granicy otrzymujemy równanie (N−n)2

n(M−N+n) = 1, które ma rozwi¡zanie: n
N = N

M+N . Inter-

pretacja jest taka, »e w granicy T → ∞ atomy przestaj¡ �czu¢� sko«czon¡ ró»nic¦ energii pomi¦dzy stanem
swobodnym i stanem zaadsorbowanym (poniewa» ich energia ro±nie nieograniczenie). Szukana g¦sto±¢ n

N
atomów na podªo»u powinna by¢ zatem taka jak w przypadku bez adsorbcji i równa g¦sto±ci atomów nad
powierzchni¡. Wªa±nie taki wynik otrzymali±my.

Zadanie 2 �niadanie w klasztorze Hutong

Jeden z chi«skich mistrzów zen, Zhaozhou Congshen, wspomina w swoich pismach, »e w klasztorze
Hutong, aby zach¦ci¢ mnichów do medytacji, rozdawano im podczas ±niadania dwa razy mniej par paªeczek
ni» byªo jedz¡cych. Mnisi zasiadali do ±niadania przy okragªym stole, ka»dy z nich miaª jedn¡ paªeczk¦ z
lewej i jedn¡ z prawej strony swojego talerza. Ka»dy z N mnichów mógª albo medytowa¢ (stan �-1�) lub
je±¢ (stan �+1�). Aby je±¢, potrzebowaª jednak dwóch paªeczek, wi¦c jego lewy i prawy s¡siad nie mogli je±¢
w tym samym czasie. Congshen cz¦sto zastanawiaª si¦ jaka jest caªkowita liczba mo»liwych kon�guracji
takiej grupy N mnichów.

1. Wyka», »e pytanie to sprowadza si¦ do nast¦puj¡cego problemu: rozwa»amy N miejsc na okr¦gu, z
ka»dym z nich zwi¡zana jest zmienna spinowa si ∈ {−1,+1}. Caªkowita liczba kon�guracji wynosi
2N . Nas jednak interesuje liczba NN stanów, w których nie mo»na znale¹¢ dwóch spinów +1 obok
siebie.

2. Oblicz bezpo±rednim rachunkiem NN for N = 2, 3, 4, 5.

3. Sprawd¹, czy obliczone warto±ci NN speªniaj¡ zale»no±¢ NN = NN−1 + NN−2, która de�niuje
ci¡g Fibonacciego. �Standardowy� ci¡g Fibonacciego speªnia t¦ relacj¦ i ma warunki pocz¡tkowe
N0 = N1 = 1. W naszym przypadku warunki pocz¡tkowe b¦d¡ inne.

4. Oznaczmy przez NN (s) liczb¦ speªniaj¡cych warunki zadania kon�guracji, w których sN = s, s ∈
{−1,+1}. Oczywi±cie NN = NN (+1)+NN (−1). Wyznacz NN (+1) jako funkcj¦ NN−1 i NN−1(+1)
oraz analogicznie dla NN (−1) i korzystaj¡c z tych relacji poka», »e NN speªnia relacj¦ rekurencyjn¡
Fibonacciego.

5. Poka», »e problem sprowadza si¦ do zliczenia stanów o minimalnej energii w jednowymiarowym
modelu Isinga zde�niowanym przez hamiltonian

H ({si}) =
N∑
i=1

[
−Jsisi+1 −

h

2
(si + si+1)

]
,

z periodycznymi warunkami brzegowymi (si+N = si) oraz z J = −1; h = −2. Oblicz odpowiedni¡
energi¦ stanu podstawowego E0(N).

6. Zakªadaj¡c, »e mo»na obliczy¢ sum¦ statystyczn¡

ZN (β) =
∑
{si}

e−βH({si})

poka», »e
NN = lim

β→∞
eβE0(N)ZN (β)

7. Bior¡c pod uwag¦ nast¦puj¡ce wyra»enie na sum¦ statystyczn¡ jednowymiarowego modelu Isinga,

ZN (β) = λN
+ + λN

−

gdzie

λ± = eβJ cosh(βh)±
√
e2βJ sinh2(βh) + e−2βJ

wylicz ostatecznie NN .

Uwaga: poszczególne podpunkty mo»esz rozwi¡zywa¢ niezale»nie od siebie.

Rozwi¡zanie
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1. Oznaczmy przez i ∈ {1, . . . , N} mnicha, a przez si = ±1 jego stan. Je±li si = +1, to koniecznie
si−1 = si+1 = −1 (z periodycznymi warunkami brzegowymi: si+N = si). Zatem nie mo»na mie¢
dwóch najbli»szych s¡siaduj¡cych mnichów w stanie s = +1

2. Dla N = 2 mamy trzy stany (−1,−1), (−1,+1), (+1,−1). Dla N = 3 mamy stany si = 0, dla
wszystkich i; si0 = +1, si = −1 (i ̸= i0), dla i0 ∈ {1, 2, 3}, a zatem N3 = 4. Dla N = 4 mamy si =
−1,∀i (jeden stan); si0 = +1, si = −1 (i ̸= i0 ) (4 stany), si0 = si0+2 = +1, si = −1 (i ̸= i0, i0 + 2)
(2 stany) w sumie 7. Dla N = 5 ªatwo zauwa»ymy, »e mamy 1 stan bez jedz¡cego mnicha; 5 stanów
z 1 jedz¡cym mnichem i 5 stanów z dwoma jedz¡cymi mnichami, co daje ª¡cznie 11 stanów.

3. Sprawd¹my:

N NN−2 NN−1 NN

4 3 4 7 = 3 + 4
5 4 7 11 = 4 + 7

4. Zawsze mo»liwe jest dodanie (N+1)-tego spinu -1 do kon�guracjiN spinów. Nie oznacza to jednak, »e
NN+1(−1) = NN , poniewa» istniej¡ dodatkowe kon�guracje: te, w których (N +1)-ty spin rozdziela
dwa spiny +1. Liczba takich kon�guracji to NN−1(+1). Otrzymujemy zatem

NN+1(−1) = NN +NN−1(+1)

Z drugiej strony, mo»emy doda¢ spin +1 na ko«cu tylko wtedy, gdy jego s¡siedzi s¡ w stanie -1, co
daje

NN+1(+1) = NN−1(−1)

Otrzymujemy zatem
NN+1 = NN +NN−1

5. Rozwa»my wkªad do energii modelu Isinga o danych warto±ciach J i h pary s¡siednich spinów (s, s′).
Mamy

δH (s, s′) = −Jss′ − h

2
(s+ s′) .

Otrzymujemy nast¦puj¡c¡ tabel¦:

s/s′ +1 -1

+1 −J − h J
-1 J −J + h

Przyjmuj¡c J = −1 i h = −2 otrzymujemy

s/s′ +1 -1

+1 3 -1
-1 -1 -1

Widzimy, »e w tych warunkach wszystkie stany, z wyj¡tkiem (+) = (+1,+1), maj¡ t¦ sam¡ warto±¢
energii, poza tym warto±¢ (+) jest wi¦ksza od pozostaªych. Wystarczy zatem oszacowa¢ liczb¦ stanów
o minimalnej energii dla tego hamiltonianu. Odpowiednia energia wynosi oczywi±cie E0(N) = −N

6. W granicy β → ∞ suma statystyczna jest zdominowana przez stany o minimalnej energii, z których
ka»dy wnosi czynnik Boltzmanna e−βE0(N). W ten sposób otrzymujemy wynik.

7. Mamy

λ± = eβJ cosh(βh)±
√
e2βJ sinh2(βh) + e−2βJ

= e−β cosh(2β)±
√
e−2β sinh2(2β) + e2β

Dla β → ∞ mamy

λ± → eβ
1±

√
5

2
= eβλ0

±

a zatem

NN = lim
β→∞

eβE0(N)
(
λN
+ + λN

−
)
=

(
λ0
+

)N
+

(
λ0
−
)N
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Zauwa»my, »e cho¢ relacja rekurencyjna jest analogiczna do tej, która de�niuje liczby Fibonacciego,
to jednak warunek pocz¡tkowy N0 = 2 i N1 = 1 (który mo»na obliczy¢ na podstawie wyników dla
N = 2 i 3, odwracaj¡c rekurencj¦) ró»ni si¦ od warunku Fibonacciego, a sam ci¡g nazywany jest
liczbami Lucasa.

Zadanie 3 Topnienie krysztaªu

Drgania sieci krystalicznej mog¡ doprowadzi¢ do zburzenia porz¡dku. Zaªó»my model Debye'a dla
trójwymiarowej sieci krystalicznej, w którym drgania s¡ ukªadem oscylatorów o ró»nych cz¦sto±ciach

H =
∑
k<kD

h̄ωk(a
†(k⃗)a(k⃗) + a(k⃗)a†(k⃗))/2, [a(k⃗), a†(q⃗)] = δk⃗,q⃗, [a(k⃗), a(q⃗)] = 0

dla ωk = ck przy pr¦dko±ci d¹wi¦ku c, k = |⃗k|. Zakªadamy periodyczne warunki brzegowe, tj k⃗ =
2π(nx/Lx, ny/Ly, nz/Lz) w obj¦to±ci V = LxLyLz. Znale¹¢ ±redni kwadrat wychylenia u dowolnego w¦-
zªa ⟨u2⟩, w granicy niskich i wysokich temperatur. Zaªo»y¢ du»¡ liczb¦ w¦zªów sieci N równ¡ liczbie
modów k < kD, gdzie ωD = ckD jest cz¦sto±ci¡ Debye'a. Wychylenie pojedynczego w¦zªa mo»na wyrazi¢

przez mody wªasne u =
∑

k<kD
α(a(k⃗) + a†(−k⃗))/ω

1/2
k

√
N z ustalonym α (staªa opisuj¡ca oddziaªywania

w¦zªów).
Przydatny wzór:

∫∞
0

dxx(ex − 1)−1 = Γ(2)ζ(2) = π2/6

Rozwi¡zanie
Wyznaczamy kD z warunku 4πk3D/3 = (2π)3N/V .

⟨u2⟩ =
∑
k<kD

α2(n̄k + 1/2)/ω

dla ±redniego obsadzenia modu k, tj. n̄ = (eβh̄ω − 1)−1 i

(2π)−3(V/N)(4π/3)

∫ kD

0

dkk(n̄+ 1/2)/c

Niskie temperatury, kD → ∞

(2π)−3α2(V/N)(4π/3)

∫ ∞

0

dkkn̄/c+ κ2(2π)−3(V/N)(4π/3)

∫ kD

0

dkk/2c

Wtedy w pierwszej cz¦±ci robimy podstawienie x = h̄ckβ co daje

(2πc)−3β−2α2(V/N)(4π/3)

∫ ∞

0

dxx(ex − 1)−1

a w drugiej

(2π)−3(V/N)(4π/3)k2D/4c = (2π)−1α2(V/N)1/3(4π/3)1/3/4c

Wniosek: w niskich temperaturach dla du»ych (V/N)1/3 ≫ cβ dominuje wyraz termiczny a w przeciwnym
razie �uktuacje pró»ni.

Wysokie temperatury, rozwijamy N ≃ 1/h̄βck co daje

(2π)−3α2(V/N)(4π/3)

∫ kD

0

dk/c2h̄β + α2(2π)−3(V/N)(4π/3)

∫ kD

0

dkk/2c

Tym razem przewa»aj¡ �ukutacje termiczne

(2π)−3α2(V/N)(4π/3)kD/c2h̄β = (2π)−2α2(V/N)2/3(4π/3)2/3/4c3β

Zadanie 4 Kondensat w dwuwymiarowym pudle

Rozwa» doskonaªy gaz bozonów w sko«czonym, dwuwymiarowym kwadratowym pudeªku o po-
wierzchni A = L2.

1. przyjmuj¡c periodyczne warunki brzegowe, znajd¹ energie modów i g¦sto±¢ stanów.

2. wyra¹ liczb¦ atomów w stanach wzbudzonych Nex, a tak»e w stanie podstawowym N0 przez z = eβµ,
temperatur¦ T oraz A przechodz¡c od sum po p¦dach do caªek. Nast¦pnie uzasadnij, »e w tym
ukªadzie kondensacja zachodzi tylko dla T → 0 (prosimy nie uzywa¢ w tym przypadku argumentu
"byªo na ¢wiczeniach").
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3. Poka», »e je±li powierzchnia ukªadu i ±rednia liczba cz¡stek jest ustalona, pojawia si¦ makroskopowe
obsadzenie stanu podstawowego (zarówno N0 jak i Nex s¡ rz¦du N) ju» dla sko«czonej temperatury
T ∝ 1

l2 logN , gdzie l to ±rednia odlegªo±¢ pomi¦dzy cz¡stkami (wida¢, »e w granicy termodynamicznej

wynik zbiega do zera zgodnie z poprzednim punktem).

Rozwi¡zanie

1. ϵ = π2h̄2

mA (n2
x + n2

y), dϵ = p dp

2. liczymy z de�nicji

Nex =
A

h2

∫
2πp dp

z−1eβϵ − 1
=

A

λ2

∫
dx

z−1ex − 1
= − A

λ2
log(1− z)

oraz N0 = z
1−z . Krytyczna temperatura wyjdzie gdy z → 1, ale logarytm rozbiega wi¦c Nexλ

2
c/A →

∞ czyli potrzebujemy T → 0.

3. tu s¡ mo»liwe dwie drogi: (1) zauwa»y¢ »e w sko«czonym pudle jest przerwa energetyczna δϵ =
3π2h̄2/mA, czyli caªkujemy nie od zera tylko od y = βδϵ; wtedy

Nex =
A

λ2
(y − log(ey − z))

i dla maªego y rozwijamy otrzymuj¡c Nexλ
/
cA ≈ log βδϵ, co przy staªym A/N tªumaczy si¦ na »¡dan¡

zale»no±¢. (2) »¡daj¡c, »eby zarówno N0 jak i Nex byªy rz¦du N dostajemy warunek 1 − z ∼ 1/N ,
co w ten sam sposób rozwijaj¡c daje ten sam warunek co powy»ej
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