Egzamin z termodynamiki i fizyki statystycznej R - zadania

Zadanie 1 Adsorbcja gazu

Rozwazmy nastepujacy prosty model adsorbcji atoméw gazu wypelniajacego naczynie na znajdujacej sie
w nim powierzchni adsorbujacej. Podzielmy objeto$¢ naczynia na M komoérek, a powierzchnie adsorbujaca
na N komorek, przy czym w kazdej komoérce moze byé nie wiecej niz jeden atom. Caltkowita liczba ato-
mow w ukladzie wynosi N (doktadnie tyle, ze moglyby zaja¢ wszystkie komorki powierzchni adsorbujace;j).
Atom ma energie 0, jesli jest swobodny (niezaadsorbowany) oraz energie —e, jesli zostanie zaadsorbowany;
a zatem energia ukladu z n zaadsorbowanymi atomami wynosi —en (energie kinetyczna atomow zanie-
dbujemy). Wielkosci M, N i e sg stale, za§ n - zmienna. Zaloz, ze liczby M, N, n oraz N — n sa bardzo
duze. Korzystajac z rozkladu mikrokanonicznego:

1. Znajdz entropie tego uktadu jako funkcje n. Nastepnie przejdz z otrzymanym wynikiem do granicy
termodynamicznej.

2. Znajdz réwnanie wiazace n z temperatura uktadu. Uwaga - nie musisz rozwiazywaé tego rownania
i znajdowaé¢ n = n(T).

3. Znajdz n dla T = 0. Zinterpretuj otrzymany wynik.

4. Znajdz granice n/N dla T' — oo. Zinterpretuj otrzymany wynik.
Przydatne rozwiniecie: log N! = Nlog N — N + ...
Rozwigzanie

(1) Entropia w rozkladzie mikrokanonicznym jest réwna: S = klogQ(E), gdzie E jest energia uktadu.
Aby znalez¢ liczbe mikrostandw () zauwazmy, ze energia ukladu jest rowna E = —en, gdzie n jest liczba
zaadsorbowanych atoméw. Potrzebujemy zatem znalezé liczbe mikrostanéw uktadu realizujacych makro-
stan scharakteryzowany liczba n. W tym celu zauwazmy, ze najpierw mozemy wybraé¢ n zaadsorbowanych
atomoéw sposréd wszystkich N atomoéw, a nastepnie okreslamy komorki, w ktorych przebywaja pozostate
(N —n) atomoéw, dostajemy wiec:

N! M!

Q:n!(N—n)!'(M—N+n)!(N—n)!' )

Skorzystamy teraz z przyblizenie Stirlinga (logz! & xlogx — z), aby uzyska¢ wzor na entropie w granicy
termodynamicznej, a mianowicie:

n n n n M M M n M n
SkN{Q(Nl)logON)NlOgNJerOgN(N+N1>10g<N+N1)]' (2)

(2) Rownanie wiazace temperature T z liczba n znajdziemy wychodzac z zaleznosci:

1_065__105_ &k, (N —n)* (3)
T O0E € On eOgn(MfNJrn)'

(3) Gdy T — 0 to jak widzimy z powyzszego rownania wynika, iz log n(gg%ﬁ)jn) — —oo. Zatem mamy

odpowiedz: n — N, gdyz wielkos¢ w liczniku pod logarytmem musi zmierzaé¢ do 0. Interpretacja jest taka,
ze w temperaturze zera bezwzglednego wszystkie atomy zostaja zaadsorbowane.



(4) Aby znalez¢ granice gdy T — oo przeksztalémy réwnanie (4) do postaci:

exp(_ 6>:n<(N—”>2 (4)

kT M —N+n)’
2
W odpowiedniej granicy otrzymujemy réwnanie % = 1, ktoére ma rozwigzanie: 5 = ML_,_N Inter-

pretacja jest taka, ze w granicy 7" — oo atomy przestaja ,,czuc¢” skonczong réznice energii pomiedzy stanem

swobodnym i stanem zaadsorbowanym (poniewaz ich energia ro$nie nieograniczenie). Szukana gestos¢
atomoéw na podlozu powinna by¢ zatem taka jak w przypadku bez adsorbcji i réwna gestosci atoméw nad

powierzchnia. Wiasnie taki wynik otrzymalismy.

Zadanie 2 Sniadanie w klasztorze Hutong

Jeden z chiriskich mistrzéw zen, Zhaozhou Congshen, wspomina w swoich pismach, ze w klasztorze
Hutong, aby zacheci¢ mnichéw do medytacji, rozdawano im podczas $niadania dwa razy mniej par pateczek
niz bylo jedzacych. Mnisi zasiadali do $niadania przy okragltym stole, kazdy z nich mial jedna paleczke z
lewej i jedna z prawej strony swojego talerza. Kazdy z N mnichow mogt albo medytowaé (stan “-1”) lub
jesé (stan “+1”). Aby jes¢, potrzebowal jednak dwoch pateczek, wiec jego lewy i prawy sasiad nie mogli jesé
w tym samym czasie. Congshen czesto zastanawial sie jaka jest calkowita liczba mozliwych konfiguracji
takiej grupy N mnichow.

1. Wykaz, ze pytanie to sprowadza sie do nastepujacego problemu: rozwazamy N miejsc na okregu, z
kazdym z nich zwigzana jest zmienna spinowa s; € {—1,41}. Calkowita liczba konfiguracji wynosi
2V, Nas jednak interesuje liczba Ay stanéw, w ktorych nie mozna znalezé dwoch spinéw +1 obok
siebie.

2. Oblicz bezposrednim rachunkiem Ny for N = 2,3, 4, 5.

3. Sprawdz, czy obliczone wartosci Ny spelniaja zalezno$¢ Ny = Ny_1 + Nn_a, ktora definiuje
ciag Fibonacciego. “Standardowy” ciag Fibonacciego spelnia te relacje i ma warunki poczatkowe
Ny = N; = 1. W naszym przypadku warunki poczatkowe beda inne.

4. Oznaczmy przez Ny (s) liczbe spelniajacych warunki zadania konfiguracji, w ktérych sy = s,s €
{—=1,+1}. Oczywiscie Ny = Ny (+1) + Ny (—1). Wyznacz Ny (+1) jako funkcje Ny_1 1 Ny_1(+1)
oraz analogicznie dla My (—1) i korzystajac z tych relacji pokaz, ze Ny spelnia relacje rekurencyjng
Fibonacciego.

5. Pokaz, ze problem sprowadza sie¢ do zliczenia stan6w o minimalnej energii w jednowymiarowym
modelu Isinga zdefiniowanym przez hamiltonian

al h
H({si}) = Z {_J5i5i+1 -3 (55 +5i41) | »

z periodycznymi warunkami brzegowymi (s;4n = s;) oraz z J = —1; h = —2. Oblicz odpowiednia
energie stanu podstawowego Fo (V).

6. Zakladajac, ze mozna obliczy¢ sume statystyczna

Zn(B) = ZQ*BH({SL'})
{si}

pokaz, ze
Ny = ﬂan;o eﬁEo(N)ZN(IB)

7. Biorac pod uwage nastepujace wyrazenie na sume statystyczna jednowymiarowego modelu Isinga,
Zn(B) = A+ AN

gdzie

At = e?7 cosh(Bh) & \/e287 sinh?(Bh) 4 e—267

wylicz ostatecznie Ny .

Uwaga: poszczegolne podpunkty mozesz rozwigzywaé niezaleznie od siebie.

Rozwigzanie



. Oznaczmy przez ¢ € {1,..., N} mnicha, a przez s; = £1 jego stan. Jesli s; = 41, to koniecznie
Si—1 = 841 = —1 (z periodycznymi warunkami brzegowymi: s;yny = ;). Zatem nie mozna mie¢
dwdéch najblizszych sasiadujacych mnichéw w stanie s = +1

. Dla N = 2 mamy trzy stany (—1,-1),(—1,+1),(4+1,—1). Dla N = 3 mamy stany s; = 0, dla
wszystkich i; s;, = +1,8; = —1(i # ip), dla ip € {1,2,3}, a zatem N3 = 4. Dla N = 4 mamy s; =
—1,¥i (jeden stan); s;, = +1,8; = —1 (i #ip ) (4 stany), s;, = Sig+2 = +1,8; = —1 (i # 49,490 + 2)
(2 stany) w sumie 7. Dla N = 5 latwo zauwazymy, ze mamy 1 stan bez jedzacego mnicha; 5 stanow
7z 1 jedzacym mnichem i 5 stanéw z dwoma jedzacymi mnichami, co daje tacznie 11 standw.

. Sprawdzmy:
N Ny_o Ny_i Ny
4 3 4 T=3+14
5 4 7 11=4+47

. Zawsze mozliwe jest dodanie (N+1)-tego spinu -1 do konfiguracji NV spinéw. Nie oznacza to jednak, ze
Nn+1(—1) = N, poniewaz istnieja dodatkowe konfiguracje: te, w ktérych (N + 1)-ty spin rozdziela
dwa spiny +1. Liczba takich konfiguracji to Ny_1(+1). Otrzymujemy zatem

Nrnsi1(=1) = Ny + Ny_1(+1)

7 drugiej strony, mozemy dodaé spin 41 na koncu tylko wtedy, gdy jego sasiedzi sa w stanie -1, co
daje

Nyj1(+1) = Ny-1(-1)
Otrzymujemy zatem

Nyi1 =Ny +Ny_y

. Rozwazmy wktad do energii modelu Isinga o danych wartosciach J i h pary sasiednich spinéw (s, s’).
Mamy

0H (s,8") = —Jss' — g (s+5).

Otrzymujemy nastepujaca tabele:

s/s' | +1 -1
+1 | —=J—-h J
-1 J —J+h

Przyjmujac J = —1 i h = —2 otrzymujemy

s/s' | +1 -1
+1 3 -1
-1 -1 -1

Widzimy, ze w tych warunkach wszystkie stany, z wyjatkiem (4+) = (+1,+1), maja te sama warto$¢
energii, poza tym warto$¢ (+) jest wieksza od pozostalych. Wystarczy zatem oszacowaé liczbe stanow
o minimalnej energii dla tego hamiltonianu. Odpowiednia energia wynosi oczywiscie Eo(N) = —N

. W granicy 8 — oo suma statystyczna jest zdominowana przez stany o minimalnej energii, z ktérych
kazdy wnosi czynnik Boltzmanna e #Fo(N) W ten sposob otrzymujemy wynik.

. Mamy

i = e/ cosh(Bh) + /€287 sinh?(Bh) + e=287

= e P cosh(28) + \/e=28 sinh?(28) + €28

Dla 8 — oo mamy

1+
At %eﬂi\/g :eﬂ)\gt

a zatem

Ny = lim #FoM) (AN L AN) = (39)™ 4+ (A2)"

B—00 -



Zauwazmy, ze cho¢ relacja rekurencyjna jest analogiczna do tej, ktéra definiuje liczby Fibonacciego,
to jednak warunek poczatkowy Ny = 21 N; = 1 (ktéry mozna obliczy¢ na podstawie wynikow dla
N = 2 i 3, odwracajac rekurencje) rozni sie od warunku Fibonacciego, a sam ciag nazywany jest
liczbami Lucasa.

Zadanie 3 Topnienie krysztatu

Drgania sieci krystalicznej moga doprowadzi¢ do zburzenia porzadku. Zalézmy model Debye’a dla
trojwymiarowej sieci krystalicznej, w ktérym drgania sg uktadem oscylatoréw o réznych czestosciach

H=%" hw(al (F)a(k) + a(k)a’ (k))/2, [a(k),a’(@)] = 6 ;» [a(k), a(@)] = 0
k<kp

—

dla wy = ck przy predkosci dzwieku ¢, k = \lg| Zakladamy periodyczne warunki brzegowe, tj k =
2m(ng /Ly, ny/Ly,n./L.) w objetosci V = Ly L, L.. Znalez¢ $redni kwadrat wychylenia v dowolnego we-
zta (u?), w granicy niskich i wysokich temperatur. Zatozy¢ duza liczbe weztow sieci N réwna liczbie
modéw k < kp, gdzie wp = ckp jest czestoscia Debye’a. Wychylenie pojedynczego wezta mozna wyrazié
przez mody wlasne u = )7, a(a(k) + aT(fE))/w,i/2\/N z ustalonym « (stala opisujaca oddzialywania
weztow).

Przydatny wzor: [;° dza(e® —1)~' = 1'(2)¢(2) = 7%/6

Rozwigzanie
Wyznaczamy kp z warunku 47k?, /3 = (27)3N/V.

W =Y a’(nk+1/2)/w

k<kp

dla éredniego obsadzenia modu k, tj. n = (%" — 1)71 i

kp
(27)3(V/N) (47 /3) /0 dkk(n +1/2) /e

Niskie temperatury, kp — oo

o kp
(2m)3a*(V/N) (47 /3) /O dkkn/c+ x*(27)"*(V/N)(4r/3) i dkk/2c

Wtedy w pierwszej czesci robimy podstawienie z = hickS co daje
(27‘(’6)73ﬂ720é2(V/N)(47T/3)/ dra(e® —1)71
0
a w drugiej

(27) 3 (V/N) (47 /3)k2 /e = (2m) " a2(V/N)/3 (47 /3)1/3 /4c

Wnhiosek: w niskich temperaturach dla duzych (V/N )1/ 3 > ¢f dominuje wyraz termiczny a w przeciwnym
razie fluktuacje prozni.
Wysokie temperatury, rozwijamy N ~ 1/hSck co daje

k?D k?D
(2m)3a?(V/N)(47/3) / dk/c*hpB + o*(2m) "3 (V/N) (4 /3) / dkk/2c
0 0
Tym razem przewazaja flukutacje termiczne

(2m)3a®(V/N)(4n/3)kp /*hB = (2m) 202 (V/N)?/3(4m /3)¥/3 /4 B

Zadanie 4 Kondensat w dwuwymiarowym pudle

Rozwaz doskonaly gaz bozondéw w skonczonym, dwuwymiarowym kwadratowym pudetku o po-
wierzchni A = L2

1. przyjmujac periodyczne warunki brzegowe, znajdz energie modéw i gesto$¢ stanow.

2. wyraz liczbe atoméw w stanach wzbudzonych Ny, a takze w stanie podstawowym Ny przez z = e *,
temperature T oraz A przechodzac od sum po pedach do calek. Nastepnie uzasadnij, ze w tym
uktadzie kondensacja zachodzi tylko dla T" — 0 (prosimy nie uzywaé w tym przypadku argumentu
"bylo na ¢wiczeniach").



3. Pokaz, ze jesli powierzchnia uktadu i srednia liczba czastek jest ustalona, pojawia sie makroskopowe
obsadzenie stanu podstawowego (zaréwno Ny jak i Nex sa rzedu N) juz dla skoriczonej temperatury
T x m, gdzie [ to $rednia odlegtos¢ pomiedzy czastkami (widaé, ze w granicy termodynamiczne;
wynik zbiega do zera zgodnie z poprzednim punktem).

Rozwigzanie

1. e= ’irf (n2 +n2), de = pdp
2. liczymy z definicji
A 27p dp A dzx A
Nem:f _ = — - = _——1 1—
h? _/ z=lePe —1 N2 / zler — 1 A2 og(l - 2)

oraz No = 1= . Krytyczna temperatura wyjdzie gdy z — 1, ale logarytm rozbiega wigc NegA2 /A —
oo czyli potrzebujemy T — 0.

3. tu sa mozliwe dwie drogi: (1) zauwazy¢ ze w skoriczonym pudle jest przerwa energetyczna de =
37T2h2/mA, czyli calkujemy nie od zera tylko od y = Bde; wtedy

A
Ney = F (y - IOg(ey - Z))
i dla matego y rozwijamy otrzymujac Nem)\éA ~ log (Bde€, co przy stalym A/N tlumaczy sie na zadang

zaleznoscé. (2) zadajac, zeby zaréwno Ny jak i N, byly rzedu N dostajemy warunek 1 — z ~ 1/N,
co w ten sam sposéb rozwijajac daje ten sam warunek co powyzej



