
Teoria grup II

Pytania na egzamin (14.06, g. 15.00, SDT)

Uwaga: Na egzaminie wylosowane zostan¡ zestawy z trzech pyta«, po jednym z ka»dej grupy.
Pytania z pierwszej grupy wymagaj¡ dowodów (co nie znaczy, »e pytania z drugiej nie).

Pierwsza grupa pyta«

1. De�nicja grupy Liego. Przykªady. Odwzorowania doª¡czone Ad, ad. Nawias [X, Y ] = adXY ,
jego wªasno±ci.

2. Lewoniezmiennicze pola wektorowe na grupie Liego. Jednoparametrowe podgrupy, twierdzenie
o istnieniu i jednoznaczno±ci. Odwzorowanie wykªadnicze, jego wªasno±ci.

3. Podrozmaito±ci wªo»one i zanurzone. Owini¦cie torusa. De�nicja podgrupy Liego i wirtualnej
podgrupy Liego. Twierdzenie o zwi¡zku pomi¦dzy pogrupami a podalgebrami Liego.

4. Forma Killinga algebry Liego. De�nicja póªprostych algebr Liego, przykªady. Lemat o formie
Killinga ideaªu. Twierdzenie o rozkªadzie algebry póªprostej na ideaªy proste.

5. Lemat o ró»niczkowaniach algebry póªprostej. Zwarte algebry Liego. Twierdzenie o ujemnej
okre±lono±ci formy Killinga oraz o postaci ogólnej zwartych algebr Liego. Wniosek z tego
twierdzenia.

6. Twierdzenie o rozkªadzie na podprzestrzenie pierwiastkowe.

7. Dalsze wªasno±ci rozkªadu na podprzestrzenie pierwiastkowe. Niezmienniczo±¢ ukªadu pier-
wiastków wzgl¦dem odbi¢.

8. Kompleksy�kacja, urzeczywistnienie i formy rzeczywiste algebr Liego. Twierdzenie o istnieniu
zwartej formy rzeczywistej dla zespolonej póªprostej algebry Liego. Przykªady.

9. Abstrakcyjne ukªady pierwiastków. Pierwiastki dodatnie i proste. Lematy o k¡cie pomi¦dzy
pierwiastkami prostymi i o istnieniu bazy.

10. Twierdzenie o generatorach kanonicznych póªprostej algebry Liego. Klasy�kacja zespolonych
póªprostych algebr Liego.

11. Twierdzenie o klasy�kacji reprezentacji nieprzywiedlnych algebry Liego sl(2, C).

12. Najwy»sza waga reprezentacji i najwy»szy wektor wagowy. Twierdzenie o nich. Twierdzenie o
klasy�kacji reprezentacji nieprzywiedlnych zespolonej póªprostej algeby Liego. Przykªady.
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Druga grupa pyta«

1. Automor�zmy algebry Liego g. Lemat o algebrze Liego grupy Liego Aut(g). Grupa doª¡czona,
jej algebra Liego.

2. Zewn¦trzna i wewn¦trzna suma prosta algebr Liego. Ideaªy w algebrach Liego, komutant,
przykªady. Zwi¡zek pomi¦dzy ideaªami a podgrupami normalnymi.

3. Algebra sl(n, K) jako algebra póªprosta.

4. Rozwi¡zalne i nilpotentne algebry Liego. Przykªady. Forma Killinga algebry nilpotentnej.
Twierdzenia Engela i Cartana.

5. Iloczyn póªprosty algebr Liego. Rozszerzenia algebr Liego. Lemat o rozszerzeniach rozszczepi-
alnych. Radykaª algebry Liego. Twierdzenie Leviego. Przykªady.

6. Elementy regularne i podalgebry Cartana. Przykªady.

7. Lemat o jednoczesnej diagonalizacji operatorów komutuj¡cych. Pierwaiastki i podprzestrzenie
pierwiastkowe. Przykªady.

8. Klasyczne póªproste algebry Liego an, bn, cn, dn, ich pierwiastki i podprzestrzenie pierwiastkowe.

9. Cz¦±¢ rzeczywista podalgebry Cartana. Lemat o ograniczeniu formy Killinga. Twierdzenie o
istotno±ci ukªadu pierwiastków.

10. Macierz Cartana ukªadu pierwiastków. Przykªady. Jak macierz Cartana i baza wyznaczaj¡
ukªad pierwiastków. Twierdzenie o jednoznaczno±ci.

11. Graf Coxetera i diagram Dynkina ukªadu pierwiastków. Przykªady. Klasy�kacja diagramów
Dynkina.

12. Wagi reprezentacji algebr póªprostych. Krata wagowa. Przykªady.

Trzecia grupa pyta«: wszystkie ¢wiczenia ze skryptu
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