
Teoria grup I

Wykªad 9

1 Reprezentacje indukowane, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR88]

Dygresja algebraiczna:

Pier±cie«: Jest to grupa abelowa (A,+) (odpowiednie dziaªanie nazywamy dodawaniem) wyposa»ona
w dodatkowe dziaªanie (a, b) 7→ a · b (nazywane mno»eniem), które speªnia nast¦puj¡ce aksjomaty:

1. (a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ A (mno»enie jest ª¡czne);

2. a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀a, b, c ∈ A.

Mówimy, »e (A,+, ·) jest pier±cieniem z jedynk¡, je±li istnieje element 1 ∈ A b¦d¡cy elementem
neutralnym wzgl¦dem mno»enia, tj. 1 · a = a · 1 = a ∀a ∈ A.

Przykªad: Pier±cie« Z liczb caªkowitych.

Przykªad: Ka»de ciaªo K jest pier±cieniem.

Przykªad: Zbiór Fun(X,K) funkcji na dowolnym zbiorze X o warto±ciach w dowolnym ciele K jest
piers¢ieniem z jedynk¡ (1 jest funkcja staªa, równa jeden). Jest to przykªad pier±cienia przemiennego
nie b¦d¡cego ciaªem (o ile zbiór X jest wi¦cej ni» jednoelementowy).

Przykªad: Zbiór Mat(k,K) macierzy k×k o wyrazach w ciele K jest pier±cieniem z jedynk¡ (1 = I).
Jest to przykªad pier±cienia nieprzemiennego (o ile k > 1).

Przykªad: Zbiór C0(Rk,R) funkcji ciagªych na Rk o warto±ciach w R znikaj¡cych w zerze jest
przykªadem pier±cienia bez jedynki.

Lewy moduª nad pier±cieniem A z jedynk¡: Jest to grupa abelowa (M,+) wyposa»ona w dziaªanie
ν : A×M →M (zapis skrócony ν(a,m) := am, a ∈ A,m ∈M), które speªnia nast¦puj¡ce aksjomaty:

1. a(m+ n) = am+ an ∀a ∈ A,m, n ∈M ;

2. (a+ b)m = am+ bm ∀a, b ∈ A,m ∈M ;

3. (a · b)m = a(bm) ∀a, b ∈ A,m ∈M ;

4. 1m = m ∀m ∈M .
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Uwaga: Analogicznie de�niujemy poj¦cie prawego moduªu nad A. Je±li pier±cie« jest przemienny,
ka»dy lewy moduª mo»e by¢ przeksztaªcony w prawy ma := am i odwrotnie.

Przykªad: Niech A := K b¦dzie ciaªem, a M przestrzeni¡ wektorow¡ nad K. Wtedy M jest lewym
(i prawym) K-moduªem.

Przykªad: Niech A := Fun(X,K), a M := Fun(X,Kk) b¦dzie zbiorem funkcji na X o warto±ciach
w Kk. Wtedy M jest lewym moduªem nad A wzgl¦dem naturalnego mno»enia wektor-funkcji przez
funkcj¦.

Przykªad: Niech A := Mat(k,K), a M := Kk. Wtedy M jest lewym moduªem nad A wzgl¦dem
naturalnego dziaªania macierzy na wektory kolumny.

Przykªad: Niech M := A i ab := a · b. Wtedy M jest moduªem nad sob¡. Ogólniej, niech
M := A× · · · × A b¦dzie iloczynem prostym grup (A,+). Wprowadzaj¡c dziaªanie a(a1, . . . , ak) :=
(a · a1, . . . , a · ak) otrzymujemy lewy A-moduª Ak.

Przykªad: Ka»da grupa abelowa (H,+) jest lewym moduªem nad Z. Dziaªanie zadajemy tak:
nh := h+ · · ·+ h (n razy). Odwrotnie, ka»dy Z-moduª jest poprostu grup¡ abelow¡.

Mor�zm moduªow N i M nad A: Jest to homomor�zm f : M → N grup (M,+), (N,+) �respektu-
j¡cy� dziaªanie A, czyli taki, »e f(am) = af(m), a ∈ A,m ∈ M . Izomor�zmem nazywamy mor�zm
b¦d¡cy bijekcj¡ (odwrotno±¢ jest automatycznie mor�zmem - �wiczenie).

Iloczyn tensorowy moduªów M i N nad A: Niech N b¦dzie lewym, a M prawym moduªem nad
A. Niech H b¦dzie dowoln¡ grup¡ abelow¡ oraz f : M × N → H b¦dzie homomor�zmem grup o
wªasno±ciach 1) f(m1 + m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n) ∀m1,m2 ∈ M,n ∈ N ; 2) f(m,n1 + n2) =
f(m,n1) + f(m,n2) ∀m ∈ M,n1, n2 ∈ N ; 3) f(ma, n) = f(m, an) ∀m ∈ M,n ∈ N, a ∈ A. Wtedy
mówimy, »e f jest zbalansowany.

Konstrukcja: Niech F (M,N) oznacza zbiór formalnych sko«czonych kombinacji liniowych elemen-
tów zM×N o wspóªczynnikach caªkowitych. Jest to Z-moduª, czyli grupa abelowa. Przez F0(M,N)
oznaczamy podgrup¦ generowan¡ przez elementy postaci (m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n), (m,n1 +
n2)− (m,n1) + (m,n2), (ma, n)− (m, an). Poªó»my M ⊗A N := F (M,N)/F0(M,N) oraz okre±lmy
π : M ×N →M ⊗A N wzorem π(m,n) :=: m⊗ n := (m,n) + F0(M,N).

Twierdzenie 1. Kanoniczne odwzorowanie π : M ×N → M ⊗A N jest zbalansowanym homo-
mor�zmem grup.

2. Dla dowolnej grupy abelowej H oraz homomor�zmu zbalansowanego f : M × N → H istnieje
jedyny homomor�zm grup M ⊗A N → H taki, »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

M ⊗A N

$$JJJJJJJJJ

M ×N f //

π

OO

H.

3. Je±li dodatkowo M jest lewym moduªem nad pier±cieniem A′, to M ⊗A N te» jest lewym A′

moduªem (dziaªanie zadajemy tak: a′(m⊗ n) := (a′m)⊗ n).

Dowod - �wiczenie

2



Algebra nad ciaªem K: jest to pier±cie« (A,+, ·) wyposa»ony w dodatkowe dziaªanie K × A → A
(mno»enie przez skalary) takie, »e 1) (A,+) wraz z tym dziaªaniem jest przestrzeni¡ wektorow¡; 2)
α(a · b) = (αa) · b = a · (αb) ∀α ∈ K, a, b ∈ A.

Przykªad: Wszystkie powy»sze przykªady pier±cieni oprócz Z s¡ jednocze±nie przykªadami algebr.

Lewy moduª nad algebr¡ A z jedynk¡: Jest to lewy moduªM nad pier±cieniem (A,+, ·) wyposa»ony w
dodatkow¡ struktur¦ przestrzeni wektorowej nad K, przy czym (αa)m = a(αm) ∀α ∈ K, a ∈ A,m ∈
M .

Przykªad: Wszystkie powy»sze przykªady moduªów oprócz moduªów nad Z s¡ jednocze±nie przykªa-
dami moduªów nad algebrami.

Algebra grupowa C[G] grupy sko«czonej G: Jest to przestrze« wektorowa Vreg = SpanC{e1, . . . , en}
reprezentacji regularnej, w której zadane jest naturalne mno»enie: (α1e1+· · ·αnen)·(β1e1+· · · βnen) :=∑

ij αiβjei · ej. Algebra C[G] jest algebr¡ z jedynk¡ (1 = e1 = e).

Uwaga: Inne spojrzenie na algebr¦ grupow¡ (które jest bardziej stosowne pod k¡tem uogólnienia na
grupy niesko«czone) jest nast¦puj¡ce. Rozwa»my zbiór Fun(G,C) funkcji na G o warto±ciach w C i
zadajmy w nim mno»enie (splot funkcji) nast¦puj¡cym wzorem:

F ∗ S(g) :=
∑
h∈G

F (gh−1)S(h).

Niech Ei oznacza funkcj¦ zadan¡ wzorem Ei(ej) = δij i niech ei · ej = ek. Wtedy Ei ∗ Ej(er) =∑n
l=1Ei(ere

−1
l )Ej(el) = Ei(ere

−1
j ) =

{
1 je±li eiej = er
0 je±li eiej 6= er

= Ek(er). St¡d Ei ∗ Ej = Ek ⇔ ei · ej = ek,

czyli widzimy izomor�zm algebr (C[G], ·) i (Fun(G,C), ∗).

Reprezentacje G = lewe C[G]-moduªy: Niech V b¦dzie przestreni¡ wektorow¡ nad C, w której
liniowo dziaªa grupa sko«czona G. Wtedy V jest lewym moduªem nad C[G]: (α1e1 + · · ·αnen)x :=
α1e1x+ · · ·αnenx. �atwo sprawdzi¢, »e aksjomaty dziaªania implikuj¡ aksjomaty moduªu. Odwrot-
nie, je±li V jest lewym C[G]-moduªem, ograniczaj¡c si¦ do dziaªania elementów bazowych e1, . . . , en
otrzymujemy rprezentacje grupy G w V .

Uwaga: Operatory splataj¡ce pomi¦dzy dwiema reprezentacjami V1 i V2 odpowiadaj¡ mor�zmom
C[G]-moduªow (�wiczenie: sprawdzi¢).
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