'Teoria grup I

Wyktad 9

1 Reprezentacje indukowane, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR8S]

Dygresja algebraiczna:

Pierscien: Jest to grupa abelowa (A, +) (odpowiednie dziatanie nazywamy dodawaniem) wyposazona

w dodatkowe dzialanie (a,b) — a-b (nazywane mnozeniem), ktore spetnia nastepujace aksjomaty:
1. (a-b)-c=a-(b-c) Va,b,c € A (mnozenie jest taczne);
2.a-(b+c)=a-b+a-c,(a+b)-c=a-c+b-cVa,b,c€ A

Mowimy, ze (A, +,-) jest pierscieniem z jedynka, jesli istnieje element 1 € A bedacy elementem

neutralnym wzgledem mnozenia, tj. 1-a=a-1=a Va € A.

PRZYKLAD: Pierécien Z liczb catkowitych.

PRzYKEAD: Kazde cialo K jest pierScieniem.

PRZYKEAD: Zbior Fun(X, K) funkcji na dowolnym zbiorze X o wartosciach w dowolnym ciele K jest
pierséieniem z jedynka (1 jest funkcja stala, rowna jeden). Jest to przyktad pierscienia przemiennego
nie bedacego ciatem (o ile zbior X jest wiecej niz jednoelementowy).

PRZYKLAD: Zbior Mat(k, K) macierzy k X k o wyrazach w ciele K jest piercieniem z jedynka (1 = I).
Jest to przyklad pierscienia nieprzemiennego (o ile k > 1).

PRZYKEAD: Zbior Co(R* R) funkcji ciaglych na R* o wartociach w R znikajacych w zerze jest
przyktadem pierécienia bez jedynki.

Lewy modul nad pierscieniem A z jedynkq: Jest to grupa abelowa (M, +) wyposazona w dziatanie
v:AxM — M (zapis skrocony v(a,m) := am,a € A,;m € M), ktore spelnia nastepujace aksjomaty:

1. a(lm+mn)=am+an Va € A,;m,n € M,

2. (a+bym=am+bm Va,be A,m e M,

w

(a-b)m = a(bm) Ya,b € A,m € M;

4. Im=m Vm € M.



Uwaga: Analogicznie definiujemy pojecie prawego modutu nad A. Jesli pierscien jest przemienny,
kazdy lewy modut moze byé przeksztatcony w prawy ma := am i odwrotnie.

PRzZYKLAD: Niech A := K bedzie ciatem, a M przestrzenia wektorowa nad K. Wtedy M jest lewym
(i prawym) K-modutem.

PRZYKEAD: Niech A := Fun(X,K), a M := Fun(X, K*) bedzie zbiorem funkcji na X o wartoéciach
w K*. Wtedy M jest lewym modulem nad A wzgledem naturalnego mnozenia wektor-funkcji przez
funkcje.

PRZYKEAD: Niech A := Mat(k,K), a M := K*. Wtedy M jest lewym modutem nad A wzgledem
naturalnego dzialania macierzy na wektory kolumny.

PRZYKEAD: Niech M := A i ab := a-b. Wtedy M jest modutem nad soba. Ogoélniej, niech
M = A x --- x A bedzie iloczynem prostym grup (A, +). Wprowadzajac dziatanie a(aq,...,ax) :=
(a-ay,...,a-a;) otrzymujemy lewy A-modul AF.

PRzZYKEAD: Kazda grupa abelowa (H,+) jest lewym modutem nad Z. Dzialanie zadajemy tak:
nh:=h+---+ h (n razy). Odwrotnie, kazdy Z-modul jest poprostu grupa abelowa.

Morfizm modutow N i M nad A: Jest to homomorfizm f : M — N grup (M, +), (N, +) ,respektu-
jacy” dziatanie A, czyli taki, ze f(am) = af(m),a € A,m € M. Izomorfizmem nazywamy morfizm
bedacy bijekcja (odwrotnosé jest automatycznie morfizmem - Cwiczenie).

lloczyn tensorowy modutéw M i N nad A: Niech N bedzie lewym, a M prewym modulem nad
A. Niech H bedzie dowolng grupa abelowa oraz f : M x N — H bedzie homomorfizmem grup o
wlasnosciach 1) f(my + mg,n) = f(my,n) + f(mae,n) Ymy,me € M,n € N; 2) f(m,ng + ny) =
f(m,nqy) + f(m,ng) Ym € M,ny,ne € N; 3) f(ma,n) = f(m,an) Vm € M,n € N,a € A. Wtedy
mowimy, ze f jest zbalansowany.

Konstrukcja: Niech F(M, N) oznacza zbior formalnych skonczonych kombinacji liniowych elemen-
tow z M x N o wspolezynnikach catkowitych. Jest to Z-modul, czyli grupa abelowa. Przez Fy(M, N)
oznaczamy podgrupe generowana przez elementy postaci (my + meg,n) — (my,n) — (ma,n), (m,ny +
ne) — (m,ny) + (m, na), (ma,n) — (m,an). Potézmy M ®4 N := F(M,N)/Fy(M, N) oraz okreslmy
T:MXN— M®sN wzorem w(m,n) :=:m@mn = (m,n) + Fo(M,N).

TWIERDZENIE 1. Kanoniczne odwzorowanie m: M X N — M ®4 N jest zbalansowanym homo-
morfizmem grup.

2. Dla dowolnej grupy abelowej H oraz homomorfizmu zbalansowanego f : M x N — H istnieje
jedyny homomorfizm grup M @4 N — H taki, Ze nastepujgcy diagram jest przemienny:

M ®@a N

1\

M x N——H.

3. Jesli dodatkowo M jest lewym modutem nad pierscieniem A’, to M @4 N tez jest lewym A’
modutem (dziatanie zadajemy tak: o'(m @ n) := (a/'m) @ n).

Dowod - Cwiczenie



Algebra nad ciatem K: jest to pierscien (A,+,-) wyposazony w dodatkowe dzialanie K x A — A
(mnozenie przez skalary) takie, ze 1) (A, +) wraz z tym dzialaniem jest przestrzenia wektorowa; 2)
ala-b) = (aa)-b=a-(ab) YVa € K,a,b € A.

PRrRzZYKLAD: Wszystkie powyzsze przyklady pierscieni oprocz Z sa jednoczesnie przyktadami algebr.

Lewy modut nad algebrqg A z jedynkq: Jest to lewy modul M nad pier§cieniem (A, 4, -) wyposazony w
dodatkowa strukture przestrzeni wektorowej nad K, przy czym (ca)m = a(am) Vo € K;a € A,m €
M.

PRzZYKLAD: Wszystkie powyzsze przyktady modutéw oprocz modutéow nad Z sa jednoczesnie przykta-
dami modutéw nad algebrami.

Algebra grupowa C[G] grupy skoniczonej G: Jest to przestrzen wektorowa V,., = Spanc{eq, ..., e,}
reprezentacji regularnej, w ktorej zadane jest naturalne mnozenie: (ajei+-- - ape,)-(Bie1+- - - Buen) ==

> i uiBjei - ej. Algebra C[G] jest algebra z jedynka (1 =e; =e).

Uwaga: Inne spojrzenie na algebre grupowa (ktore jest bardziej stosowne pod katem uogoélnienia na

grupy nieskoniczone) jest nastepujace. Rozwazmy zbior Fun(G, C) funkeji na G o wartosciach w C i
zadajmy w nim mnozenie (splot funkcji) nastepujacym wzorem:

FxS(g):=>_ F(gh™")S(h).

heG
Niech E; oznacza funkcje zadana wzorem E;(e;) = 6;; i niech e; - e; = e,. Wtedy E; * E;(e,) =

oy Ei(e.e; M E;(e) = Ei(e,nefl) = { (1)3231 ZZZ; y Z: = Ey(e,). Stad E; x E; = By < ¢; - ¢; = ey,
czyli widzimy izomorfizm algebr (C[G],-) i (Fun(G, C), *).

Reprezentacje G = lewe C[G|-moduly: Niech V' bedzie przestrenia wektorowa nad C, w ktorej
liniowo dziala grupa skoniczona G. Wtedy V jest lewym modutem nad C[G]: (aje; + - ayey)x =
are1r + - - - ae,x. Latwo sprawdzié, ze aksjomaty dziatania implikujg aksjomaty modutu. Odwrot-
nie, jesli V' jest lewym C[G]-modultem, ograniczajac sie do dzialania elementéw bazowych ey, ... e,
otrzymujemy rprezentacje grupy G w V.

Uwaga: Operatory splatajace pomiedzy dwiema reprezentacjami V; i V5 odpowiadaja morfizmom
C[G]-modutow (Cuwiczenie: sprawdzic).
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