
Teoria grup I

Wykªad 8

1 Elementarna teoria reprezentacji, cz. III

Literatura dodatkowa: [Ser88]

Zaªo»enia: Jak i w poprzednim, w tym rozdziale rozpatrujemy tylko sko«czone grupy G i ich
sko«czeniewymiarowe reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji wyznacza j¡ z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci:

Twierdzenie 1. Niech ρ : G → GL(V ) b¦dzie reprezentacj¡, a V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk jej rozkªa-
dem na podreprezentacje nieprzywiedlne1. Je±li ρ0 : G→ W jest pewn¡ reprezentacj¡ nieprzy-
wiedln¡, to ilo±¢ skªadowych Wi równowa»nych z W jest równa (χρ|χρ0) (liczb¦ t¦ nazywamy
krotno±ci¡ wchodzenia reprezentacji W w reprezentacj¦ V ).

2. Reprezentacje o tych samych charakterach s¡ równowa»ne.

Dowód: Ad. 1. Na mocy twierdze« z poprzedniego wykªadu mamy χρ = χ1 + · · ·+ χk, gdzie χi jest
charakterem reprezentacji Wi, oraz

(χρ|χρ0) = (χ1|χρ0) + · · ·+ (χk|χρ0) = dim HomG(W1,W ) + · · ·+ dim HomG(Wk,W ).

Lemat Schura, z kolei, mówi, »e w ostatniej sumie �prze»ywaj¡� tylko te czªony, które odpowiadaj¡
skªadowym Wi równowa»nym z W .

Ad. 2. Niech ρ1 : G → GL(V1), ρ2 : G → GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami z χρ1 = χρ2 .
Wtedy dowolna nieprzywiedlna reprezentacja ρ : G → GL(W ) wchodzi w V1 i V2 z jedna i t¦ sam¡
krotno±ci¡, równ¡ (χρ|χρ1) = (χρ|χρ2). �

Kryterium nieprzywiedlno±ci reprezentacji:

Twierdzenie Reprezentacja ρ : G→ GL(V ) jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy (χρ|χρ) =
1.

Dowód: Je±li V jest nieprzywiedlna, to �wchodzi w siebie� z krotno±ci¡ 1. Odwrotnie, niech ρ b¦dzie
dowoln¡ reprezentacj¡, a V = W1 ⊕ · · · ⊕ Wk jej rozkªadem na podreprezentacje nieprzywiedlne.

1Taki rozkªad jest dalece niejednoznaczny. Np. dla reprezentacji grupy G := C∗ = (C 6=0, ·) w przestrzeni C2 zadanej

wzorem C∗ 3 λ 7→ λI ∈ GL(2,C) ka»da podprzestrze« 1-wymiarowa b¦dzie podreprezentacj¡ nieprzywiedlna. Czyli

C2 mo»na rozªo»y¢ na nieprzywiedlne na niesko«czenie wiele sposobów.
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Wtedy (χρ|χρ) =
∑

ij(χi|χj). Z relacji ortogonalno±ci wnioskujemy, »e, je±li ta suma jest równa 1,
to k = 1.

Ile jest reprezentacji nieprzywiedlnych? Klas¡ sprz¦»ono±ci nazywamy orbit¦ dziaªania G 3
a 7→ Aa ∈ Aut(G) grupy G na sobie poprzez automor�zmy wewn¦trzne. Innymi sªowy, dwa elementy
a, b ∈ G nale»¡ do jednej klasy spz¦»ono±ci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g ∈ G taki, »e a = gbg−1.

Funkcj¡ klas nazywamy funkcj¦ F : G → C staª¡ na klasach sprz¦»ono±ci. Funkcje klas tworz¡
przestze« wektrow¡, któr¡ b¦dziemy oznaczali prez Cl(G). Z poprzedniego wykªadu wiemy, »e ka»dy
charakter reprezentacji jest funkcj¡ klas. Okazuje si¦, »e charaktery prawie wyczerpuj¡ funkcje klas.
Dokªadniej, ma miejsce

Twierdzenie 1. Charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni
Cl(G).

2. Ilo±¢ nierównowa»nych reprezentacji nieprzywiedlnych grupy G jest równa liczbie klas spr¦»ono±ci.

Dowód: Ad. 2. Z punktu 1 wynika, »e liczba nierównowa»nych reprezentacji nieprzywiedlnych jest
równa dim Cl(G). Z drugiej strony funkcja klas wyznacza si¦ jednoznacznie przez swoje warto±ci na
tych klasach, czyli dim Cl(G) jest równe liczbie klas sprz¦»ono±ci. �

�eby udowodni¢ punkt 1 musimy udowodni¢ pewny lemat i omówi¢ tzw. reprezentacj¦ regularn¡
grupy.

Lemat Niech ρ : G→ GL(V ) b¦dzie pewn¡ reprezentacj¡, a F ∈ Cl(G). Wtedy:

1. Operator L(ρ, F ) :
∑

g∈G F (g)ρ(g) : V → V jest operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ);

2. W przypadku, gdy ρ jest nieprzywiedlna, L(ρ, F ) = λ IdV oraz λ = |G|
dimV

(F |χρ).

Dowód: Ad. 1. Mamy ρ(h)L(ρ, F )ρ(h)−1 =
∑

g∈G F (g)ρ(h)ρ(g)ρ(h)−1 =
∑

g∈G F (g)ρ(hgh−1) =∑
g∈G F (g)ρ(g) = L(ρ, F ), wi¦c ρ(h)L(ρ, F ) = L(ρ, F )ρ(h) dla dowolnego h ∈ G, czyli L jest opera-

torem splataj¡cym.

Ad. 2. Z lematu Schura wnioskujemy, »e L(ρ, F ) = λ IdV . Obliczmy ±lad tego operatora. Z jednej
strony Tr(λ IdV ) = λ dimV , z innej za±

TrL(ρ, F ) =
∑
g∈G

F (g) Tr ρ(g) =
∑
g∈G

F (g)χρ(g) = |G|(F |χρ).�

Reprezentacja regularna grupy G: Oznaczmy elementy grupy G przez e1, . . . , en, przy czym
niech e1 := e. Wtedy G dziaªa na {e1, . . . , en} z lewej strony przez lewe mno»enie: ei 7→ gei. Oz-
naczmy przez Vreg przestrze« wektorow¡ rozpi¦t¡ przez wektory e1, . . . , en orzaz przedªu»my powy»sze
dziaªanie do liniowego dziaªania na Vreg wedªug liniowo±ci (czyli g(α1e1 + · · ·+αnen) := α1ge1 + · · ·+
αngen). Otrzyman¡ reprezentacj¦ nazywamy (lew¡) regularn¡ reprezentacj¡ grupy G.

Dowód punktu 1 twierdzenia: Z relacji ortogonalno±ci wiemy, »e charaktery reprezentacji nieprzy-
wiedlnych tworz¡ ukªad ortonormalny. Czyli, do udowodnienia zostaje tylko zupeªno±¢ tego ukªadu.
Innymi sªowy, musimy dowie±¢, »e nie istnieje funkcji klas ortogonalnej do wszystkich charakterów
reprezentacji nieprzywiedlnych.
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Otó» niech F taka funkcja. Wtedy, wedªug powy»szego lematu, operator L(ρ, F ) jest zerowy
dla dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji ρ. Poniewa» ka»da reprezentacja rozkªada si¦ na nieprzy-
wiedlne, mamy te» L(ρ, F ) = 0 dla dowolnej reprezentacji, w szczególno±ci dla reprezentacji regu-
larnej ρ = ρreg. St¡d

0 = L(ρreg, F )e1 =
∑
g∈G

F (g)ge1.

Poniewa» wektory {ge1}g∈G tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny w Vreg, mamy F (g) = 0 dla ka»dego
g ∈ G, czyli F ≡ 0. �

Rozkªad reprezentacji regularnej na nieprzywiedlne:

Twierdzenie 1. Ka»da reprezentacja nieprzywiedlna ρi : G → GL(Vi) wchodzi w Vreg z krot-
no±ci¡ równ¡ swojemu wymiarowi ni := dimVi.

2. Wymiary ni speªniaj¡ to»samo±¢. ∑
i

n2
i = |G|.

Dowód: Ad. 1. Niech g 6= e, wtedy dla ka»dego h ∈ G mamy gh 6= h. Czyli dla ka»dego i wektor
ρreg(g)ei w rozkªadzie po bazie e1, . . . , en nie ma nietrywialnego skªadnika proporcjonalnego do ei.
St¡d wnioskujemy, »e wszystkie wyrazy diagonalne macierzy operatora ρreg(g) w bazie e1, . . . , en s¡
zerowe i Tr ρreg(g) = χρreg(g) = 0.

Z kolei χρreg(e) = Tr IdVreg = |G|.
Stosuj¡c twierdzenie o krotno±ci wchodzenia, mamy

(χρreg |χρi
) =

1

|G|
∑
g∈G

χρreg(g)χρi
(g) =

1

|G|
χρreg(e)χρi

(e) =
1

|G|
|G|χρi

(e) = ni.

Ad. 2. Z punktu 1 widzimy, »e χρreg =
∑

i niχρi
. Obliczj¡c to wyra»enie na elemencie neutralnym e,

otrzymujemy szukan¡ to»samo±¢. �

Reprezentacje nieprzywiedlne ρ : G→ GL(V ) grup abelowych: S¡ jednowymiarowe. Istotnie,
poniewa» gh = hg, mamy ρ(g)ρ(h) = ρ(h)ρ(g) dal wszystkich g, h ∈ G, sk¡d operator ρ(h) jest
operatorem splataj¡cym dla ρ. Wedªug lematu Schura ma by¢ postaci ρ(h) = λ(h) IdV przy czym
λ(h1h2) = λ(h1)λ(h2), czyli λ : G → C∗ = GL(1,C) jest homomor�zmem. Jasne, »e reprezentacja
h → λ(h) IdV jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy dimV = 1 (lub 0, co nie rozpatrujemy,
bo jest trywialne).

Zauwa»my, »e reprezentacja jednowymiarowa G → GL(C) = C∗ ka»dej grupy pokrywa si¦ ze
swoim charakterem χρ : G→ C.

Przykªad: Znajd¹my wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje grupy cyklicznej Cn = {e, a, a2, . . . , an−1}.
Wiemy, »e s¡ jednowymiarowe i, poniewa» wymiar reprezentacji regularnej jest n, ma ich by¢ n.
Ka»da taka reprezentacja ma posta¢ e 7→ 1, a 7→ λ = χ(a) ∈ C∗, ak = λk, k = 2, . . . , n− 1, przy czym
λn = 1. St¡d λ musi by¢ jednym z pierwiastków n-go stopnia z jedynki {1, ε, ε2, . . . , εn−1}, ε = e2iπ/n.
Tabela charakterów dla n = 4 ma posta¢
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e a a2 a3

χ0 1 1 1 1
χ1 1 ε ε2 ε3

χ2 1 ε2 1 ε2

χ3 1 ε3 ε2 ε

Przykªad: Grupa D2
∼= V4

∼= Z2 × Z2. Ogólnie grupa Dn symetrii n-k¡ta foremnego skªada
si¦ z elementów postaci e, a, a2, . . . , an−1, gdzie a obrót pªaszczyzny o k¡t 2π/n oraz elementów
postaci s, sa, sa2, . . . , san−1, gdzie s jakiekolwiek odbicie zachowuj¡ce wielok¡t. Elementy te speªniaj¡
nast¦puj¡ce relacje: an = e, s2 = e, saks = a−k. Grupa Dn jest iloczynem póªprostym C2 × fCn.
Tutaj C2 := {e, s}, f : C2 → AutCn jest dane wzorem f(e) = Id, f(s)ak = a−k.

W szczególno±ci, D2, grupa symetrii 2-k¡ta foremnego (jak ±miesznie to nie brzmi), skªada si¦ z
e, a, s, sa. Poniewa» sas = a−1 = a i s−1 = s, mamy sa = as oraz asa = s = saa, ssa = a = sas, czyli
jest przemienna. Ma wi¦c mie¢ 4 jednowymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne. Ka»dy z elementów
g grupy jest inwolucj¡, czyli g2 = e, sk¡d odpowiadaj¡ca mu 1× 1-macierz ρ(g) musi by¢ równa ±1.
Ponadto ρ(e) = 1. �atwo si¦ przekona¢, »e tylko nast¦puj¡ce 4 wektory speªniej¡ te wymogi i tworz¡
ukªad ortonormalny:

e a s sa
χ0 1 1 1 1
χ1 1 -1 1 -1
χ2 1 -1 -1 1
χ3 1 1 -1 -1

Komutant grupy i reprezentacje: Komutantem G′ grupy G nazywamy najmniejsz¡ podgrup¦
normaln¡ G′ ⊂ G tak¡, »e grupa ilorazowa G/G′ jest abelowa. Je±li ρ′ : G/G′ → GL(V ) jest
reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ grupy G/G′ (V musi by¢ 1-wymiarowe), to ρ′ ◦ π, gdzie π : G→ G/G′

jest rzutem naturalnym, jest nieprzywiedln¡ reprezentacj¡ grupy G.

Prykªad: Niech G := D3. Wtedy G′ = C3 = {e, a, a2} a G/G′ ∼= C2. Klasy sprz¦»ono±ci s¡ nast¦pu-
j¡ce {e}, {a, a2}, {s, sa, sa2}. Grupa G ma 2 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodz¡ce
z reprezentacji G/G′ = C2. Oto ich charaktery

e a a2 s sa sa2

χ0 1 1 1 1 1 1
χ1 1 1 1 -1 -1 -1

Reprezentacja regularna jest 6-wymiarowa, wi¦c mamy dwie mo»liwo±ci: albo jeszcze 4 reprezen-
tacje 1-wymiarowe, albo jedna reprezentacja 2-wymiarowa (wchodz¡ca z krotno±ci¡ 2). Okazuje
si¦, »e zachodzi druga mo»liwo±¢: rozwa»my naturaln¡ reprezentacj¦ G na R2 dan¡ wzorami a 7→(

cos 2π/3 − sin 2π/3
sin 2π/3 cos 2π/3

)
, s 7→

(
1 0
0 −1

)
i zinterpretujmy j¡ jako reprezentacj¦ w C2. Tabelka

uzupeªni si¦ do nast¦puj¡cej:

e a a2 s sa sa2

χ0 1 1 1 1 1 1
χ1 1 1 1 -1 -1 -1
χ2 2 -1 -1 0 0 0
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Poniewa» (χ2|χ2) = 1, odpowiednia reprezentacja jest nieprzywiedlna.

Prykªad: NiechG := D4. WtedyG′ = C2 = {e, a2} aG/G′ ∼= D2. Istotnie, sa2s = a2, (sa)a2(sa)−1 =
(sa)a2a3s = sa2s = a2, (sa2)a2(sa2)−1 = sa2a2a2s = a2, (sa3)a2(sa3)−1 = sa3a2as = a2, czyli G′ jest
normalna. Oto odpowiednie warstwy i ich tabelka mno»enia:

{e, a2} {a, a3} {s, sa2} {sa, sa3}
{e, a2} {e, a2} {a, a3} {s, sa2} {sa, sa3}
{a, a3} {a, a3} {e, a2} {sa, sa3} {s, sa2}
{s, sa2} {s, sa2} {sa, sa3} {e, a2} {a, a3}
{sa, sa3} {sa, sa3} {s, sa2} {a, a3} {e, a2}

St¡d widzimy izomor�zm G/G′ ∼= D2. Klasy sprz¦»ono±ci s¡ nast¦puj¡ce: {e}, {a2}, {a, a3},
{s, sa2}, {sa, sa3}. Grupa G ma 4 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodz¡ce z reprezen-
tacji G/G′ = D2 oraz jedn¡ reprezentacj¦ nieprzywiedln¡ 2-wymiarow¡ pochodz¡c¡ z reprezentacji

naturalnej na R2: a 7→
(

cos 2π/4 − sin 2π/4
sin 2π/4 cos 2π/4

)
, s 7→

(
1 0
0 −1

)
. A oto tabela charakterów:

e a a2 a3 s sa sa2 sa3

χ0 1 1 1 1 1 1 1 1
χ1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
χ2 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
χ3 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
χ4 2 0 -2 0 0 0 0 0
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