'Teoria grup I

Wyktad 6

1 Elementarna teoria reprezentacji, cz. I
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Reprezentacja grupy G w przestrzeni wektorowej V' nad cialem K: jest to lewe dzialanie
v:G xV — V grupy G na V poprzez transformacje liniowe. Definicja rownowazna: Reprezentacja
G w V nazywamy homomorfizm p : G — GL(V) z grupy G w grupe odwracalnych liniowych (nad
K) przeksztalceni przestrzeni V.

Cwiczenie 1: Sprawdzi¢ rownowaznoéé¢ definicji, czyli pokazaé, ze 1) odwzorowanie p,(g) = v(g, ) :
V' — V nalezy do GL(V); 2) odwzorowanie g — p,(g) : G — GL(V) jest homomorfizmem; 3)
odwrotnie, jesli p : G — GL(V) pewien homomorfizm, to v,(g,v) := p(g)v jest dzialaniem liniowym.

Cwiczenie 2: Sprawdzi¢, ze w sposob podobny kazde prawe dziatanie liniowe v : VG — V (bedziemy
takie dzialania nazywaé¢ antyreprezentacjami) generuje pewien antyhomomorfizm p : G — GL(V)
(czyli p(g192) = p(g2)p(g1))-

Cwiczenie 3: Udowodni¢, ze kazde prawe dzialanie © — zg grupy G na zbiorze X zadaje lewe
dzialanie wedlug wzoru gz := x¢g~! i na odwroét.

PRZYKELAD PODSTAWOWY: Niech v : X x G — X bedzie prawym dzialaniem grupy G na dowolnym
zbiorze X i niech V := Fun(X,K) bedzie przestrzenia funkcji na X o wartosciach w K. Wtedy
wzor (gf)(z) := f(zg),g9 € G,x € X, f € V, zadaje reprezentacje G w V. Istotnie, przeksztalcenie
f = gf jest liniowe oraz ((g1g2)f)(x) = f(z(g192)) = f((xg1)92) = (92.f)(xg1) = (g1(g2.)) ().

W ten oto sposob mozemy sprowadzi¢ badanie dowolnych dzialan do badania dzialan liniowych.

Uwaga: Jest kilka wersji powyzszej konstrukeji. Na przyktad, kazde lewe dziatanie G na X zadaje an-
tyreprezentacje (fg)(x) := f(gx), badz, ze wzgledu na powyzsze Cwiczenie, reprezentacje (gf)(z) :=
flg ).
Podprzestrzen niezmiennicza W C V reprezentacji v : G x V — Vi Jest to podprzestrzen W
o wlasnosci GW C W (réwnowaznie, p(g)W C W Vg € G).

W podprzestrzeni niezmienniczej W C V mamy nowa reprezentacje grupy G. Jest nia v|gxw :
G x W — W (nazywamy ja podreprezentacja reprezentacji v).

PRZYKEAD: Niech G bedzie grupa obrotow w R? majgcych wspolng o§. Wtedy wlasnie ta o jest
podprzestrzenia niezmiennicza.

Reprezentacja nieprzywiedlna: Jest to reprezentacja nie posiadajaca nietrywialnych (r6znych od
{0} i V) podprzestrzeni niezmienniczych.



PRZYKEAD: Niech G = SO(R?) z naturalnym dzialaniem na R% Jest to reprezentacja nieprzy-
wiedlna, bo kazda nietrywialna podprzestrzen jest prosta przechodzaca przez zero, a zadna z takich
prostych nie zachowuje sie przez grupe obrotow.

Zauwazmy, ze grupa G jest izomorficzna z grupa z poprzedniego przyktadu. W ten sposob mamy
dwie nierdwnowazne reprezentacje grupy SO(R?).

Reprezentacje nieprzywiedlne beda ,cegietkami”, ktore bedziemy probowaé ,sklasyfikowaé” i z
ktorych bedziemy budowac inne reprezentacje.

Reprezentacja w pelni przywiedlna: Jest to reprezentacja G o tej wlasnosci, ze dla kazdej

podprzestrzeni W C V' niezmienniczej istnieje niezmiennicza podprzestrzen dopetniajoca Z C 'V
(czyli taka, ze W Z = V).
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Wtedy W :={ [ g } | z € R} jest podprzestrenia niezmiennicza tego dziatania, dla ktorej nie istnieje

PRZYKEAD: Niech grupa G := { [ } | a,b € R} dziala w sposob naturalny na R?%:

dopelniajacej podprzestrzeni niezmienniczej. Dlaczego?

Rozklad skoiiczeniewymiarowej reprezentacji v : G x V — V w pelni przywiedlnej na
nieprzywiedlne: Algorytm: Jesli V' jest nieprzywiedlna, koniec. Jesli nie, istnieje podprzestrzen
niezmiennicza V) C V' i dopelniajaca podprzestrzen niezmiennicza V5. Jesli obie sg nieprzywiedlne,
koniec. Jesli nie, stosujemy powyzszy algorytm do V; oraz V5.

[terujac powyzsze dziatania, na koricu (tutaj przydaje sie skoriczeniewymiarowosé) otrzymamy
rozktad V =W, @ --- @ W}, przestrzeni V na nieprzywiedlne podprzestrzenie niezmiennicze.

Zupelna przywiedlno$é reprezentacji grup skoiczonych

TWIERDZENIE Niech G bedzie grupg skonczong, a V' przestrzeniq skoriczeniewymiarowqg nad ciatem
K rownym R lub C. Wtedy kazda reprezentacja G w 'V jest w peini przywiedina.

Najpierw udowodnimy nastepujacy

LEMAT W zatozeniach powyzszego twierdzenia, na V' istnieje niezmienniczy istnieje iloczyn skalarny
() (dwuliniowy w przypadku rzeczywistym i péttoraliniowy w zespolonym). Niezmienniczo$é oznacza

(9z|gy) = (z|ly) Vg € G,z,y € V.

Dowdd: Niech (|) dowolny iloczyn skalarny. Okrestmy

(xly) = (hx|hy).
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Niezmienniczo$¢ () jest oczywista: (gz|gy) = >, ca(hgz|hgy) = > cq(hr|hy) = (z]y).



Sprawdzamy wtlasnosci iloczynu skalarnego. 1) dwuliniowos$é (poélttoraliniowosé) wynika z tej
ze whasnosci (|) oraz z liniowodci odwzorowania z +— gzx; 2) symetria, (z|y) = (y|z), i nieu-
jemna okreslonos¢, (z|z) > 0, — z tych ze wlasnosci (|); 3) (]) jest niezdegenerowany: (x|z) =
> nec(hz|hz) = 0 implikuje (na mocy dodatniej okreslonosci (|)) nastepujaca wiasnoseé:

(hz|hz) =0 Vh € G,

w szczegblnosci (zlx) =0ix=0. O

Teraz jestesSmy w stanie udowodni¢ twierdzenie. Niech W C V bedzie podprzestrzenia niezmi-
enniczg. Wtedy dopelnienie ortogonalne W+ wzgledem (|) tez bedzie niezmiennicze. Istotnie, jesli
w € W, to (w|v) = 0 dla kazdego v € W. Ale 7z niezmienniczosci (|) rowniez (gw|gv) = 0 dla
kazdego v € W. Poniewaz gv przebiega cale W, gdy v przebiega W, wnioskujemy, ze gw € W+,
czyli W+ jest podprzestrzenia niezmienniczg. [

Uwaga: Powyzszy lemat pokazuje, ze odwzorowania x — gx, g € G w bazie ortonormalnej przestrzeni
V reprezentuja sie przez macierze ortogonalne (w przypadku K = R) lub unitarne (w przypadku K =
C). W szczegolnosei, otrzymalismy dowod lematu, z ktorego korzystaliSmy w dowodzie twierdzenia
Zassenhausa.

Niektore operacje na reprezentacjach

Reprezentacja dualna do reprezentacji p : G — GL(V): jest to reprezentacja p* : G — GL(V*)
okreslona przez p*(g) := (p(g~1))*. Mozna tez okresli¢ p*(g) := (p(g))*, ale to bedzie antyreprezen-
tacja.

Suma prosta reprezentacji py : G — GL(Vy),ps : G — GL(V3): Jest to reprezentacja p grupy G w
przestrzeni Vi @ V;, zadana przez p(g) := (p1(9), p2(g9)). Jesli pi(g), p2(g) sa reprezentowane przez
macierze z GL(n,K), GL(m,K) odpowiednio, to p(g) jest reprezentowana przez macierz

[ plég) pz(()g) } ‘

Lloczyn tensorowy reprezentacji py - G — GL(V1), pa : G — GL(V3): Jest to reprezentacja p grupy G
w przestrzeni Vi ® V, zadana przez p(g) := p1(g) ® p2(g). Jesli p1(g), p2(g) sa reprezentowane przez
macierze [p1(g)] € GL(n,K), [p2(g)] € GL(m,K), to p(g) jest reprezentowana przez macierz bedaca
iloczynem tensorowym tych macierzy.

Przypomnijmy, ze, jesli operator A € GL(V}) jest reprezentowany przez macierz [A] := Aé w bazie
Tl T, Czyli Arj = Aém (stosujemy konwencje Einsteina: sumujemy po jednakowym indeksach),
a operator B € GL(V,) jest reprezentowany przez macierz [B] := Bl w bazie si,...,s, (czyli
Bs; = BFlsy), to A® Ble; ® ¢)) := Ar; @ Bs, = A;Bl’fn ® 8.

Innymi stowy, w bazie r; ® si,i = 1,...,n,k € 1,...,m, operator A ® B jest reprezentowany
przez macierz A;'-Bf.
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