
Teoria grup I

Wykªad 6

1 Elementarna teoria reprezentacji, cz. I

Literatura dodatkowa: [Ser88]

Reprezentacja grupy G w przestrzeni wektorowej V nad ciaªem K: jest to lewe dziaªanie
ν : G× V → V grupy G na V poprzez transformacje liniowe. De�nicja równowa»na: Reprezentacj¡
G w V nazywamy homomor�zm ρ : G → GL(V ) z grupy G w grup¦ odwracalnych liniowych (nad
K) przeksztaªce« przestrzeni V .

�wiczenie 1: Sprawdzi¢ równowa»no±¢ de�nicji, czyli pokaza¢, »e 1) odwzorowanie ρν(g) = ν(g, ·) :
V → V nale»y do GL(V ); 2) odwzorowanie g 7→ ρν(g) : G → GL(V ) jest homomor�zmem; 3)
odwrotnie, je±li ρ : G→ GL(V ) pewien homomor�zm, to νρ(g, v) := ρ(g)v jest dziaªaniem liniowym.

�wiczenie 2: Sprawdzi¢, »e w sposób podobny ka»de prawe dziaªanie liniowe ν : V×G→ V (b¦dziemy
takie dziaªania nazywa¢ antyreprezentacjami) generuje pewien antyhomomor�zm ρ : G → GL(V )
(czyli ρ(g1g2) = ρ(g2)ρ(g1)).

�wiczenie 3: Udowodni¢, »e ka»de prawe dziaªanie x 7→ xg grupy G na zbiorze X zadaje lewe
dziaªanie wedªug wzoru gx := xg−1 i na odwrót.

Przykªad podstawowy: Niech ν : X×G→ X b¦dzie prawym dziaªaniem grupy G na dowolnym
zbiorze X i niech V := Fun(X,K) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji na X o warto±ciach w K. Wtedy
wzór (gf)(x) := f(xg), g ∈ G, x ∈ X, f ∈ V , zadaje reprezentacj¦ G w V . Istotnie, przeksztaªcenie
f 7→ gf jest liniowe oraz ((g1g2)f)(x) = f(x(g1g2)) = f((xg1)g2) = (g2f)(xg1) = (g1(g2f))(x).

W ten oto sposób mo»emy sprowadzi¢ badanie dowolnych dziaªa« do badania dziaªa« liniowych.

Uwaga: Jest kilka wersji powy»szej konstrukcji. Na przykªad, ka»de lewe dziaªanie G na X zadaje an-
tyreprezentacj¦ (fg)(x) := f(gx), b¡d¹, ze wzgl¦du na powy»sze �wiczenie, reprezentacj¦ (gf)(x) :=
f(g−1x).

Podprzestrze« niezmiennicza W ⊂ V reprezentacji ν : G× V → V : Jest to podprzestrze« W
o wªasno±ci GW ⊂ W (równowa»nie, ρ(g)W ⊂ W ∀g ∈ G).

W podprzestrzeni niezmienniczej W ⊂ V mamy now¡ reprezentacje grupy G. Jest ni¡ ν|G×W :
G×W → W (nazywamy j¡ podreprezentacj¡ reprezentacji ν).

Przykªad: Niech G b¦dzie grup¡ obrotów w R3 maj¡cych wspóln¡ o±. Wtedy wªa±nie ta o± jest
podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡.

Reprezentacja nieprzywiedlna: Jest to reprezentacja nie posiadaj¡ca nietrywialnych (ró»nych od
{0} i V ) podprzestrzeni niezmienniczych.
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Przykªad: Niech G = SO(R2) z naturalnym dziaªaniem na R2. Jest to reprezentacja nieprzy-
wiedlna, bo ka»da nietrywialna podprzestrze« jest prost¡ przechodz¡c¡ przez zero, a »adna z takich
prostych nie zachowuje si¦ przez grup¦ obrotów.

Zauwa»my, »e grupa G jest izomor�czna z grup¡ z poprzedniego przykªadu. W ten sposób mamy
dwie nierównowa»ne reprezentacje grupy SO(R2).

Reprezentacje nieprzywiedlne b¦d¡ �cegieªkami�, które b¦dziemy próbowa¢ �sklasy�kowa¢� i z
których b¦dziemy budowa¢ inne reprezentacje.

Reprezentacja w peªni przywiedlna: Jest to reprezentacja G o tej wªasno±ci, »e dla ka»dej
podprzestrzeni W ⊂ V niezmienniczej istnieje niezmiennicza podprzestrze« dopeªniaj¡ca Z ⊂ V
(czyli taka, »e W ⊕ Z = V ).

Przykªad: Niech grupa G := {
[
a b
0 a

]
| a, b ∈ R} dziaªa w sposób naturalny na R2:

[
a b
0 a

] [
x
y

]
=

[
ax+ by
ay

]
.

WtedyW := {
[
x
0

]
| x ∈ R} jest podprzestreni¡ niezmiennicz¡ tego dziaªania, dla której nie istnieje

dopeªniaj¡cej podprzestrzeni niezmienniczej. Dlaczego?

Rozkªad sko«czeniewymiarowej reprezentacji ν : G × V → V w peªni przywiedlnej na

nieprzywiedlne: Algorytm: Je±li V jest nieprzywiedlna, koniec. Je±li nie, istnieje podprzestrze«
niezmiennicza V1 ⊂ V i dopeªniaj¡ca podprzestrze« niezmiennicza V2. Je±li obie s¡ nieprzywiedlne,
koniec. Je±li nie, stosujemy powy»szy algorytm do V1 oraz V2.

Iteruj¡c powy»sze dziaªania, na ko«cu (tutaj przydaje si¦ sko«czeniewymiarowo±¢) otrzymamy
rozkªad V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk przestrzeni V na nieprzywiedlne podprzestrzenie niezmiennicze.

Zupeªna przywiedlno±¢ reprezentacji grup sko«czonych

Twierdzenie Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡, a V przestrzeni¡ sko«czeniewymiarow¡ nad ciaªem
K równym R lub C. Wtedy ka»da reprezentacja G w V jest w peªni przywiedlna.

Najpierw udowodnimy nast¦puj¡cy

Lemat W zaªo»eniach powy»szego twierdzenia, na V istnieje niezmienniczy istnieje iloczyn skalarny
(|) (dwuliniowy w przypadku rzeczywistym i póªtoraliniowy w zespolonym). Niezmienniczo±¢ oznacza

(gx|gy) = (x|y) ∀g ∈ G, x, y ∈ V.

Dowód: Niech 〈|〉 dowolny iloczyn skalarny. Okre±ªmy

(x|y) :=
∑
h∈G

〈hx|hy〉.

Niezmienniczo±¢ (|) jest oczywista: (gx|gy) =
∑

h∈G〈hgx|hgy〉 =
∑

h∈G〈hx|hy〉 = (x|y).
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Sprawdzamy wªasno±ci iloczynu skalarnego. 1) dwuliniowo±¢ (póªtoraliniowo±¢) wynika z tej
»e wªasno±ci 〈|〉 oraz z liniowo±ci odwzorowania x 7→ gx; 2) symetria, (x|y) = (y|x), i nieu-
jemna okre±lono±¢, (x|x) ≥ 0, � z tych »e wªasno±ci 〈|〉; 3) (|) jest niezdegenerowany: (x|x) =∑

h∈G〈hx|hx〉 = 0 implikuje (na mocy dodatniej okre±lono±ci 〈|〉) nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

〈hx|hx〉 = 0 ∀h ∈ G,

w szczególno±ci 〈x|x〉 = 0 i x = 0. �
Teraz jeste±my w stanie udowodni¢ twierdzenie. Niech W ⊂ V b¦dzie podprzestrzeni¡ niezmi-

ennicz¡. Wtedy dopeªnienie ortogonalne W⊥ wzgl¦dem (|) tez b¦dzie niezmiennicze. Istotnie, je±li
w ∈ W⊥, to (w|v) = 0 dla ka»dego v ∈ W . Ale z niezmienniczo±ci (|) równie» (gw|gv) = 0 dla
ka»dego v ∈ W . Poniewa» gv przebiega caªe W , gdy v przebiega W , wnioskujemy, »e gw ∈ W⊥,
czyli W⊥ jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡. �

Uwaga: Powy»szy lemat pokazuje, »e odwzorowania x 7→ gx, g ∈ G w bazie ortonormalnej przestrzeni
V reprezentuj¡ si¦ przez macierze ortogonalne (w przypadku K = R) lub unitarne (w przypadku K =
C). W szczególno±ci, otrzymali±my dowód lematu, z którego korzystali±my w dowodzie twierdzenia
Zassenhausa.

Niektóre operacje na reprezentacjach

Reprezentacja dualna do reprezentacji ρ : G → GL(V ): jest to reprezentacja ρ∗ : G → GL(V ∗)
okre±lona przez ρ∗(g) := (ρ(g−1))∗. Mo»na te» okre±li¢ ρ∗(g) := (ρ(g))∗, ale to b¦dzie antyreprezen-
tacja.

Suma prosta reprezentacji ρ1 : G → GL(V1), ρ2 : G → GL(V2): Jest to reprezentacja ρ grupy G w
przestrzeni V1 ⊕ V2 zadana przez ρ(g) := (ρ1(g), ρ2(g)). Je±li ρ1(g), ρ2(g) s¡ reprezentowane przez
macierze z GL(n,K), GL(m,K) odpowiednio, to ρ(g) jest reprezentowana przez macierz[

ρ1(g) 0
0 ρ2(g)

]
.

Iloczyn tensorowy reprezentacji ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2): Jest to reprezentacja ρ grupy G
w przestrzeni V1 ⊗ V2 zadana przez ρ(g) := ρ1(g)⊗ ρ2(g). Je±li ρ1(g), ρ2(g) s¡ reprezentowane przez
macierze [ρ1(g)] ∈ GL(n,K), [ρ2(g)] ∈ GL(m,K), to ρ(g) jest reprezentowana przez macierz b¦d¡c¡
iloczynem tensorowym tych macierzy.

Przypomnijmy, »e, je±li operator A ∈ GL(V1) jest reprezentowany przez macierz [A] := Aij w bazie
r1, . . . , rn, czyli Arj = Aijri (stosujemy konwencj¦ Einsteina: sumujemy po jednakowym indeksach),
a operator B ∈ GL(V2) jest reprezentowany przez macierz [B] := Bk

l w bazie s1, . . . , sm (czyli
Bsl = Bk

l lsk), to A⊗B(ej ⊗ el) := Arj ⊗Bsl = AijB
k
l ri ⊗ sk.

Innymi sªowy, w bazie ri ⊗ sk, i = 1, . . . , n, k ∈ 1, . . . ,m, operator A ⊗ B jest reprezentowany
przez macierz AijB

k
l .
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