
Teoria grup I

Wykªad 5

1 Elementy teorii grup krystalogra�cznych

Literatura dodatkowa:[Szc]1

Dygresja o topologii

Przestrze« topologiczna: Zbiór X wraz z rodzin¡ podzbiorów {Uα}α∈A nazywanych otwartymi o
wªasno±ciach:

1. zbiory ∅ oraz X s¡ otwarte;

2. zbiór
⋃
α∈B jest otwarty dla dowolnego podzbioru B ⊂ A

3. przeci¦cie sko«czonej liczby zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym.

Rodzin¦ {Uα}α∈A nazywamy topologi¡ na X.

Przykªad 1: Rodzina zbiorów otwartych w dowolnej przestrzeni metrycznej.

Przykªad 2: Topologia dyskretna skªada si¦ ze wszystkich podzbiorów zbioru X.

Przykªad 3: Niech X przestrze« topologiczna, Y ⊂ X pewien podzbiór. Topologia indukowana na Y
skªada si¦ ze wszystkich przeci¦¢ zbiorów otwartych w X z podzbiorem Y .

Odwzorowanie ci¡gªe φ : X → Y pomi¦dzy przestrzeniami topologicznymi: jest to odwzorowanie
takie, »e przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego (w Y ) jest otwarty (w X).

Podzbiór zwarty K ⊂ X: Jest to podzbiór o tej wªasno±ci, »e z dowolnego pokrycia
⋃
α∈B Uα ⊃ K

zbiorami otwartymi mo»na wybra¢ podpokrycie sko«czone.

Topologia ilorazowa: Niech X b¦dzie przestrzeni¡ przestrze« topologiczn¡, a R ⊂ X × X relacj¡
równowa»no±ci. ZbiórX/R = X/∼ klas równowa»no±ci posiada naturaln¡ topologi¦ zwan¡ ilorazow¡.
Jest to najmocniejsza (czyli �najbogatsza�) topologia na X/R, w której rzut naturalny π : X → X/R
jest ci¡gªy. Zbiór U ⊂ X/R jest w niej otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy π−1(U) jest otwarty w X.

Przykªad: Niech X = R2 i niech (a, b) ∼ (c, d)
def⇐⇒ a = c. Wtedy X/ naturalnie uto»samia si¦ z R,

a topologia ilorazowa pokrywa si¦ ze standardow¡ topologi¡ na R.

Uwaga: Je±li grupa G dziaªa na zbiorze X, to relacja a ∼ b
def⇐⇒ ∃g ∈ G a = gb jest relacj¡

równowa»no±ci (�wiczenie: sprawdzi¢). Zbiór X/ ∼ (oznaczany przez X/G) jest zbiorem orbit
dziaªania G na X.

1Zob. tak»e http://pl.wikipedia.org/wiki/Krystalogra�a, http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper_group

1



Przykªad: Niech X = R2 i niech grupa SO(2,R) dziaªa w sposób naturalny na X. Wtedy przestrze«
orbit X/G z topologi¡ ilorazow¡ jest promieniem {x ∈ R | x ≥ 0}. Je±li Cn ⊂ SO(2,R) jest grup¡
cykliczn¡ generowan¡ przez obrót o k¡t 2π/n, to X/Cn jest sto»kiem.

Grupa euklidesowa: Niech Rn b¦dzie wyposa»one w standardowy iloczyn skalarny (|). Odw-
zorowanie φ : Rn → Rn o wªasno±ci (φ(x)|φ(y)) = (x|y) ∀x, y ∈ Rn nazywamy izometri¡. �wiczenie:
sprawdzi¢, »e izometrie tworz¡ grup¦ wzgl¦dem zªo»enia odwzorowa«.

Lemat Ka»da izometria φ : Rn → Rn jest superpozycj¡ ta ◦ A przeksztaªcenia ortogonalnego A ∈
O(Rn) i translacji ta : Rn → Rn, x 7→ x+ a, a ∈ Rn.

Dowód: ¢wiczenie.
Grup¦ izometrii nazywamy grup¡ euklidesow¡ i oznaczamy E(Rn).

Lemat Grupa E(Rn) jest izomor�czna z iloczynem póªprostym O(n,R) n Rn =: E(n,R).

Dowód: Niech [A] b¦dzie macierz¡ odwzorowania A w dowolnej bazie ortonormalnej, a [a] kolumn¡
wspóªrz¦dnych elementu a. Okre±lmy odwzorowanie ta ◦ A 7→ ([A], [a]) : E(Rn) → O(n,R) × Rn.
Dla x ∈ Rn mamy (tb ◦ B) ◦ (ta ◦ A)x = (tb ◦ B)(Ax + a) = BAx + Ba + b, wiec zªo»enie izometrii
indukuje nast¦puj¡ce dziaªanie grupowe na O(n,R) × Rn: ([B], [b])([A], [a]) := ([B][A], [B][a] + [b]).
�

Poni»ej pod grup¡ euklidesow¡ b¦dziemy rozumie¢ grup¦ E(n,R).

Kozwarta grupa Γ ⊂ E(n,R): Jest to podgrupa grupy euklidesowej taka, »e przestrze« orbit Rn/Γ
jest zwarta.

Przykªad: Podgrupa Γ = {ta | a ∈ Zn ⊂ Rn} ∼= Zn translacji caªkowitoliczbowych jest kozwarta.
Przestrze« orbit Rn/Zn jest torusem n-wymiarowym.

Obszar fundamentalny: Niech Γ ⊂ E(Rn) b¦dzie dowoln¡ podgrup¡. Podzbiór F ⊂ Rn nazywamy
obszarem fundamentalnym dziaªania Γ na Rn, je±li⋃

g∈Γ

gF = Rn

oraz g int(F ) ∩ g′ int(F ) = ∅ dla g 6= g′. Tutaj int(F ) jest zbiorem punktów wewn¦trznych zbioru F ,
czyli takich punktów p ∈ F , które posiadaj¡ otoczenie otwarte (czyli zbiór otwarty U 3 p) zawarte
w F .

Przykªad: Kwadrat domkni¦ty o boku 1 jest obszarem fundamentalnym dla dziaªania grupy Γ =
Zn. Obszarem fundamentalnym dla dziaªania sko«czonej grupy obrotów Cn jest domkni¦ty wycinek
nieograniczony o k¡cie 2π/n.

Krystalogra�czna grupa Γ wymiaru n: Jest to dyskretna2 i kozwarta podgrupa grupy Euklides-
owej E(n,R).

Przykªad: Γ = Zn.

2Zob. de�nicj¦ podgrupy dyskretnej w przypisie na ko«cu Wykªadu 2. Równowa»na de�nicja: podzbiorem dyskret-
nym w przestrzeni topologicznej X nazywamy taki podzbiór Y ⊂ X, »e topologia indukowana na Y jest dyskretn¡.
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Twierdzenie (Bieberbacha)

1. Je»eli Γ ⊂ E(n,R) jest grup¡ krystalogra�czn¡, to jej zbiór translacji Γt := Γ ∩ (I × Rn) jest
normaln¡ podgrup¡ abelow¡ sko«czonego indeksu (ostatnie oznacza, »e grupa ilorazowa Γ/Γt
jest sko«czona). Ponadto, Γt jest maksymalna podgrup¡ abelow¡ w Γ (czyli nie zawiera si¦ w
»adnej wi¦kszej podgrupie abelowej) i jest izomor�czna z Zn.

2. Dla ka»dego n istnieje sko«czona liczba klas izomor�zmu grup krystalogra�cznych wymiaru n.

3. Dwie grupy krystalogra�czne wymiaru n s¡ izomofriczne wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ sprze»one
w grupie A(n,R) a�nicznych przeksztalce« Rn.

(Bez dowodu.)
Z punktu 1 wynika, »e grupy krystalogra�czne posiadaj¡ zwarte obszary fundamentalne. To

stanowi podstaw¦ ich zastosowa« w krystalogra�i: ciaªo staªe jest krysztaªem (w odró»nieniu od
�kwazikrysztaªów� i ciaª amor�cznych), je±li jego struktura atomowa jest okresowym powtórzeniem
ograniczonego �kawaªka� tej struktury.

Przykªad: Grupa Z1 := {t(n,0) | n ∈ Z} ⊂ E(2,R) nie ma zwartego obszaru fundamentalnego.

Twierdzenie (Zassenhausa) Grupa Γ jest izomor�czna z grup¡ krystalogra�czn¡ wymiaru n wtedy
i tylko wtedy, gdy ma normaln¡ podgrup¦ abelow¡ sko«czonego indeksu izomor�czn¡ z Zn, b¦d¡c¡
maksymaln¡ podgrup¡ abelow¡.

Dowód: Jedna z implikacji jest punktem 1 twierdzenia Bieberbacha.
�eby udowodni¢ drug¡ rozwa»my nast¦puj¡cy diagram przemienny:

{∗} // Zn

ι1

��

// Γ

ι2
��

// G

||
��

// {∗}

{∗} // Rn

||
��

// Γ̃

ι4
��

// G

ι3
��

// {∗}

{∗} // Rn // A(n,R) // GL(n,R) // {∗},

którego skªadniki okre±limy poni»ej.
W pierwszym wierszu G := Γ/Zn, czyli mamy rozszerzenie odpowiadaj¡ce wªo»eniu podrgupy

normalnej Zn w grup¦ Γ i rzutowi na odpowiedni¡ grup¦ ilorazow¡. Grup¦ Γ̃ okre±lmy jako iloczyn
póªprosty Gn Rn, a odwzorowanie ι1, jako wªo»enie standardowe. Przypomnijmy sobie, »e pierwszy
wiersz jednoznacznie okre±la homomor�zm grup f : G → Aut(Zn) (wybieramy ci¦cie s : G → Γ i
okre±lamy f(g) jako As(g)|Zn).

Przypomnijmy równie», »e rozszerzenie z pierwszego wiersza zadaje kocykl c ∈ Z2(G,Zn) okre±lony
z dokªadno±ci¡ do dodawania kobrzegów. �eby okre±li¢ odwzorowanie ι2 skorzystamy z faktu, »e
H2(G,Rn) = 0, który przyjmiemy bez dowodu. Fakt ten mówi, »e ka»dy 2-kocykl na G o warto±-
ciach w Rn jest kobrzegiem. W szczególno±ci istnieje q ∈ C1(G,Rn) taki, »e dq = c (korzystamy z
tego, »e ka»dy kocykl na G o warto±ciach w Zn mo»e by¢ uwa»any za kocykl na G o warto±ciach w
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Rn). Z ogólnej teorii wiemy, »e q okre±la pewn¡ bijekcj¦ Γ→ Γ, zadaj¡c¡ izomor�zm Γ z iloczynem
póªprostym. Nazwijmy j¡ ι2.

�eby okre±li¢ odwzorowanie ι3 zauwa»my, »e maksymalno±¢ podgrupy abelowej Zn implikuje
monomor�czno±¢ odwzorowania f . Istotnie, je±li g ∈ G jest nietrywialnym elementem nale»¡cym do
j¡dra f , to As(g) zostawia ka»dy element z Zn na miejscu, czyli s(g) komutuje z Zn. Wtedy podgrupa
generowana przez Zn i s(g) jest abelowa. Z drugiej strony s(g) 6∈ Zn (bo s(g) le»y w nietrywialnej

warstwie), co przeczy maksymalno±ci Zn. Okre±lmy ι3 jako zªo»enie odwzorowa« G
f→ Aut(Zn) ∼=

GL(n,Z)
ι→ GL(n,R). Tutaj ι jest wªo»eniem standardowym, a izomor�zm grupy Aut(Zn) z grup¡

GL(n,Z) (takich macierzy odwracalnych X, »e X i X−1 maj¡ wspóªczynniki caªkowite) buduje si¦
w sposób nast¦puj¡cy. Niech e1, . . . , en ∈ Zn ⊂ Rn b¦d¡ elementami bazy standardowej3. Wtedy
ka»dy φ ∈ Aut(Zn) reprezentuje si¦ w sposób jednoznaczny macierz¡ o wyrazach caªkowitych, której
kolumny s¡ wspóªczynnikami rozkªadu φ(ej) po tej »e bazie. Macierz odwrotna b¦dzie miaªa wyrazy
caªkowite, poniewa» odwzorowanie φ−1 rozumiane jako odwzorowanie Rn → Rn zachowuje krat¦ Zn ⊂
Rn, w szczególno±ci φ−1(ej) musz¡ mie¢ wspóªczynniki caªkowite rozkªadu po bazie standardowej.

Teraz okre±limy odwzorowanie ι4. Grupa A(n,R) a�nicznych przeksztaªce« przestrzeni Rn jest
iloczynem póªprostym GL(n,R) n Rn (dowód jest analogiczny jak w przypadku grupy euklides-
owej). Odwzorowanie ι4 jest naturalnym wªo»eniem jednego iloczynu póªprostego (G×ι3 Rn) w drugi
(GL(n,R) n Rn).

Poniewa» wszystkie odwzorowania ιj s¡ monomor�zmami, mamy wªo»enie grupy Γ w grup¦
A(n,R). Zostaªo pokaza¢, »e tak naprawd¦ G le»y w O(n,R) ⊂ GL(n,R). To wynika z nast¦puj¡cego
lematu, który udowodnimy w teorii reprezentacji.

Lemat Ka»da sko«czona grupa macierzy n × n o wyrazach rzeczywistych jest sprz¦»ona do grupy
macierzy ortogonalnych.

Z lematu tego wynika, »e Γ jest izomor�czna z podgrup¡ w E(n,R). Dyskretno±¢ tej pod-
grupy wynika z tego, »e jako zbiór jest ona iloczynem prostym zbioru sko«czonego G oraz podzbioru
dyskretnego Zn ⊂ Rn. Kozwarto±¢, z kolei, wynika z tego, »e Γt ∼= Zn (t¦ implikacj¦ przyjmujemy
bez dowodu). �

Algorytm Zassenhausa klasy�kacji grup krystalogra�cznych: Powy»szy dowód sugeruje
pewn¡ metod¦ klasy�kacji grup krystalogra�cznych. Skªada si¦ ona z nast¦puj¡cych kroków:

1. Opisa¢ wszystkie sko«czone podgrupy G grupy GL(n,Z) (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu).

2. Opisa¢ wszystkie wªo»enia ι : G→ GL(n,Z) ∼= Aut(Zn), czyli dziaªania wierne (z dokªadno±ci¡
do równowa»no±ci).

3. Obliczy¢ H2(G,Zn) dla wszystkich grup z p. 1 i dla wszystkich dziaªa« z p. 2.

4. Okre±li¢ które z rozszerze« otrzymanych za pomoc¡ odpowiednich kocykli s¡ rownowa»ne.

Ilustracja algorytmu Zassenhausa dla grup �tapetowych� Grupami tapetowymi nazywamy
grupy krystalogra�czne wymiaru n = 2. Nast¦puj¡cy lemat opisuje wynik 1-go i 2-go kroku algo-
rytmu.

3Zauwa»my, »e ka»dy inny wybór bazy Ae1, . . . , Aen, gdzie A ∈ GL(n,Z), zadaje inny izomor�zm Aut(Zn) ∼=
GL(n,Z).
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Lemat (Ograniczenie krystalogra�czne). Niech G ⊂ GL(2,Z) b¦dzie podgrup¡ sko«czon¡. Wtedy
G jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup

{I}, C2, C3, C4, C6, D2, D3, D4, D6.

Przy tym grupa C2 ma 3 nierównowa»ne wªo»enia, a grupy D2 i D3 ma ich 2.

Lemat ten przyjmujemy bez dowodu, ale spróbujmy zrobi¢ nast¦puj¡ce �wiczenie: znale¹¢ (cho-
cia»by jedno) wªo»enie grup C3, C6 w GL(2,Z).

Trzy nierównowa»ne wªo»enia grupy C2 = {e, v} w GL(2,Z) zadaj¡ si¦ wzorami v 7→ Mi, i =

1, 2, 3, gdzie M1 :=

[
−1 0
0 −1

]
,M2 :=

[
0 1
1 0

]
,M3 :=

[
1 0
0 −1

]
odpowiednio.

Zadanie na ¢wiczenia: Obliczy¢ grup¦ H2(C2,Z2) dla trzech powy»szych dziaªa« C2 na Z2 i
zbudowa¢ odpowiednie grupy tapetowe.

Rozwi¡zanie: Rozwa»my warunek kocyklu c ∈ Z2(G,G1):

fgc(h, j)− c(gh, j) + c(g, hj)− c(g, h) = 0, g, h, j ∈ G.

Podstawiaj¡c g, e, e lub e, e, j zamiast g, h, j otrzymujemy odpowiednio

fgc(e, e) = c(g, e), c(e, j) = c(e, e),

a podstawiaj¡c g, g, e lub e, g, g otrzymujemy

fgc(g, e) = c(e, e), fgc(g, g)− c(e, g) + c(g, e)− c(g, g) = 0.

W szczególno±ci z pierwszych dwóch wzorów wynika, »e do tego, »eby okre±li¢ 2-kocykl c na grupie dwuele-

mentowej G = C2 = {e, v} wystarczy okre±li¢ c(e, e) oraz c(v, v). Ponadto, ka»dy 1-koªa«cuch q ∈ C1(C2, G1)
okre±lony jest przez zadanie q(e) oraz q(v). Mamy te» wzory

dq(e, e) = q(e)− q(e) + q(e) = q(e), dq(g, g) = fgq(g)− q(e) + q(g).

NiechG := C2, G1 := Z2, c(e, e) := (a, b), c(v, v) := (r, s), q(e) := (m,n), q(v) := (k, l), a, b, r, s,m, n, k, l ∈
Z.

Przypadek 1: f : C2 → GL(2,Z), fv := M1. Wtedy warunek kocyklu implikuje wi¡z (−r,−s) − (a, b) +
(−a,−b)− (r, s) = 0, sk¡d r = −a, s = −b. Zbadajmy, czy kocykl c mo»e by¢ kobrzegiem dq:

(a, b) = c(e, e) = dq(e, e) = q(e) = (m,n), (r, s) = c(v, v) = dq(v, v) = (−k,−l)− (m,n) + (k, l) = (−m,−n).

Czyli, je±li okre±limy q(e) := (a, b), a q(v) dowolnie, b¦dziemy mieli c = dq. Innymi sªowy H2(C2,Z2) = 0 w

tym przypadku.

Odpowiednia grupa tapetowa naprzykªad mo»e by¢ generowana przez elementy t(0,0) ◦M1, t(1,0), t(0,1) i

by¢ grup¡ symetrii poni»szej �tapety�
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Przypadek 2: f : C2 → GL(2,Z), fv := M2. Wtedy (s, r)− (a, b) + (b, a)− (r, s) = 0, sk¡d a+ r = b+ s. Czy
kocykl c mo»e by¢ kobrzegiem dq?

(a, b) = c(e, e) = dq(e, e) = q(e) = (m,n), (r, s) = c(v, v) = dq(v, v) = (l, k)−(m,n)+(k, l) = (k+l−m, k+l−n).

Okre±lmy q(e) wzorem q(e) := (a, b), a q(v) := (k, l) tak, »eby k + l = a + r = b + s. Wtedy c = dq, czyli
H2(C2,Z2) = 0 i w tym przypadku.

Przykªadowa grupa tapetowa jest generowana przez elementyM2, t(1,0) i jest grup¡ symetrii nast¦puj¡cej

�tapety�

Przypadek 3: f : C2 → GL(2,Z), fv := M3. Wtedy (r,−s)− (a, b) + (a,−b)− (r, s) = 0, sk¡d s = −b. Czy
kocykl c mo»e by¢ kobrzegiem dq?

(a, b) = c(e, e) = dq(e, e) = q(e) = (m,n), (r,−b) = c(v, v) = dq(v, v) = (k,−l)−(m,n)+(k, l) = (2k−m,−n).

Spróbujmy okre±li¢ q wzorami q(e) := (a, b), q(v) := (k, l) tak, »eby 2k − a = r. Wida¢, »e a + r musi by¢

liczb¡ parzyst¡. St¡d naprzykªad kocykl c zadany przez c(e, e) = (0, 1), c(v, v) = (1,−1) jest kohomologicznie

nietrywialny, czyli nie istnieje q ∈ C1(C2,Z2) takiego, »e dq = c!
�atwo te» zrozumie¢, »e ka»dy kocykl c ∈ Z1(C2,Z2) rozumiany jako element Z1(C2,R2) jest kohomo-

logicznie trywialny (por. dowód twierdzenia Zassenhausa), bo k obliczamy ze wzoru k = (r + a)/2.
Obliczmy grup¦ H2(C2,Z2) (czyli ile jest tych kocykli nietrywialnych). Ka»dy kocykl wyznacza si¦

jednoznacznie przez liczby a, b, r, mamy wi¦c, Z2(C2,Z2) ∼= Z3. Z kolei, B2(C2,Z2) = {(a, b, 2k − a) |
a, b, k ∈ Z} = {(a, b, x) | a + x ∈ 2Z}. Zauwa»my, »e B2(C2,Z2) ⊂ Z2(C2,Z2) jest j¡drem epimor�zmu

Z3 → Z/2Z, (a, b, x) 7→ [a + x], gdzie [a + x] jest klas¡ parzysto±ci liczby a + x. Ostatecznie, H2(C2,Z2) ∼=
Z/2Z ∼= C2.

W przypadku 3 mamy 2 nieizomor�czne grupy tapetowe odpowiadaj¡ce 2 elementom grupy H2. Jedna,

odpowiadaj¡ca kocyklowi trywialnemu, przykªadowo jest generowana przezM3, t(2,0), t(1,0) i jest grup¡ symetrii

�tapety�

Druga, odpowiadaj¡ca kocyklowi nietrywialnemu, naprzykªad mo»e by¢ generowana przez t(1/2,0) ◦M3, t(0,1)

i jest grup¡ symetrii �tapety�
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Jak �zobaczy¢� nietrywialny kocykl c? Najpierw zauwa»my, »e elementy grupy Γ s¡ kombinacjami

pk1ql1 · · · pkmqlm , gdzie ki, li ∈ Z, a p = t(0,1), q = t((1/2),0) ◦ M3 s¡ wy»ej wymieniomymi generatorami.

Poniewa», jak ªatwo sprawdzi¢ q2 = t(1,0),M3 ◦ t(1/2,0) = t(1/2,0) ◦M3 oraz M3 ◦ p = t(0,−1) ◦M3, ka»dy

element grupy Γ jest postaci t(n,l) lub t(n/2,l) ◦M3, gdzie n, l ∈ Z.
Przypomnijmy (zob. dowód lematu o dopuszczalnych mno»eniach w iloczynie kartezja«skim G2 × G1),

»e warto±¢ kocyklu c(g, h) mo»na �odczyta¢� z mno»enia elementów postaci (g, 0), (h, 0) w iloczynie kartez-

ja«skim. Wybierzmy ci¦cie s : C2 → Γ naprzykªad tak: e
s7→ t(0,1), v

s7→ t(1/2,0) ◦M3. Taki wybór ci¦cia daje

nam uto»samienie t(0,1) 7→ (e, (0, 0)), t(1/2,0) ◦M3 7→ (v, (0, 0)) i, jako wniosek, nast¦puj¡ce uto»samienie Γ

(jako zbioru) z C2 × Z2: t(n,l)
ψ7→ (e, (n, l − 1)), t(n/2,l) ◦M3

ψ7→ (v, (n− 1, l)) (tutaj n, l ∈ Z). Mamy

(e, (0, 0))(e, (0, 0)) = ψ(t(0,1))ψ(t(0,1)) = ψ(t(0,1)t(0,1)) = ψ(t(0,2)) = (e, (0, 1)),

sk¡d c(e, e) = (0, 1). Analogicznie

(v, (0, 0))(v, (0, 0)) = ψ(t(1/2,0) ◦M3)ψ(t(1/2,0) ◦M3) = ψ(t(1/2,0) ◦M3 ◦ t(1/2,0) ◦M3) = ψ(t(1,0)) = (e, (1,−1)),

sk¡d c(v, v) = (1,−1).
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