
Teoria grup I

Wykªad 4

1 Iloczyny proste i póªproste oraz rozszerzenia grup, cz. II

Literatura dodatkowa: [Kir72, Kir76]

Próba odpowiedzi na pytanie 2′: Rozwa»my rozszerzenie

{∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗}. (1)

Najpierw zauwa»my, »e w tej sytuacji mamy jednoznacznie okre±lone dziaªanie G2 na G1, czyli
homomor�zm f : G2 → Aut(G1). Istotnie, ka»dy element g ∈ G okre±la automor�zm wewn¦trzny
Ag, który zachowuje podgrup¦ G1 poniewa» ona jest normalna. Czyli mamy homomor�zm F : G→
Aut(G1), g 7→ Ag|G1 . Elementy z G1 le»¡ w j¡drze tego homomor�zmu, bo G1 jest abelowa, czyli F
�przepuszcza si¦� przez G/G1. Innymi sªowy istnieje jedyny f : G2 → Aut(G1) taki, »e nast¦puj¡cy
diagram jest przemienny:

G

π
��

F

%%LLLLLLLLLLL

G/G1
f // Aut(G1)

.

Nast¦pnie, wybierzmy ci¦cie odwzorowania π, czyli takie odwzorowanie s : G2 → G, »e πs = IdG2 .
Wybór takiego ci¦cia jest równowa»ny wyborowi jednego przedstawiciela s(g2) w ka»dej warstwie
π−1(g2), g2 ∈ G2, co, z kolei, jest równowa»ne utó»samieniu zbiorów G i G2 × G1 a odwzorowa« ι, π
z wªo»eniem ι× : g1 7→ [e, g1] : G1 → G2 ×G1 oraz z rzutem π× na pierwsz¡ skªadow¡ odpowiednio.
(Istotnie, je±li g2 = G1g, h ∈ π−1(g2), wtedy istnieje jedyne g1 ∈ G1 takie, »e h = g1g. Punkt h
uto»samiamy z par¡ [g2, g1].)
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Dalej zakªadamy, »e G = G2×G1 (jako zbiór) i pytamy jakie mno»enia (dziaªania grupowe) w G2×G1

s¡ dopuszczalne, czyli takie, »e odwzorowania ι×, π× s¡ homomor�zmami grup.

Lemat Dopuszczalne mno»enia s¡ postaci

[g2, g1][h2, h1] = [g2h2, g1 + fg2h1 + c(g2, h2)],

gdzie c(e, e) = 0 oraz c ∈ Z2(G2, G1), czyli jest kocyklem. Ponadto, je±li c, c′ s¡ dwoma kocyklami
odpowiadaj¡cymi równowa»nym rozszerzeniom, to c− c′ ∈ B2(G2, G1), czyli istnieje q ∈ C1(G2, G1)
o wªasno±ci c− c′ = dq. Przy tym q(e) = 0.

Uwaga:

Dowód: Sposób uto»samienia G z G2 ×G1 implikuje wzór

[e, h1][g2, g1] = [g2, g1 + h1], gi, hi ∈ Gi.

Z kolei, sposób zadania homomor�zmu f daje

[g2, g1][e, h1][g2, g1]
−1 = [e, fg2h1].

Fakt, »e π jest homomor�zmem oznacza w szczególno±ci, »e

[g2, 0][h2, 0] = [g2h2, c(g2, h2)]

dla pewnego c ∈ C2(G2, G1). U»ywaj¡c tych wzorów dostajemy

[g2, g1][e, h1] = [g2, g1][e, h1][g2, g1]
−1[g2, g1] = [e, fg2h1][g2, g1] = [g2, g1 + fg2h1]

oraz

[g2, g1][h2, h1] = [g2, g1][e, h1][h2, 0] = [g2, g1 + fg2h1][h2, 0] = [e, g1 + fg2h1][g2, 0][h2, 0] =

[e, g1 + fg2h1][g2h2, c(g2, h2)] = [g2h2, g1 + fg2h1 + c(g2, h2)].

Poniewa» ι× ma by¢ homomor�zmem, mamy ι×(g1)ι×(h1) = [e, g1][e, h1] = [e, g1+feh1+c(e, e)] =
[e, g1 + h1] = ι×(g1 + h1). St¡d c(e, e) = 0.

Teraz sprawd¹my warunek kocyklu:

([g2, 0][h2, 0])[j2, 0] = [g2h2, c(g2, h2)][j2, 0] = [g2h2j2, c(g2, h2) + c(g2h2, j2)]

[g2, 0]([h2, 0][j2, 0]) = [g2, 0][h2j2, c(h2, j2)] = [g2h2j2, fg2c(h2, j2) + c(g2, h2j2)].

Równowa»no±¢ Q : G2×G1 → G2×G1 rozszerze« odpowiadaj¡cych kocyklom c i c′ oznacza istnienie
odwzorowania q : G2 → G1 takiego, »e 1) Q([g2, g1]) = [g2, g1 + q(g2)] 2) Q jest homomor�zmem.
Warunek 2) implikuje nast¦puj¡ce równo±ci:

Q([g2, 0][h2, 0]) = Q([g2h2, c(g2, h2)]) = [g2h2, c(g2, h2) + q(g2h2)] =

Q([g2, 0])Q([h2, 0]) = [g2, q(g2)][h2, q(h2)] = [g2h2, q(g2) + fg2q(h2) + c′(g2, h2)].
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St¡d c(g2, h2)− c′(g2, h2) = fg2q(h2)− q(g2h2) + q(g2).
Mamy te» 0 = c(e, e)− c′(e, e) = q(e)− q(e) + q(e) = q(e). �

Uwaga: Je±li kocykl c jest kobrzegiem, czyli c = dq dla pewnego q ∈ C1(G2, G1), to odwzorowanie
s′ : g2 7→ [g2,−q(g2)] : G2 → G2 × G1 jest homomor�zmem. Istotnie, wyra»enie s′(g2h2) =
[g2h2,−q(g2h2)] jest równe s

′(g2)s
′(h2) = [g2,−q(g2)][h2,−q(h2)] = [g2h2,−q(g2)−fg2q(h2)+c(g2, h2)]

wskutek de�nicji dq.

Rozpoznawanie iloczynów póªprostych w±ród wszystkich rozszerze«: Rozszerzenie (1) jest
równowa»ne z {∗} → G1→G1 ×f G2→G2 → {∗} je±li i tylko je±li odwzorowanie π posiada ci¦cie
s′ : G2 → G b¦d¡ce homomor�zmem grup. Istotnie, poprzez wybór ci¦cia s : G2 → G (nie b¦d¡cego
w ogólno±ci homomor�zmem) uto»samiamy G z G2 × G1 a samo s z odwzorowaniem g2 7→ [g2, 0].
Równowazno±¢ z iloczynem póªprostym G1 ×f G2 oznacza trywialno±¢ kocyklu c (czyli istnienie q
takiego, »e c = dq) i homomor�czno±¢ �nowego� ci¦cia s′ : g2 7→ [g2,−q(g2)].

Uwaga: Element q ∈ C1(G2, G1) taki, »e dq = c jest okre±lony z dokªadno±ci¡ do dodawania elemen-
tów kobrzegowych da (tutaj a ∈ G1, da(g2) = fg2a− a). Ci¦cie s′′ : G2 → G, s′′(g2) := [g2,−q(g2)−
da(g2)], jest otrzymane z ciecia s′ zastosowaniem automor�zmu wewn¦trznego Aa : G → G, czyli
s′′ = Aa ◦ s′. Istotnie, [e, a][g2,−q(g2)][e, a]

−1 = [g2, a− q(g2)][e,−a] = [g2, a− q(g2)− fg2a].

Przykªad rozszerzenia nie bed¡cego iloczynem póªprostym: Rozwa»my tzw. grup¦ Heisen-
berga skªadaj¡c¡ si¦ z macierzy postaci  1 a b

0 1 c
0 0 1

 .
Jasne, »e jako zbiór ona mo»e by¢ uto»samiona z R3. Mno»enie natomiast jest zadawane nast¦pu-
j¡cym wzorem: [x, y, z][x′, y′, z′] = [x + x′, y + y′ + xz′, z + z′]. Jest to rozszerzenie grupy abelowej
G2 = (R2,+) za pomoc¡ grupy abelowej G1 = (R,+) z kocyklem c([x, z], [x′, z′]) := xz′ (i trywialnym
dziaªaniem f). Kocykl ten nie mo»e by¢ kobrzegiem: kobrzeg dq(gh) = q(h)− q(gh)+ q(g) na grupie
abelowej jest funkcj¡ symetryczn¡ argumentów g, h. Kocykl c, natomiast, funkcj¡ symetryczn¡ nie
jest.

W szczególno±ci z tego wynika te», »e grupa kohomologii H2(C2, C1) jest nietrywialna.

Uwaga: Powy»szy lemat pokazuje, »e grupa kohomologii H2(G2, G1) jest w bijekcji z klasami
równowa»no±ci rozszerze« grupy G2 za pomoc¡ grupy G1.

�wiczenie: Pokaza¢, »e klasy �autorównowa»no±ci� rozszerzenia (1) modulo �autorównowa»no±ci�
pochodz¡ce z automor�zmów wewn¦trznych Aa, gdzie a ∈ G1, s¡ w bijekcji z grup¡ H1(G2, G1).

Odpowied¹ na pytanie 1′: Poniewa» homomor�zm f : G2 → Aut(G1) jest jednoznacznie wyznac-

zony przez rozszerzenie (1), rozszerzenia {∗} → G1
ι×→ G1 ×f G2

π×→ G2 → {∗} oraz {∗} → G1
ι×→

G1 ×f ′ G2
π×→ G2 → {∗} s¡ równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy f = f ′.

Zadania na ¢wiczenia. Inne spojrzenie na dziaªanie grupy na zbiorze: Niech µ : G×X → X b¦dzie
lewym dziaªaniem grupy G na zbiorze X. Pokaza¢, »e: 1) przy ustalonym g ∈ G odwzorowanie
x 7→ µ(g, x) : X → X jest bijekcj¡, czyli µ(g, ·) ∈ SX ; 2) odwzorowanie g 7→ µ(g, ·) : G → SX jest
homomor�zmem grup. Odwrotnie, ka»dy homomor�zm f : G→ SX zadaje dziaªanie µ : G×X → X
wedªug wzoru µ(g, x) := fgx (tutaj fg := f(g)).

3



�Dziaªanie z kocyklem�: Niech f : G2 → Aut(G1) b¦dzie homomor�zmem, a q ∈ Z1(G2, G1) pewnym
kocyklem. Pokaza¢, »e odwzorowanie f̃ : G2 → SG1 , f̃g2g1 + q(g2), jest homomor�zmem, czyli zadaje
dziaªanie G2 na G1 za pomoc¡ �przeksztaªce« a�nicznych�.

Przykªad 1: Niech G2 := (Rn,+), G1 := (Rm,+) i niech f : G2 → Aut(G1) homomor�zm trywialny.
Pokaza¢, »e ka»dy operator liniowy q : Rn → Rm jest kocyklem. Znale¹¢ orbit¦ i stabilizator ka»dego
punktu x ∈ Rm ze wzgl¦du na �dziaª¡nie z kocyklem� f̃ .

Przykªad 2: Niech G2 := SO(2,R), G1 := (R2,+) i niech f : G2 → Aut(G1) dziaªanie naturalne.
Rozwa»my kocykl q = da b¦d¡cy kobrzegiem (tutaj a ∈ G1, q(g2) := fg2a − a, g2 ∈ G2). Opisa¢
�dziaªanie z kocyklem� f̃ . Odpowied¹: dziaªanie f̃ polega na obrotach pªaszczyzny wokóª elementu
−a.
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