
Teoria grup I
Wykªad 2

1 Wprowadzenie do wykªadu, cz. II
Grupy �dyskretne�: Zn, �symetrie podªogi� (niesko«czone), Sn, Dn (sko«czone).
Grupy �ci¡gªe�: (Rn, +), (R>0, ·), (R6=0, ·), (C6=0, ·), GL(X), SL(X), O(1, 3) (niezwarte), U(1), O(X),
SO(X) (zwarte).
Grupy topologiczne (Liego): S¡ to grupy (G,µ) takie, »e G jest wyposa»one w struktur¦ przestrzeni
topologicznej (rozmaito±ci rózniczkowej) o tej wªasno±ci, »e odwzorowanie µ : G×G → G oraz odw-
zorowanie ε : g 7→ g−1 : G → G s¡ ci¡gªe (gªadkie).
Uwaga: Je±li G jest grupa topologiczn¡ (Liego), w poni»szych de�nicjach wymagamy ci¡ªo±ci (gªad-
ko±ci) wszystkich odwzorowa«.
Reprezentacja grupy G w przestrzeni liniowej X: dziaªanie ν : G × X → X takie, »e dla
ka»dego g ∈ G odwzorowanie ν(g, ·) : X → X jest liniowe.
Przykªad: naturalna reprezentacja grup GL(X), SL(X), O(X), SO(X), O(1, 3), Dn w przestrzeni
X.
Homomor�zm grup: Odwzorowanie f : G1 → G2 pomi¦dzy dwiema grupami o wªasno±ciach:

f(e1) = e2, f(a ·1 b) = f(a) ·2 f(b) ∀a, b ∈ G1.

Izomor�zm grup: Homomor�zm f : G1 → G2 b¦d¡cy bijekcj¡. Uwaga: Odwrotne odwzorowanie
f−1 : G2 → G1 automatycznie jest homomor�zmem: f−1(c · d) = f−1(f(f−1(c)) · f(f−1(d))) =
f−1(f(f−1(c) · f−1(d))) = f−1(c) · f−1(d).
Grupa automor�zmów grupy G: Nawiasem mówi¡c, otrzymali±my jeszcze jeden przykªad grupy
SX,S: S jest struktur¡ grupy na zbiorze X = G, a SX,S grup¡ izomor�zmów z G w G, które
nazywamy automor�zmami G. Oznaczamy Aut(G) := SG,S.
Przykªad: Dla dowolnej G odwzorowanie IdG : G → G jest przykªadem izomor�zmu, a odw-
zorowanie f : G → {∗} homomor�zmu.
Przykªad: exp(·) : (R, +) → (R6=0, ·) homomor�zm, exp(·) : (R, +) → (R>0, ·) izomor�zm.
Przykªad: exp(2πi·) : (R, +) → (C6=0, ·) homomor�zm.
Przykªad: f : U(1) → SO(R2) izomor�zm, tutaj SO(R2) grupa obrotów pªaszczyzny, f odw-
zorowuje liczb¦ eiφ w obrót o k¡t φ.
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Równowa»no±¢ dziaªa«: Dziaªania ν1 : G1 × X1 → X1 i ν2 : G2 × X2 → X2 nazywaj¡ si¦
równowa»nymi, je±li istnieje izomor�zm grup f : G1 → G2 oraz bijekcja h : X1 → X2 takie, »e
nast¦puj¡cy diagram jest przemienny:

G1 ×X1

f×h
²²

ν1 // X1

h
²²

G2 ×X2
ν2 // X2

czyli h(ν1(g, x)) = ν2(f(g), h(x)) ∀ g ∈ G1, x ∈ X1.
Wa»ne pytania matematyczne:

1. Sklasy�kowa¢ grupy z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu;

2. Sklasy�kowa¢ dziaªania (w tym reprezentacje) z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci.

�Sklasy�kowa¢� w ideale oznacza: 1) sporz¡dzi¢ list¦ �cegieªek�, czyli �prostych�1 obiektów (grup w
przypadku 1., czy w przypadku 2. dziaªa« ustalonej grupy), których struktur¦ znamy; 2) okre±li¢ pro-
cedur¦ budowania z �cegieªek� bardziej skomplikowanych obiektów; 3) poda¢ kryteria, kiedy wybrany
obiekt jest izomor�czny (równowa»ny) z jednym z obiektów zbudowanych z �cegieªek�.

W rzeczywisto±ci, takie listy �cegieªek� istniej¡, ale istniej¡ te» obiekty nie �poddaj¡ce si¦ klasy-
�kacji�.

Naszym najbli»szym celem b¦dzie zde�niowanie �cegieªek� w przypadku grup.
J¡dro homomor�zmu f : G1 → G2: ker f := f−1(e2).
Podgrupa normalna: Podgrup¦ H ⊂ G nazywamy normaln¡, je±li gHg−1 ⊂ H dla wszystkich
g ∈ G.
Zwi¡zek pomi¦dzy grupami normalnymi a j¡drami homomor�zmów:

Twierdzenie Podzbiór H ⊂ G grupy G jest podgrup¡ normaln¡ wtedy i tylko wtedy gdy jest j¡drem
pewnego homomor�zmu f : G → G2.

Dowód: (⇐=) Niech f : G → G2 b¦dzie homomor�zmem, a H := ker f . Wtedy

a, b ∈ H =⇒ f(a) = e2, f(b) = e2 =⇒ f(ab) = f(a)f(b) = e2e2 = e2 =⇒ ab ∈ H;

a ∈ H =⇒ f(a−1) = (f(a))−1 = e−1
2 = e2 =⇒ a−1 ∈ H;

f(gHg−1) = f(g)f(H)f(g−1) = f(g)e2(f(g))−1 = e2 =⇒ gHg−1 ⊂ H.

Dowód implikacji (=⇒) pokrywa si¦ z nast¦puj¡c¡ konstrukcj¡.
Grupa ilorazowa G/H i homomor�zm naturalny G → G/H: Niech G b¦dzie grup¡ z dzi-
aªaniem µ : G×G → G a H ⊂ G b¦dzie dowoln¡ podgrup¡. Wtedy ograniczenie µ|G×H daje prawe
dziaªanie grupy H na zbiorze G. Orbita elementu g ∈ G pod wzgl¦dem tego dziaªania ma posta¢

1Sªowo �prostych� piszemy w cudzysªowie, poniewa» �cegieªki� mog¡ mie¢ dosy¢ skomplikowan¡ struktur¦. Na
przykªad tzw. grupa Potwór (ang. Monster), b¦d¡ca grup¡ prost¡ w sensie de�nicji, któr¡ poznamy za moment, liczy
246 ·320 ·59 ·76 ·112 ·133 ·17·19·23·29·31·41·47·59·71 = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 ≈
8 · 1053 elementów, zob. http://en.wikipedia.org/wiki/Monster_group
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gH = {gh | h ∈ H} i nazywa si¦ praw¡ warstw¡ g ze wzgl¦du na H. Zbiór takich warstw oznaczamy
G/H. Zbiór G jest sum¡ rozª¡czn¡ warstw (jako »e dowolny zbiór z dziaªaniem grupy jest sum¡
rozª¡czn¡ orbit). Ponadto, wszystkie warstwy maj¡ jednakow¡ moc, równ¡ mocy H: odwzorowanie
H 3 h 7→ gh ∈ gH jest bijekcj¡.

Lemat Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ normaln¡. Wtedy:

1. ka»da prawa warstwa gH pokrywa si¦ z lew¡ warstw¡ Hg := {hg | h ∈ H};
2. wzór gH · g′H = (g · g′)H zadaje poprawnie okre±lone dziaªanie µ̄ : G/H × G/H → G/H

speªniaj¡ce aksjomaty dziaªania grupowego;

3. odwzorowanie π : G → G/H, π(g) := gH jest homomor�zmem grup.

Dowód: 1. gHg−1 ⊂ H ⇐⇒ gHg−1 = H ⇐⇒ gH = Hg
2. Poprawno±¢: niech g1 ∈ gH, g′1 ∈ g′H, wtedy istniej¡ h ∈ H, h′ ∈ H ′ takie, »e g1 = gh, g′1 = g′h′.
Mamy g1H · g′1H = (g1 · g′1)H = ghg′h′H = ghg′H = ghHg′ = gHg′ = gg′H.
�¡czno±¢: (gH ·g′H) ·g′′H = (gg′)H ·g′′H = (gg′)g′′H = g(g′g′′)H = gH · (g′g′′)H = gH · (g′H ·g′′H).
Element neutralny: eHgH = egH = gH = geH = gHeH.
Element odwrotny: g−1HgH = g−1gH = eH = gg−1H = gHg−1H.
3. π(gg′) = gg′H = gHg′H = π(g)π(g′), π(e) = eH. ¤
Uwaga I: Homomor�zm π jest epimor�zmem (czyli jest surjektywny). Uwaga II: �eby jaki± epi-
mor�zm f : G1 → G2 byª izomofrizmem, wystarczy i dosy¢, »eby jego j¡dro byªo trywialne (tj.
ker f = {e1}) (�wiczenie).
Obraz homomor�zmu:

Lemat Obraz H2 := im f homomor�zmu f : G1 → G2 jest pogrup¡ w G2 izomor�czn¡ z G1/H1,
gdzie H1 := ker f .

Dowód: Je±li a, b ∈ H2, to istniej¡ a1, b1 ∈ G1 takie, »e f(a1) = a, f(b1) = b. Wtedy f(a1b1) =
f(a1)f(b1) = ab, czyli H2 ·H2 ⊂ H2. Z kolei, f(a−1

1 ) = (f(a1))
−1 = a−1 implikuje (H2)

−1 = H2.
Szukany izomor�zm okre±limy wzorem G1/H1 3 gH1

f̄7→ f(g) ∈ H2. Odwzorowanie f̄ jest
okre±lone poprawnie: je±li g′ ∈ gH inny przedstawiciel warstwy, to g′g−1 = h dla pewnego h ∈ H, i
f(g′)(f(g))−1 = f(h) = e2 sk¡d f(g′) = f(g). Podobnie sprawdzamy, »e jest homomor�zmem oraz
»e ma trywialne j¡dro. ¤
Przykªad: Ka»da podgrupa H grupy abelowej G jest normalna. W szczególno±ci, je±li we¹miemy
G = Z, H = nZ, otrzymujemy grup¦ cykliczn¡ Zn := Z/nZ.
Przykªad: Obrazem homomor�zmu exp(2πi·) : (R, +) → (C6=0, ·) jest podgrupa U(1) ⊂ (C6=0, ·), a
jego j¡drem podgrupa (Z, +). Mamy wi¦c izomor�zm R/Z ∼= U(1).
Przykªad: Niech sign : Sn → (R6=0, ·) homomor�zm odwzorowuj¡cy permutacj¦ τ w ±1 w za-
le»no±ci od znaku τ . J¡drem jest tutaj grupa alternuj¡ca An permutacji parzystych, a obrazem
grupa 2-elmentowa {±1} izomor�czna z Z2. Mamy izomor�zm Sn/An

∼= Z2.
Przykªad: Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡. Okre±lmy odwzorowanie φ : G → Aut(G) wzorem
g 7→ Ag, Ag(h) := ghg−1 (poprawno±¢: Ag(hh′) = ghh′g−1 = ghg−1gh′g−1 = Ag(h)Ag(h

′), Ag(e) =
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e, A−1
g = Ag−1). Ponadto, samo φ jest homomor�zmem: Agg′ = Ag ◦ Ag′ , Ae = IdG. Jego obraz

Int(G) ⊂ Aut(G) nazywamy grup¡ automor�zmów wewn¦trznych.
Okazuje si¦, »e Int(G) podgrupa normalna w Aut(G): je±li f : G → G dowolny automor�zm, to

f ◦Ag ◦ f−1(h) = f(g[f−1(h)]g−1) = f(g)f [f−1(h)]f(g−1) = Af(g)(h), czyli f ◦ Int(G) ◦ f−1 ⊂ Int(G).
Grup¦ ilorazow¡ Out(G) := Aut(G)/Int(G) nazywamy grup¡ automor�zmów zewn¦trznych grupy

G.
Grupy proste: S¡ to grupy G nie posiadaj¡ce nietrywialnych (czyli ro»ni¡cych si¦ od G i {e})
podgrup normalnych.
Uwaga: W przypadku grup topologicznych lub Liego w de�nicji grup prostych dopuszczamy istnienie
nietrywialnych normalnych podgrup dyskretnych2. Np. prosta grupa Liego SL(R2) ma nietrywialn¡
dyskretn¡ podgrup¦ normaln¡ {±I}.

To wªa±nie grupy proste s¡ cegieªkami, �daj¡cymi si¦ sklasy�kowa¢�.

2Dyskretno±¢ podgrupy H ⊂ G oznacza dyskretno±¢ H jako przestrzeni topologicznej, czyli istnienie dla ka»dego
punktu h ∈ H otoczenia nie przecinaj¡cego si¦ z otoczeniami innych punktów z H.
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