
Teoria grup I

Wykªad 13

1 Grupy Liego, cz. II

Algebra Liego (V, [, ]): Jest to przestrze« wektorowa V nad ciaªem K wyposa»ona w dziaªanie
2-liniowe (x, y) 7→ [x, y] : V × V → V , speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1. [x, y] = −[y, x] ∀x, y ∈ V (sko±na symetria);

2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 ∀x, y, z ∈ V (tozsamo±¢ Jacobiego).

Przykªad: Niech (A, ·) b¦dzie dowoln¡ algebr¡ ª¡czn¡. Wtedy (A, [, ]), gdzie [x, y] := x · y − y · x
jest algebr¡ Liego (�wiczenie: sprawdzi¢). W szczególno±ci, Mat(n,K) z komutatorem macierzowym
jest algebr¡ Liego. Oznaczamy gl(n,K) := (Mat(n,K), [, ]).

Ogólniej, je±liW jest dowoln¡ przestrzeni¡ wektorow¡, zbiór End(W ) endomor�zmów przestrzeni
W (czyli operatorów liniowych L : W → W ) jest algebr¡ Liego.

Homomor�zm algebr Liego (V1, [, ]1) i (V2, [, ]2): Jest to odwzorowanie liniowe φ : V1 → V2

zachowuj¡ce �nawiasy�, czyli φ[x, y]1 = [φx, φy]2 ∀x, y ∈ V1.

�wiczenie: Niech (V, [, ]) b¦dzie przestrzei¡ wektorow¡ wyposa»on¡ w dziaªanie 2-liniowe sko±nie
symetryczne. Okre±lmy operator adx ∈ End(V ) wzorem adxy := [x, y], x, y ∈ V . Pokaza¢, »e
to»samo±¢ Jacobiego (TJ) jest równowa»na nast¦puj¡cemu warunkowi: [adx, ady] = ad[x,y] (w szczegól-
no±ci, je±li [, ] speªnia TJ, to odwzorowanie x 7→ adx : V → End(V ) jest homomor�zmem algebr
Liego).

Podalgebra h ⊂ g algebry Liego (g, [, ]): Jest to podprzestrze« liniowa w g zamkni¦ta ze wzgl¦du
na nawias: [h, h] ⊂ h.

Przykªad: Podprzestrze« sl(n,R) ⊂ gl(n,R) macierzy bez±ladowych (mamy Tr([x, y]) = Tr(xy −
yx) = 0 dla dowolnych x, y ∈ gl(n,R), w szczególno±ci komutator macierzy bez±ladowych jest bez±lad-
owy).

Przykªad: Podprzestrze« o(n,R) ⊂ gl(n,R) macierzy sko±nie ortogonalnych, czyli takich macierzy
x, »e x = −xT . Dla x, y ∈ o(n,R) mamy [x, y]T = (xy − yx)T = yTxT − xTyT = yx− xy = −[x, y].

Algebra Liego ró»niczkowa« algebry ª¡cznej (A, ·): Ró»niczkowaniem algebry ª¡cznej nazy-
wamy odwzorowanie liniowe d : A→ A speªniaj¡ce warunek d(x · y) = dx · y + x · dy. Ró»niczkowa-
nia tworz¡ podprzestrze« D ⊂ End(A) i, ponadto, podalgebr¦ Liego w (End(A), [, ]). Istotnie,
(d1d2 − d2d1)(x · y) = d1(d2x · y + x · d2y)− d2(d1x · y + x · d1y) = d1d2x · y + d2x · d1y + d1x · d2y +
x · d1d2y − (d2d1x · y + d1x · d2y + d2x · d1y + x · d2d1y) = (d1d2 − d2d1)x · y + x · (d1d2 − d2d1)y.
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Algebra Liego Vect(M) pól wektorowych na rozmaito±ci gªadkiej M : Rozwa»my przestrze«
(C∞(M,R), ·) funkcji gªadkich naM o warto±ciach rzeczywistych ze struktur¡ (przemiennej) algebry
ª¡cznej wzgl¦dem mno»enia punktowego funkcji. Ró»niczkowania tej algebry nazywaj¡ si¦ polami
wektorowymi na M i tworz¡ algebr¦ Liego wzgl¦dem komutatora.

Inaczej na pola wektorowe mo»na patrze¢ jako na ci¦cia gªadkie wi¡zki stycznej TM
τ→ M .

Elementami TM s¡ pary (v, x), gdzie x ∈ M , a v jest wektorem stycznym do M zaczepionym w
punkcie x. Zbiór wszystkich takich wektorów, czyli wªokno nad x, oznaczamy TxM . Ka»de pole
wektorowe ma wi¦c posta¢ (v(x), x), gdzie x ∈M , a wektor v(x) ∈ TxM gªadko zale»y od punktu x.

Wi¡zka TM jest wi¡zk¡ lokalnie trywialn¡, czyli jej ograniczenie TU na maªy podzbiór otwarty
U ⊂ M mo»e by¢ uto»samione z wi¡zk¡ trywialn¡ Rn × U → U , gdzie n = dimM , a jej ci¦cia
mog¡ by¢ uto»samione z parami (f(x), x), gdzie x ∈ U , a f : U → Rn, f(x) = (f 1(x), . . . , fn(x))
jest funkcj¡ gªadk¡. Uto»samienie wªókien wi¡zki TU z Rn jest zwi¡zane z wyborem wspóªrz¦dnych
lokalnych (x1, . . . , xn) na U . Alternatywnie, pole wektorowe zapisujemy jako f = f i∂i (sumowanie
po i), gdzie ∂i := ∂

∂xi , a jego dziaªanie na funkcje F ∈ C∞(U,R) wygl¡da nast¦puj¡co: fF := f i(∂iF )
(jest ró»niczkowaniem w sensie powy»szej de�nicji).

Dla komutatora pól wektorowych mamy nast¦puj¡cy wzór:

[f, g]i(x) = f j(x)(∂jg
i(x))− gj(x)(∂jf

i(x))

(�wiczenie: sprawdzi¢).

Zachowanie pól wektorowych wzgl¦dem dyfeomor�zmów ψ : M → M : Ka»dy taki dyfeo-
mor�zm generuje odwzorowanie styczne ψ∗ : TM → TM , które na parach (v, x), x ∈ M, v ∈ TxM ,
b¦dziemy zapisywali jako ψ∗(v, x) = (ψ∗|xv, ψ(x)), tutaj ψ∗|x : TxM → Tψ(x)M jest pewnym odw-
zorowaniem liniowym. Je±li ψ(x0) = y0, i je±li (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) s¡ wspóªrz¦dnymi lokalnymi
w otoczeniach X 3 x0, Y 3 y0, odwzorowanie ψ mo»na zada¢ jako n-tk¦ funkcji (x1, . . . , xn) 7→ (y1 =
ψ1(x), . . . , yn = ψn(x)). Odwzorowanie ψ∗|x : TxM ∼= Rn × {x} → Tψ(x)M ∼= Rn × {ψ(x)} pokrywa
si¦ wtedy z macierz¡ Jacobiego

J [ψ](x) :=

 ∂1ψ
1 . . . ∂1ψ

n

...
...

∂nψ
1 . . . ∂nψ

n


traktowan¡ jako odwzorowanie liniowe Rn → Rn.

Odwzorowanie ψ∗ dziaªa na pola wektorowe: Vect(M) 3 f 7→ ψ∗f ∈ Vect(M), f = (f(x), x) 7→
(J [ψ](x)f(x), ψ(x)). Okazuje si¦, »e ψ∗ : Vect(M) → Vect(M) jest homomor�zmem algebry Liego,
czyli ψ∗[f, g] = [ψ∗f, ψ∗g] (�wiczenie: sprawdzi¢).

Algebra Liego lewoniezmienniczych pól wektorowych na grupie Liego G: Dla g ∈ G
okre±lmy odwzorowanie lewej translacji Lg : G → G wzorem Lgx := gx. Maj¡c element v ∈ TeG
mo»emy zbudowa¢ pole wektorowe vl ∈ Vect(G) kªadz¡c vl = ((Lg)∗|ev, g). Tak okreslone pole
wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (Lg)∗v

l = vl. Istotnie, je±li vl = (vl(g), g), to (Lg′)∗v
l =

((Lg′)∗|gvl(g), Lg′g) = ((Lg′)∗|g(Lg)∗|ev, g′g) = ((Lg′Lg)∗|ev, g′g) = ((Lg′g)∗|ev, g′g) = vl. Tutaj sko-
rzystali±my z to»samo±ci (ψ ◦ η)∗ = ψ∗ ◦ η∗, gdzie ψ, η s¡ dowolnymi dyfeomor�zmami.

Odwrotnie, je±li pole w ∈ Vect(G) jest lewoniezmiennicze, to w = vl, gdzie v := w(e). Mamy
wi¦c uto»samienie zbioru g lewoniezmienniczych pól wektorowych z wªóknem TeG. Okazuje si¦, »e g

jest podalgebr¡ Liego w Vect(G). To wynika z nast¦puj¡cego lematu.
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Lemat Niech (V, [, ]) b¦dzie algebr¡ Liego, a Ψ p¦wnym zbiorem jej homomor�zmów. Wtedy zbiór
V Ψ := {x ∈ V | ψ(x) = x ∀ψ ∈ Ψ} jest podalgebr¡ Liego.

Dowód: Niech x, y ∈ V Ψ, wtedy dla ka»dego ψ ∈ Ψ mamy ψ[x, y] = [ψx, ψy] = [x, y], czyli [x, y] ∈
V Ψ.

Algebra Liego g grupy Liego G: Jest to okre±lona powy»ej algebra Liego pól lewoniezmienniczych
na G. Oznaczamy te» g = Lie(G). Zauwa»my, »e, poniewa» odwzorowanie φl : TeG → g, v 7→ vl,
jest izomor�zmem przestrzeni liniowych, dim g = n = dimG. Ponadto, u»ywaj¡c tego izomor�zmu,
mo»emy �przenie±¢� struktur¦ algebry Liego z g na TeG wedªug wzoru [v, w] := φ−1

l [φlv, φlw] =
[vl, wl](e).

Dlatego te» cz¦sto pod �algebr¡ Liego� grupy G rozumie si¦ przestrze« TeG wyposa»ona w
powy»szy nawias.

Przykªad: Niech G := GL(n,R). Poniewa» G jest zbiorem otwartym w Rn2
, mamy TG = Rn2 ×G

i ka»de pole wektorowe jest postaci (V (X), X), gdzie V (X) jest gªadka funkcja na G o warto±ciach

macierzowych: V (X) =

 V11(X) . . . V1n(X)
. . .

Vn1(X) . . . Vnn(X)

. �atwo widzie¢, »e je±li V ∈ TIG ∼= Mat(n,R),

to V l = (XV,X). Innymi sªowy, V l = XijVjk∂ik. St¡d [V l,W l]i
′k′

= (XijVjk∂ikXi′j′Wj′k′) −
(XijWjk∂ikXi′j′Vj′k′) = (XijVjkδii′δkj′Wj′k′)− (XijWjkδii′δkj′Vj′k′) = (Xi′jVjkWkk′)− (Xi′jWjkVkk′) =
Xi′j[V,W ]jk′ = ([V,W ]l)i

′k′
. St¡d struktura algebry Liego na TIG ∼= Mat(n,R) �przeniesiona� z

algebry Liego pól lewoniezmienniczych pokrywa si¦ z gl(n,R).

�wiczenie: Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ Liego grupy Liego G. Pokaza¢, »e podprzestrze« TeH ⊂
TeG jest podalgebr¡ Liego w algebrze Liego g = TeG i, co wi¦cej, TeH jako algebra Liego pokrywa
si¦ z h = Lie(H).

Przykªad: Niech G := GL(n,R), H := O(n,R). Wtedy TIG = g = gl(n,R), a podprzestrze«
TIH mo»e by¢ obliczona jako zbiór wektorów stycznych w zerze do krzywych gªadkich t 7→ c(t) ∈
O(n,R), c(0) = I. Ró»niczkuj¡c to»samo±¢ c(t)(c(t))T = I w zerze, otrzymujemy c′(0)(c(0))T +
c(0)(c′(0))T = 0, sk¡d c′(0) + (c′(0))T = 0. Wnioskujemy st¡d, »e TIH skªada si¦ z macierzy sko±nie
ortogonalnych i »e h = o(n,R).

Twierdzenia Liego

Twierdzenie (I twierdzenie Liego) Je±li dla sko«czenie wymiarowej algebry Liego g istnieje grupa
Liego G taka, »e g = Lie(G), to istnieje te» jedyna jednospójna grupa Liego G′ o wªasno±ci g =
Lie(G′).

Uwaga: Jednospójno±¢ oznacza sci¡galno±¢ ka»dej p¦tli.

Przykªad: Grupy Liego (R,+) i U(1) maj¡ t¦ sam¡ algebr¦ Liego R (z nawiasem zerowym [x, y] =
0 ∀x, y ∈ R. Pierwsza z nich jest jednospójna, druga nie.

Twierdzenie (II twierdzenie Liego) Niech φ : g1 → g2 b¦dzie homomor�zmem sko«czenie wymi-
arowych algebr Liego i niech G1, G2 b¦d¡ takimi grupami Liego, »e gi = Lie(Gi), i = 1, 2. Je±li G1

jest jednospójna, to istnieje jedyny homomor�zm grup Liego Φ : G1 → G2 �caªkuj¡cy� φ.
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Uwaga: Homomor�zmem grup Liego nazywamy odwzorowanie Φ : G1 → G2 b¦d¡ce 1) homomor-
�zmem grup; 2) odwzorowaniem gªadkim. Okazuje si¦, »e odwzorowanie Φ∗|e1 : Te1G1 → Te2G2 jest
homomor�zmem odpowiednich algebr Liego φ := Φ∗|e1 : g1 → g2. Mówimy, »e Φ �caªkuje� φ.

Twierdzenie (III twierdzenie Liego) Dla ka»dej sko«czenie wymiarowej algebry Liego g istnieje
grupa Liego G taka, »e g = Lie(G).

Twierdzenia Liego pokazuj¡, »e badanie grup Liego w du»ej mierze sprowadza si¦ do badania
algebr Liego.
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