'Teoria grup I

Wyktad 10

1 Reprezentacje indukowane, cz. 11
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Reprezentacje indukowane: Niech H C G bedzie podgrupa grupy skonczonej G i niech W C V
beda takimi przestrzeniami wektorowymi, ze G dziata liniowo na V (czyli mamy homomorfizm p :
G— GL(V)) i

HW cWwW (1)

(czyli p(H)W C W). Latwo sie przekonadé, ze podprzestrzen sW C V zalezy tylko od prawej warstwy
sH = {sh | h € H} elementu s € G ze wzgledu na podgrupe H, a nie zalezy od wyboru reprezentanta
s danej warstwy. Istotnie, (sh)W = s(hW) = sW.

Niech R C G oznacza zbior reprezentantow warstw (kazda warstwa jest reprezentowana jedynym
reprezentantem!). Suma YosecSW =3 cprW CV jest podprzestrzenia niezmiennicza ze wzgledu
na dziatanie grupy G.

Jesli
Y rw =V (2)
reR
i, ponadto, jest to suma prosta, czyli
rW Nnr'W = {0}, (3)

gdzie r,r' reprezentuja réozne warstwy, mowimy, ze reprezentacja V grupy G jest indukowana przez
reprezentacje W podgrupy H.

LEMAT Istnieje jedyna (z doktadnosciq do réwnowaznosci) reprezentacja grupy G indukowana przez
zadang reprezentacje podgrupy H w przestrzent W.

Dowdd: Rozwazmy reprezentacje W jako lewy C[H]-modul, a algebre grupowa C|G]| jako prawy
C[H]-modul (ostatnie jest mozliwe, poniewaz kazda algebra A moze by¢ rozpatrywana jako lewy
i prawy modul nad dowolng swoja podalgebra B C A). Teraz mozemy rozpatrze¢ grupe abelowa
V = C[G] ®cimy W. Co wiecej, mozna je rozpatrywaé jako lewy C[G]-modul, czyli reprezentacje
grupy G.

Warunek (1) dla tej reprezentacji V' wynika z tego, ze przestrzen W jest wtozona w V' jako C[H]-
podmodul?. Wlozenie takie realizuje sie wzorem W 3 w— 1w € 1@W ={1®@w |we W} C V.

'Uméwmy sie, ze warstwa H jest reprezentowana przez e
2Podmodulem modutu V nad algebra A nazywamy podgrupe W C V stabilng ze wzgledu na dzialanie A, czyli
taka, ze AW C W



Istotnie, dla h € C[H],w € W mamy h(l ® w) = (hl) @ w = (1h) ® w = 1 ® hw, czyli wlozenie
w — 1 ® w jest morfizmem C[H]-modutow.

Warunek (2) z kolei jest wnioskiem z faktu, ze grupa G jest suma teoretyko-mnogosciows warstw
sH. Istotnie, ostatni warunek oznacza rozktad C[G] = }_ _, C[rH], gdzie oznaczylismy przez C[rH]|
powloke liniowa (nad C) warstwy rH, a sume rozumiemy w sensie teorii przestrzeni liniowych.
Powyzszy rozktad daje rozktad V' = 3" o ClrH]|@cimW = Y, cp TClH|@cimW = >, crn ™ @cim W.

Wreszcie zauwazmy, ze rézne warstwy maja puste przeciecie, co oznacza, ze w powyzszych wzorach
mozemy zastapi¢ znak sumy znakiem sumy prostej, co daje warunek (3).

Zostalo pokaza¢ jednoznacznosé. W tym celu rozwazmy dowolng G-reprezentacje V'’ indukowang
przez H-reprezentacje W i skorzystajmy z rozkladu V' = @, ., rW. Odwzorowanie F' : V! — V
zadajemy wzorem rw +— r @ w dla w € W,r € R. Jest to liniowa (nad C) injekcja, a obliczenie
wymiaréw V' i V' pokazuje, ze jest to tez i bijekcja. Latwo widaé tez, ze jest to morfizm C[G]-
modutow. [

Charakter reprezentacji p : G — GL(V) indukowanej przez H-reprezentacje W:

TWIERDZENIE Niech xw : H — C bedzie charakterem reprezentacji W. Wtedy

1 _
(@) = > xwlglxg).
ge€G,g lzgeH
Dowdd: Kazdy element x € G wyznacza automorfizm p(z) przestrzeni V. = @, W, ktory
przestawia podprzestrzenie rW. Dla kazdego r € R wybierzemy baze {e(r)1,...,e(r),} przestrzeni
rW taka, ze {e(r)i,...,e(r)w}rer jest baza V. Na diagonali macierzy automorfizmu p(x) w tej

bazie niezerowe wyrazy beda odpowiadaly tylko tym elementom e(r);, dla ktorych zrWW = rW, czyli
xr € rH, czyli r—tar € H.
Stad Trp(z) = >, cpr-1pren 1r(p(2)|:w). Z innej strony, przemienny diagram

p(r=1ar)

W——-Ww
P(T)l iﬂ(T)
rW LGN rW

pokazuje, ze Tr(p(z)|,w) = Tr(p(r~tzr)|w) = xw(r~'zr). Mamy wiec

Xp(x) = Z xw (r~tar).
reRr—laercH

Teraz zauwazmy, ze dla wszystkich g € rH (g = rh dla pewnego h € H) mamy roéwnowaznosé
g lzg € H < h™rlarh € H < r~'ar € H oraz, w zalozeniu, ze r~'zr € H, réwnos¢
xw (g zg) = xw(h~'r~tarh) = xw(r~'zr) (bo xw € CI(H)). Stad teza. [

Wzorujac na wzorze z twierdzenia pot6zmy dla dowolnej F' € CI(H)

IndF(z) : ! Z F(g'zg).

ClH] A
geG,g~legeH

Wzér wzajemnosSci Frobeniusa:



TWIERDZENIE Niech F' € CI(H),S € CI(G). Oznaczmy ResS := S|y. Wtedy

Dowdd: Korzystajac z wlasnosci charakteru x(g) = x(¢~') mamy

Y. Y. Flylag)S() =

z€G geG,g~lzgeH

o X FlaT9sw,

z,9€G,g lege H

Podstawiajac do ostatniego wyrazenia y~! = ¢~ 'x !¢ otrzymujemy

(dFIS)g = —— 3 F(y™)S(gyg™) =

IndFS
(IndF|S) |G||H|

GIH| =,
1 N
F(y)S(y) F(y = (F|ResS)g.O
ot 32, T T

PRZYKEAD: GRUPA T OSTROSLUPA: Grupa T obrotéw ostrostupa foremnego jest izomorficzna z
Ay i ma nastepujace klasy sprzezonosci:

K |1
Ky | (12)(34),(13)(24),(14)(23)
K | (123),(214),(314),(432)
K, | (132),(241),(314),(423)

Suma K7 UK, jest komutantem 7" grupy 7', ktory jest izomorficzny z Ds. Tloraz T'/T" ma 3 elementy,
jest wiec izomorficzny z C3. Mamy trzy reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodzace z
reprezentacji Cf:

Ky | Ky | K3 | Ky
il 1l 1 1 1
Vol 1 1 € €
Vol 1 1 € €

7Z rozktadu reprezentacji regularnej wnioskujemy, ze brak nam jeszcze jednej reprezentacji 3-wymiarowej
albo dziewieciu 1-wymiarowych. Ostatnia mozliwos¢ nie zachodzi, poniewaz grupa, ktorej wszystkie
nieprzywiedlne reprezentacje s 1-wymiarowe jest abelowa ( Cwiczenie). Latwo pokazaé, ze brakujaca
reprezentacja 3-wymiarowa V' jest reprezentacjg naturalna grupy 7' w przestrzeni 3-wymiarowej.

Spojrzmy na te reprezentacje z punktu widzenia reprezentacji indukowanych. Oznaczmy ele-
menty grupy 1’ przez e,a,b,c i rozwazmy 1-wymiarowa reprezentacje p’ podgrupy H = T’ taka,
ze p'(a) = —1,p/(b) = —1 oraz indukowana reprezentacje V o charakterze yy = Indy,. Wtedy
(Xpr|Resxv,)m = 0 (bo x,» = p',p'(e) = 1,p'(a) = —1,0/(b) = —1,p'(c) = 1, Resxy,(e) = Resxv;(a) =
Resyv; (b) = Resyv;(c) = 1). Ze wzoru wzajemnosci Frobeniusa mamy tez (xv|x.,)¢ = 0. Stad
zadna z reprezentacji V; nie wchodzi do V', co pokazuje nieprzywiedlnos¢ ostatniej. Istotnie, V' jest
3-wymiarowa (bo |G/H| = |T/T'| = 3). Gdyby byta przywiedlna, musiataby zawiera¢ niezmiennicza
podprzestrzen 1-wymiarowa, ktora, z kolei, musialaby by¢ izomorficzng z jedna z V. Cuwiczenie:
obliczy¢ charakter reprezentacji V' na dwa sposoby: 1) z tabelki charakterow; 2) korzystajac ze
wzoru na charakter reprezentacji indukowanej.
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