
Teoria grup I

Wykªad 10

1 Reprezentacje indukowane, cz. II

Literatura dodatkowa: [Ser88, CR88]

Reprezentacje indukowane: Niech H ⊂ G b¦dzie podgrup¡ grupy sko«czonej G i niech W ⊂ V
b¦d¡ takimi przestrzeniami wektorowymi, »e G dziaªa liniowo na V (czyli mamy homomor�zm ρ :
G→ GL(V )) i

HW ⊂ W (1)

(czyli ρ(H)W ⊂ W ). �atwo si¦ przekona¢, »e podprzestrze« sW ⊂ V zale»y tylko od prawej warstwy
sH = {sh | h ∈ H} elementu s ∈ G ze wzgl¦du na podgrup¦ H, a nie zale»y od wyboru reprezentanta
s danej warstwy. Istotnie, (sh)W = s(hW ) = sW .

Niech R ⊂ G oznacza zbiór reprezentantów warstw (ka»da warstwa jest reprezentowana jedynym
reprezentantem1). Suma

∑
s∈G sW =

∑
r∈R rW ⊂ V jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ ze wzgl¦du

na dziaªanie grupy G.
Je±li ∑

r∈R

rW = V (2)

i , ponadto, jest to suma prosta, czyli

rW ∩ r′W = {0}, (3)

gdzie r, r′ reprezentuj¡ ró»ne warstwy, mówimy, »e reprezentacja V grupy G jest indukowana przez
reprezentacj¦ W podgrupy H.

Lemat Istnieje jedyna (z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci) reprezentacja grupy G indukowana przez
zadan¡ reprezentacj¦ podgrupy H w przestrzeni W .

Dowód: Rozwa»my reprezentacj¦ W jako lewy C[H]-moduª, a algebr¦ grupow¡ C[G] jako prawy
C[H]-moduª (ostatnie jest mo»liwe, poniewa» ka»da algebra A mo»e by¢ rozpatrywana jako lewy
i prawy moduª nad dowoln¡ swoj¡ podalgebr¡ B ⊂ A). Teraz mo»emy rozpatrze¢ grup¦ abelow¡
V := C[G] ⊗C[H] W . Co wi¦cej, mo»na je rozpatrywa¢ jako lewy C[G]-moduª, czyli reprezentacj¦
grupy G.

Warunek (1) dla tej reprezentacji V wynika z tego, »e przestrze« W jest wªo»ona w V jako C[H]-
podmoduª2. Wªo»enie takie realizuje si¦ wzorem W 3 w 7→ 1⊗w ∈ 1⊗W = {1⊗w | w ∈ W} ⊂ V .

1Umówmy si¦, ze warstwa H jest reprezentowana przez e
2Podmoduªem moduªu V nad algebr¡ A nazywamy podgrup¦ W ⊂ V stabiln¡ ze wzgl¦du na dziaªanie A, czyli

tak¡, »e AW ⊂W
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Istotnie, dla h ∈ C[H], w ∈ W mamy h(1 ⊗ w) = (h1) ⊗ w = (1h) ⊗ w = 1 ⊗ hw, czyli wªo»enie
w 7→ 1⊗ w jest mor�zmem C[H]-moduªow.

Warunek (2) z kolei jest wnioskiem z faktu, »e grupa G jest sum¡ teoretyko-mnogo±ciow¡ warstw
sH. Istotnie, ostatni warunek oznacza rozkªad C[G] =

∑
r∈R C[rH], gdzie oznaczyli±my przez C[rH]

powªok¦ liniow¡ (nad C) warstwy rH, a sum¦ rozumiemy w sensie teorii przestrzeni liniowych.
Powy»szy rozkªad daje rozkªad V =

∑
r∈R C[rH]⊗C[H]W =

∑
r∈R rC[H]⊗C[H]W =

∑
r∈R r⊗C[H]W .

Wreszcie zauwa»my, »e ró»ne warstwy maj¡ puste przeci¦cie, co oznacza, »e w powy»szych wzorach
mo»emy zast¡pi¢ znak sumy znakiem sumy prostej, co daje warunek (3).

Zostaªo pokaza¢ jednoznaczno±¢. W tym celu rozwa»my dowoln¡ G-reprezentacj¦ V ′ indukowan¡
przez H-reprezentacj¦ W i skorzystajmy z rozkªadu V ′ =

⊕
r∈R rW . Odwzorowanie F : V ′ → V

zadajemy wzorem rw 7→ r ⊗ w dla w ∈ W, r ∈ R. Jest to liniowa (nad C) injekcja, a obliczenie
wymiarów V i V ′ pokazuje, »e jest to te» i bijekcja. �atwo wida¢ te», »e jest to mor�zm C[G]-
moduªów. �

Charakter reprezentacji ρ : G→ GL(V ) indukowanej przez H-reprezentacj¦ W :

Twierdzenie Niech χW : H → C b¦dzie charakterem reprezentacji W . Wtedy

χρ(x) =
1

|H|
∑

g∈G,g−1xg∈H

χW (g−1xg).

Dowód: Ka»dy element x ∈ G wyznacza automor�zm ρ(x) przestrzeni V =
⊕

r∈R rW , który
przestawia podprzestrzenie rW . Dla ka»dego r ∈ R wybierzemy baz¦ {e(r)1, . . . , e(r)w} przestrzeni
rW tak¡, »e {e(r)1, . . . , e(r)w}r∈R jest baz¡ V . Na diagonali macierzy automor�zmu ρ(x) w tej
bazie niezerowe wyrazy b¦d¡ odpowiadaªy tylko tym elementom e(r)i, dla których xrW = rW , czyli
xr ∈ rH, czyli r−1xr ∈ H.

St¡d Tr ρ(x) =
∑

r∈R,r−1xr∈H Tr(ρ(x)|rW ). Z innej strony, przemienny diagram

W
ρ(r−1xr)//

ρ(r)
��

W

ρ(r)
��

rW
ρ(x) // rW

pokazuje, »e Tr(ρ(x)|rW ) = Tr(ρ(r−1xr)|W ) = χW (r−1xr). Mamy wi¦c

χρ(x) =
∑

r∈R,r−1xr∈H

χW (r−1xr).

Teraz zauwa»my, »e dla wszystkich g ∈ rH (g = rh dla pewnego h ∈ H) mamy równowa»no±¢
g−1xg ∈ H ⇐⇒ h−1r−1xrh ∈ H ⇐⇒ r−1xr ∈ H oraz, w zaªo»eniu, »e r−1xr ∈ H, równo±¢
χW (g−1xg) = χW (h−1r−1xrh) = χW (r−1xr) (bo χW ∈ Cl(H)). St¡d teza. �

Wzoruj¡c na wzorze z twierdzenia poªó»my dla dowolnej F ∈ Cl(H)

IndF (x) :=
1

|H|
∑

g∈G,g−1xg∈H

F (g−1xg).

Wzór wzajemno±ci Frobeniusa:
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Twierdzenie Niech F ∈ Cl(H), S ∈ Cl(G). Oznaczmy ResS := S|H . Wtedy

(F |ResS)H = (IndF |S)G.

Dowód: Korzystaj¡c z wªasno±ci charakteru χ(g) = χ(g−1) mamy

(IndF |S)G =
1

|G||H|
∑
x∈G

∑
g∈G,g−1xg∈H

F (g−1xg)S(x) =

1

|G||H|
∑

x,g∈G,g−1xg∈H

F (g−1x−1g)S(x).

Podstawiaj¡c do ostatniego wyra»enia y−1 = g−1x−1g otrzymujemy

(IndF |S)G =
1

|G||H|
∑

g∈G,y∈H

F (y−1)S(gyg−1) =

1

|G||H|
∑

g∈G,y∈H

F (y)S(y) =
1

|H|
∑
y∈H

F (y)S(y) = (F |ResS)H .�

Przykªad: Grupa T ostrosªupa: Grupa T obrotów ostrosªupa foremnego jest izomor�czna z
A4 i ma nast¦puj¡ce klasy sprz¦»ono±ci:

K1 1
K2 (12)(34),(13)(24),(14)(23)
K3 (123),(214),(314),(432)
K4 (132),(241),(314),(423)

Suma K1∪K2 jest komutantem T ′ grupy T , który jest izomor�czny z D2. Iloraz T/T
′ ma 3 elementy,

jest wi¦c izomor�czny z C3. Mamy trzy reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodz¡ce z
reprezentacji C3:

K1 K2 K3 K4

V1 1 1 1 1
V2 1 1 ε ε2

V3 1 1 ε2 ε

Z rozkªadu reprezentacji regularnej wnioskujemy, »e brak nam jeszcze jednej reprezentacji 3-wymiarowej
albo dziewi¦ciu 1-wymiarowych. Ostatnia mo»liwo±¢ nie zachodzi, poniewa» grupa, której wszystkie
nieprzywiedlne reprezentacje s¡ 1-wymiarowe jest abelowa (�wiczenie). �atwo pokaza¢, »e brakuj¡ca
reprezentacja 3-wymiarowa V jest reprezentacj¡ naturaln¡ grupy T w przestrzeni 3-wymiarowej.

Spójrzmy na t¦ reprezentacj¦ z punktu widzenia reprezentacji indukowanych. Oznaczmy ele-
menty grupy T ′ przez e, a, b, c i rozwa»my 1-wymiarowa reprezentacj¦ ρ′ podgrupy H = T ′ tak¡,
»e ρ′(a) = −1, ρ′(b) = −1 oraz indukowan¡ reprezentacj¦ V o charakterze χV = Indχρ′ . Wtedy
(χρ′ |ResχVi

)H = 0 (bo χρ′ = ρ′, ρ′(e) = 1, ρ′(a) = −1, ρ′(b) = −1, ρ′(c) = 1,ResχVi
(e) = ResχVi

(a) =
ResχVi

(b) = ResχVi
(c) = 1). Ze wzoru wzajemno±ci Frobeniusa mamy te» (χV |χvi

)G = 0. St¡d
»adna z reprezentacji Vi nie wchodzi do V , co pokazuje nieprzywiedlno±¢ ostatniej. Istotnie, V jest
3-wymiarowa (bo |G/H| = |T/T ′| = 3). Gdyby byªa przywiedlna, musiaªaby zawiera¢ niezmiennicz¡
podprzestrze« 1-wymiarow¡, która, z kolei, musiaªaby by¢ izomor�czn¡ z jedn¡ z Vi. �wiczenie:
obliczy¢ charakter reprezentacji V na dwa sposoby: 1) z tabelki charakterów; 2) korzystaj¡c ze
wzoru na charakter reprezentacji indukowanej.
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