Teoria grup 11

Wyktad 9

1 Podalgebry Cartana irozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe.
Cz. 11

Literatura dodatkowa: [Hel00]

PRZYKELAD: Niech g = 50(2n, (C) = {X S g[(2n, (C) ’ X"‘XT = 0} =: 0, oraz H1 = E12_E217 H2 =
E3y — Eys, ..., Hy := Eyn_ 190 — Eopon_1, czyli Hy := Eyj_19; — Egi2i—1,% = 1,...,n. Oznaczmy tez
Ej = Ez’j — Eji oraz

Gﬁ = Fyi10k-1 + Fojor + 1(Foj_10k — Fojon-)

G = Fojoror-1 — Fojon + 1(Foj—1,0k + Fojop-),
gdzie j,k € {1,...,n},j # k. Na przyktad dla n = 2 mamy:

0100 0 0 1 i
| -1 000 L 0 0 —i 1
Hy = 0000 Gy = -1 4 00|
| 000 0| i -1 0 0
[0 0 0 0] 0 0 1 ]
00 00 _ 0 0 i —1
Hy = 00 01 Gn=1 —i 0 0|
00 —1 0| i 0 0
00 —1 i 0 0 —1 i
00 —i —1 0 0 i1

+_ —_
Go = 1 i 0 0 G = 1 =i 00
i1 0 0 i -1 00

Bezposrednio sprawdzajg sie (Cwiczenie) wzory
[H,G},) = (e;(H) — ex(H))Gj, (1<j#k<n)
[H,G] = —(e;(H) +ex(H))G), (1<) <k<n)

[H, G = (e (H) +ex(H))Gy (1 <k <j<n),
gdzie e;(Hy) = —id;x. Stad widzimy, ze podalgebra Cartana jest

h:=) CH,
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a rozktad na podprzestrzenie pierwiastkowe wyglada tak:
g=b+> CGL+> CGy.
%k itk
Teraz mozemy obliczy¢ forme Killinga: By(H, H) = Tr(ad?;) = > (e (H) = ex(H))? + (e;(H) +

ex()2) = 250, e ()2 + ex(H)?) = 45, (e () + ex(H)?) = A(n — 1) S0, es(H)? = 2(n -
1) Tr(H?). Prawie kazdy element z g jest sprzezony do pewnej macierzy z b (przyjmujemy to bez
dowodu). Stad wnioskujemy (podobnie jak to robilismy dla sl(n, C)), ze By(X,Y) = (2n—2) Tr(XY)
i, ze g jest potprosta.

Pierwiastki sa dane przez

ei—ej (1<i,5<n), £(e;+ep) (1<) <k<n).

Rozwazmy przestrzen hr := >, RH,;. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrzeri rzeczy-
wista, a uklad pierwiastkow wyglada w niej nastepujaco:

H - H
s 1

H + H

- (H1- Hz)

PRZYKEAD: Niech g := s0(2n + 1,C) = {X € gl(2n + 1,C) | X + X' = 0} =: b,,. Podalgebre
Cartana okreslamy jak wezesniej b := > | CH;. Wprowadzmy dodatkowo macierze

ch = I 1 9n41 £iF5j0n41 (1 <5< n).

Na przyktad dla n = 2 mamy

0 000 1 00 0 0 0
0 00 0 =i 00 0 0 0
Df=| 0 000 O|,Df={00 0 0 1
0 000 O 00 0 0 =i
-1 F 00 0 00 -1 Fi 0

Sprawdzamy (Cwiczenie), ze [H, D]i] = :Fej(H)Dj-E. Stad mamy rozklad na podprzestrzenie pier-

wiastkowe
n

g=b+ZCGﬁ+ZCG}k+ZCD;F+iCDj‘.
j=1

7k 7k i=1
Argumenty podobne do powyzszych pokazuja, ze By(X,Y) = (2n — 1) Tr(XY) oraz, ze g jest
polprosta. Pierwiastki sa dane przez

te; (1<i<n), e,—e; (1<4,5<n), £(e;+ex) (1<j<k<n),

a dla n = 2 w przestrzeni hg wygladaja tak:



PRzZYKEAD Niech g = sp(n,C) = {X € gl(2n,C) | XJ + JX = 0} =: ¢,, tutaj J = { _0] é }
A B
C —AT
A, B,C € gl(n,C), przy czym B, C symetryczne). Podalgebra Cartana ma posta¢ h = >  CH;,
gdzie H; := E;; — Ey 4 n+i, plerwiastki dane sa wzorem e;(H;) = d;;. Rozklad na podprzestrzenie
pierwiastkowe jest nastepujacy

jest macierza 2n x 2n. (Cwiczenie: sprawdz, ze macierze z g maja postaé [ ], gdzie

g=bh+ Z C(Entij + Enyji) + Z C(Einyj + Ejnyi) + Z C(Eij — Entjnti)-

i<j i<j i<y
Forma Killinga ma posta¢ By(X,Y) = (2n + 2) Tr(XY), a uklad pierwiastkow
te;, (1 <i<n), e;te; (1 <i<j<n).

Dla n = 2 mamy (w hg)

2 luruzb

Forma Killinga w tym przypadku ma posta¢ By(X,Y) = (2n + 2) Tr(XY).

Dowdd twierdzenia z poprzedniego wyktadu: Ad. 1. Wykazemy, ze suma g = h+>_ . g jest prosta.
Niech H' € b, X, € g™ (pierwiastki o; sa rézne i niezerowe) beda takie, ze H'+ ). X,, = 0. Wtedy
mozna wybra¢ H € b tak, zeby a;(H) byly liczbami roznymi i niezerowymi (bo zbior takich H € b,
ze ktores «;(H) sa zerowe lub pokrywaja sie, jest suma skoriczonej liczby hiperplaszczyzn). Stad
wnioskujemy, ze H', X,, leza w podprzestrzeniach wlasnych endomorfizmu ady odpowiadajacych
roznym wartoSciom witasnym, czyli sa liniowo niezalezne.

Ad. 3. Niech X € g Y € g°,a+ 3 # 0. Wtedy dla dowolnego pierwiastka v endomorfizm adxady
odwzorowuje g7 w g®*t?*t7 oraz g7 N g®tP*7 = {0}. Wybierzmy teraz baze w g, kazdy element ktorej
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lezy w pewnym g”. W takiej bazie macierz ad yady bedzie miata zerowe elementy na diagonali, czyli
By(X,Y) = Tr(adxady) = 0.

Ad. 4. Niech H € b bedzie takie, ze By(Ho, H) = 0 dla dowolnego H € ). Wtedy punkt 3 pokazuje,
ze By(Hp, X) = 0 dla dowolnego X € g. Poniewaz z definicji By jest niezdegenerowana, mamy
Hy=0.
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