
Teoria grup II

Wykªad 9

1 Podalgebry Cartana i rozkªad na podprzestrzenie pierwiastkowe.

Cz. II

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Przykªad: Niech g := so(2n,C) = {X ∈ gl(2n,C) | X+XT = 0} =: dn oraz H1 := E12−E21, H2 =
E34 − E43, . . . , Hn := E2n−1,2n − E2n,2n−1, czyli Hi := E2i−1,2i − E2i,2i−1, i = 1, . . . , n. Oznaczmy te»
Fij := Eij − Eji oraz

G+
jk := F2j−1,2k−1 + F2j,2k + i(F2j−1,2k − F2j,2k−)

G−jk := F2j−1,2k−1 − F2j,2k + i(F2j−1,2k + F2j,2k−),

gdzie j, k ∈ {1, . . . , n}, j 6= k. Na przykªad dla n = 2 mamy:

H1 =


0 1 0 0
−1 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

 , G+
12 =


0 0 1 i
0 0 −i 1
−1 i 0 0
−i −1 0 0

 ,

H2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 , G−12 =


0 0 1 i
0 0 i −1
−1 −i 0 0
−i 1 0 0

 ,

G+
21 =


0 0 −1 i
0 0 −i −1
1 i 0 0
−i 1 0 0

 , G−21 =


0 0 −1 i
0 0 i 1
1 −i 0 0
−i −1 0 0

 .
Bezpo±rednio sprawdzaj¡ si¦ (�wiczenie) wzory

[H,G+
jk] = (ej(H)− ek(H))G+

jk (1 ≤ j 6= k ≤ n)

[H,G−jk] = −(ej(H) + ek(H))G−jk (1 ≤ j < k ≤ n)

[H,G−jk] = (ej(H) + ek(H))G−jk (1 ≤ k < j ≤ n),

gdzie ej(Hk) = −iδjk. Stad widzimy, »e podalgebr¡ Cartana jest

h :=
∑
i

CHi,
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a rozkªad na podprzestrzenie pierwiastkowe wygl¡da tak:

g = h +
∑
j 6=k

CG+
jk +

∑
j 6=k

CG−jk.

Teraz mo»emy obliczy¢ form¦ Killinga: Bg(H,H) = Tr(ad2
H) =

∑
j 6=k((ej(H) − ek(H))2 + (ej(H) +

ek(H))2) = 2
∑

j 6=k(ej(H)2 + ek(H)2) = 4
∑

j<k(ej(H)2 + ek(H)2) = 4(n − 1)
∑n

i=1 ei(H)2 = 2(n −
1) Tr(H2). Prawie ka»dy element z g jest sprz¦»ony do pewnej macierzy z h (przyjmujemy to bez
dowodu). St¡d wnioskujemy (podobnie jak to robili±my dla sl(n,C)), »e Bg(X, Y ) = (2n−2) Tr(XY )
i, »e g jest póªprosta.

Pierwiastki s¡ dane przez

ei − ej (1 ≤ i, j ≤ n), ±(ei + ek) (1 ≤ j < k ≤ n).

Rozwa»my przestrze« hR :=
∑

i RHi. W przypadku n = 2 jest to 2-wymiarowa przestrze« rzeczy-
wista, a ukªad pierwiastków wygl¡da w niej nast¦puj¡co:

Przykªad: Niech g := so(2n + 1,C) = {X ∈ gl(2n + 1,C) | X + XT = 0} =: bn. Podalgebr¦
Cartana okre±lamy jak wcze±niej h :=

∑n
i=1 CHi. Wprowad¹my dodatkowo macierze

D±j := F2j−1,2n+1 ± iF2j,2n+1 (1 ≤ j ≤ n).

Na przykªad dla n = 2 mamy

D±1 =


0 0 0 0 1
0 0 0 0 ±i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
−1 ∓i 0 0 0

 , D±2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 ±i
0 0 −1 ∓i 0

 .
Sprawdzamy (�wiczenie), »e [H,D±j ] = ∓ej(H)D±j . St¡d mamy rozkªad na podprzestrzenie pier-
wiastkowe

g = h +
∑
j 6=k

CG+
jk +

∑
j 6=k

CG−jk +
n∑
j=1

CD+
j +

n∑
j=1

CD−j .

Argumenty podobne do powy»szych pokazuj¡, »e Bg(X, Y ) = (2n − 1) Tr(XY ) oraz, »e g jest
póªprosta. Pierwiastki s¡ dane przez

±ei (1 ≤ i ≤ n), ei − ej (1 ≤ i, j ≤ n), ±(ei + ek) (1 ≤ j < k ≤ n),

a dla n = 2 w przestrzeni hR wygl¡daj¡ tak:
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Przykªad Niech g = sp(n,C) = {X ∈ gl(2n,C) | XJ + JX = 0} =: cn, tutaj J :=

[
0 I
−I 0

]
jest macierz¡ 2n × 2n. (�wiczenie: sprawd¹, »e macierze z g maj¡ posta¢

[
A B
C −AT

]
, gdzie

A,B,C ∈ gl(n,C), przy czym B,C symetryczne). Podalgebra Cartana ma posta¢ h =
∑n

i=1 CHi,
gdzie Hi := Eii − En+i,n+i, pierwiastki dane s¡ wzorem ei(Hj) = δij. Rozkªad na podprzestrzenie
pierwiastkowe jest nast¦puj¡cy

g = h +
∑
i≤j

C(En+i,j + En+j,i) +
∑
i≤j

C(Ei,n+j + Ej,n+i) +
∑
i≤j

C(Eij − En+j,n+i).

Forma Killinga ma posta¢ Bg(X, Y ) = (2n+ 2) Tr(XY ), a ukªad pierwiastków

±ei (1 ≤ i ≤ n), ±ei ± ej (1 ≤ i < j ≤ n).

Dla n = 2 mamy (w hR)

Forma Killinga w tym przypadku ma posta¢ Bg(X, Y ) = (2n+ 2) Tr(XY ).

Dowód twierdzenia z poprzedniego wykªadu: Ad. 1. Wyka»emy, »e suma g = h+
∑

α∈∆ gα jest prosta.
Niech H ′ ∈ h, Xαi

∈ gαi (pierwiastki αi s¡ ró»ne i niezerowe) b¦d¡ takie, »e H ′+
∑

iXαi
= 0. Wtedy

mo»na wybra¢ H ∈ h tak, »eby αi(H) byªy liczbami ró»nymi i niezerowymi (bo zbiór takich H ∈ h,
»e które± αi(H) s¡ zerowe lub pokrywaj¡ si¦, jest sum¡ sko«czonej liczby hiperpªaszczyzn). St¡d
wnioskujemy, »e H ′, Xαi

le»¡ w podprzestrzeniach wªasnych endomor�zmu adH odpowiadaj¡cych
ró»nym warto±ciom wªasnym, czyli s¡ liniowo niezale»ne.

Ad. 3. Niech X ∈ gα, Y ∈ gβ, α + β 6= 0. Wtedy dla dowolnego pierwiastka γ endomor�zm adXadY
odwzorowuje gγ w gα+β+γ oraz gγ ∩ gα+β+γ = {0}. Wybierzmy teraz baz¦ w g, ka»dy element której
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le»y w pewnym gγ. W takiej bazie macierz adXadY b¦dzie miaªa zerowe elementy na diagonali, czyli
Bg(X, Y ) = Tr(adXadY ) = 0.

Ad. 4. Niech H0 ∈ h b¦dzie takie, »e Bg(H0, H) = 0 dla dowolnego H ∈ h. Wtedy punkt 3 pokazuje,
»e Bg(H0, X) = 0 dla dowolnego X ∈ g. Poniewa» z de�nicji Bg jest niezdegenerowana, mamy
H0 = 0.
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