
Teoria grup II

Wykªad 7

1 Rozwi¡zalne i nilpotentne algebry Liego. Twierdzenie Leviego.

Literatura dodatkowa: [Woj86, Pos86]

Rozwi¡zalne i nilpotentne algebry Liego: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego. Poªó»my g0 := g, gn :=
[gn−1, gn−1] oraz g0 := g, gn = [g, gn−1], n = 1, 2, . . . Otrzymujemy ci¡gi ideaªów (�wiczenie: udowod-
nij, »e gn, gn s¡ ideaªami w g)

g = g0 ⊃ g1 ⊃ · · ·
g = g0 ⊃ g1 ⊃ . . . ,

o wªasno±ci gn ⊃ gn. Mówimy, »e g jest rozwi¡zalna (nilpotentna) je±li istnieje takie N ∈ N, »e
gN = {0} (gN = {0}). Powy»sza wªasno±¢ pokazuje, »e ka»da algebra nilpotentna jest rozwi¡zalna.

Przykªad: Ka»da algebra abelowa g (np. 1-wymiarowa) jest nilpotentna. Istotnie, g1 = {0}.
Przykªad: Niech M(k) := {[Xij] ∈ gl(n,K) | Xij = 0 ∀i ≥ j + k}, k = 0, 1, . . . b¦dzie zbiorem
macierzy o wyrazach zerowych poni»ej �k-tej górnej diagonali� (0-diagonala to diagonala gªówna).
Wtedy M(k)M(l) ⊂ M(k + l) (dokªadniej M(k)M(l) = M(k + l)). St¡d mamy, »e algebra Liego
macierzy ±ci±le górnotrójk¡tnych g = n(n,K) = M(1) jest nilpotentna. Istotnie, g1 = [M(1),M(1)] ⊂
M(2), g2 = [M(1), g1] ⊂M(3), . . . , gk = [M(1), gk−1] ⊂M(k + 1), sk¡d gn = {0}.
Przykªad: Algebra Liego g = b(n,K) = M(0) macierzy górnotrójk¡tnych jest rozwi¡zalna. Istot-
nie, g1 = [M(0),M(0)] ⊂M(1) (tutaj wykorzystujemy fakt, »e dla X, Y ∈M(0) wyrazy diagonalne
w iloczynach XY, Y X s¡ takie same). Dalej, g2 = [g1, g1] ⊂ [M(1),M(1)] ⊂ M(2), g3 = [g2, g2] ⊂
[M(2),M(2)] ⊂M(4), g4 ⊂M(8), . . . , gk ⊂M(2k−1).

Zauwa»my, »e g nie jest nilpotentna: g1 = [M(0),M(0)] = M(1), g2 = [M(0),M(1)] = M(1), . . . ,
gk = [M(0),M(k − 1)] = M(1).

Zwi¡zki z form¡ Killinga: Je±li g nilpotentna, z de�nicji wynika, »e adX1 ◦ · · · ◦ adXN
= 0

dla wystarczaj¡co du»ych N i dowolnych X1, . . . , XN ∈ g. W szczególno±ci adX jest operatorem
nilpotentnym dla dowolnego X ∈ g (przypomnijmy, »e operator L jest nilpotentny, je±li LN = 0
dla pewnego N ∈ N). Stad mamy te», »e Bg ≡ 0, poniewa» Bg(X,X) = Tr(ad2

X), a ±lad opera-
tora nilpotentnego jest równy zero (dlaczego?)(wykorzystujemy tu równie» to»samo±¢ polaryzacyjn¡
Bg(X, Y ) = (Bg(X + Y,X + Y )−Bg(X,X)−Bg(Y, Y ))/2).

Przykªad: Niech g = SpanC{e1, e2, e3}, [e1, e2] = e2, [e1, e3] = ie3, [e2, e3] = 0. Wtedy ade1 = 0 0 0
0 1 0
0 0 i

 , ade2 =

 0 0 0
−1 0 0
0 0 0

 , ade3 =

 0 0 0
0 0 0
−i 0 0

 iBg ≡ 0. �wiczenie: Sprawdzi¢ bezpo±red-

nio, »e 1) g jest algebr¡ Liego; 2) g jest rozwi¡zalna; 3) g nie jest nilpotentna.
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Ostatni punkt wynika te» z nast¦puj¡cego twierdzenia (bo ade1 nie jest nilpotentny), które przyj-
mujemy bez dowodu.

Twierdzenie (Engel) Algebra Liego g jest nilpotentna, je±li adX jest operatorem nilpotentnym dla
dowolnego X ∈ g.

Punkt 2) powy»szego ¢wiczenia jest wnioskiem z nast¦pnego twierdzenia, które te» przyjmujemy
bez dowodu.

Twierdzenie (Kryterium Cartana rozwi¡zalno±ci) Algebra Liego g jest rozwi¡zalna wtedy i tylko
wtedy, gdy kerBg ⊃ [g, g] (inaczej [g, g]⊥ = g).

Iloczyn póªprosty algebr Liego g1, g2: Niech f : g2 → ∂(g1) b¦dzie homomor�zmem algebr
Liego. Na sumie prostej g2 ⊕ g1 przestrzeni liniowych okre±lamy nawias [(X2, X1), (Y2, Y1)] :=
([X2, Y2]2, [X1, Y1]1 + fX2Y1 − fY2X1), gdzie fX := f(X), X ∈ g2. �wiczenie: sprawd¹, »e jest to
nawias Liego na g2 ⊕ g1. Oznaczamy g2 n g1 := (g2 ⊕ g1, [, ]).

Rozszerzenia algebr Liego: Niech g b¦dzie algebr¡ Liego a a ⊂ g jej ideaªem. �wiczenie: 1)
udowodnij, »e dziaªanie [X + a, Y + a] := [X, Y ] + a na przestrzeni ilorazowej g/a jest okre±lone
poprawnie i zadaje struktur¦ algebry Liego; 2) poka», »e j¡dro kerφ dowolnego homomor�zmu algebr
Liego φ : g→ h jest ideaªem w g, a jego obraz imφ podalgebr¡ w h; 3) udowodnij, »e algebry Liego
imφ i g/ kerφ s¡ izomor�czne.

Ci¡giem dokªadnym algebr Liego nazywamy ci¡g

· · · → gk−1
φk−1→ gk

φk→ gk+1→· · · (1)

algebr Liego i homomor�zmów pomi¦dzy nimi o wªasno±ci kerφk = imφk−1 dla dowolnego k. Rozsze-
rzeniem algebry Liego g2 za pomoc¡ algebry Liego g1 nazywamy krótki ci¡g dokªadny

0→g1
ι→ g

π→ g2 → 0.

Powy»sze ¢wiczenie pokazuje, »e g1 jest ideaªem w g oraz »e g2
∼= g/g1. Rozszerzenie (1) nazywamy

trywialnym lub rozszczepialnym, je±li istnieje ci¦cie s : g2 → g homomor�zmu π (czyli odwzorowanie
liniowe o wªasno±ci π ◦ s = Idg2) b¦d¡ce homomor�zmem algebr Liego.

Lemat Je±li rozszerzenie (1) jest rozszczepialne, algebra Liego g jest izomor�czna z iloczynem
póªprostym algebr Liego g2 i g1.

Dowód: Za po±rednictwem wªo»enia ι oraz ci¦cia s uto»samiamy g (jako przestrze« liniow¡) z g2⊕g1.
Homomor�zm f : g2 → End(g1) budujemy w sposób nast¦puj¡cy. Dla X ∈ g2 mamy adXg1 ⊂ g1

(wskutek tego, »e g1 jest ideaªem). Otrzymali±my wi¦c odwzorowanie f : X 7→ adX |g1 : g2 → ∂(g1)
b¦d¡ce homomor�zmem algebr Liego (poniewa» X → adX : g→ ∂(g) jest homomor�zmem).

Skoro ι(g1) = (0, g1) oraz s(g2) = (g2, 0) s¡ podalgebrami, mamy [(0, X1), (0, Y1)] = (0, [X1, Y1]1),
[(X2, 0), (Y2, 0)] = ([X2, Y2]2, 0). St¡d [(X2, X1), (Y2, Y1)] = [(X2, 0) + (0, X1), (Y2, 0) + (0, Y1)] =
([X2, Y2]2, 0) + (0, [X1, Y1]1) + [(X2, 0), (0, Y1)] + [(0, X1), (Y2, 0)] = ([X2, Y2]2, 0) + (0, [X1, Y1]1) +
(0, fX2Y1)− (0, fY2X1) = ([X2, Y2]2, [X1, Y1]1 + fX2Y1 − fY2X1). �
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Przykªad: Niech g b¦dzie algebr¡ Heisenberga, g = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}, [(x, y, z), (x1, y1, z1)] =
(0, xz1 − zx1, 0). Wtedy g1 := {(0, y, 0) | y ∈ R} jest ideaªem w g. �wiczenie: udowodnij, »e
g2 := g/g1 jest 2-wymiarow¡ algebr¡ abelow¡ i »e rozszerzenie 0 → g1 → g → g2 → 0 nie jest
rozszczepialne.

Radykaª algebry Liego g:

Lemat Je±li g jest rozwi¡zaln¡ algebr¡ Liego, to dowolna jej podalgebra h ⊂ g jest rozwi¡zalna oraz
algebra ilorazowa g/a wzgl¦dem dowolnego ideaªu a ⊂ g jest rozwi¡zalna. Odwrotnie, je±li g algebra
Liego, a ⊂ g ideaª rozwi¡zalny oraz algebra ilorazowa g/a jest rozwi¡zalna, to g te» jest rozwi¡zalna.

Dowód: Mamy hn ⊂ gn, st¡d pierwsza teza. Niech π : g → g/a b¦dzie rzutem naturalnym. Wtedy
(g/a)n = π(gn), st¡d druga teza.

Teraz niech (g/a)N = {0} dla pewnego N . Wtedy gN = a i, je±li aM = {0}, to gN+M = aM = {0}.
�

Lemat Niech g b¦dzie algebr¡ Liego, a a1, a2 ⊂ g jej ideaªami rozwi¡zalnymi. Wtedy a1 +a2 te» jest
ideaªem rozwi¡zalnym.

Dowód: Suma dwóch ideaªów jest ideaªem (oczywiste). Mamy izomor�zm algebr Liego (a1+a2)/a2 =
a1/a1 ∩ a2. Ostatnia algebra jest rozwi¡zalna, a ideaª a2 ⊂ a1 + a2 te» jest rozwi¡zalny. St¡d a1 + a2

jest algebr¡ rozwi¡zaln¡. �
Sum¦ wszystkich ideaªów rozwi¡zalnych danej algebry Liego g nazywamy radykaªem tej algebry

i oznaczamy r(g). Nast¦puj¡ce twierdzenie przyjmiemy bez dowodu.

Twierdzenie Niech g b¦dzie dowoln¡ algebr¡ Liego. Wtedy

1. r(g) = [g, g]⊥ (dopeªnienie ortogonalne w sensie formy Killinga Bg);

2. algebra ilorazowa g/r(g) jest póªprosta;

3. rozszerzenie 0→ r(g)→ g→ g/r(g)→ 0 jest rozszczepialne.

Uwagi: Z pierwszego punktu wynika, »e radykaª algebry póªprostej jest trywialny. Ostatni punkt jest
znany jako twierdzenie Leviego. Wynika z niego, »e ka»da algebra Liego g jest iloczynem póªprostym
g2 n r(g) swojego radykaªu oraz pewnej algebry póªprostej g2. Algebry póªproste s¡ sklasy�kowane.
Klasy�kacja algebr rozwi¡zalnych to problem otwarty.

Przykªad: Niech g2 := so(n,R) b¦dzie algebr¡ Liego grupy obrotów. Wtedy g2 dziaªa w sposób
naturalny na Rn za pomoc¡ wªo»enia f : g1 → End(Rn). Odpowiedni iloczyn póªprosty g := g2 n Rn

nazywamy algebr¡ euklidesow¡ i oznaczamy e(n,R). Jest to algebra Liego grupy Liego przeksztaªce«
euklidesowych Rn. Tutaj r(g) = Rn jest ideaªem abelowym.
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