
Teoria grup II

Wykªad 6

1 Zwarte i póªproste algebry Liego. Cz. II

Literatura dodatkowa: [Hel00, Pos86]

Niezmienniczo±¢ formy Killinga ze wzgl¦du na automor�zmy:

Lemat Niech φ : g→ g b¦dzie automor�zmem algebry Liego g. Wtedy Bg(φ(X), φ(Y )) = Bg(X, Y )
dla dowolnych X, Y ∈ g (czyli φ jest izometri¡).

Dowód: Warunek automor�zmu φ[X, Y ] = [φ(X), φ(Y )] mo»na przepisa¢ w postaci φ ◦ adXY =
(adφ(X) ◦ φ)Y . St¡d adφ(X) = φ ◦ adX ◦ φ−1 oraz Bg(φ(X), φ(Y )) = Tr(adφ(X)adφ(Y )) = Tr(φ ◦ adX ◦
φ−1φ ◦ adYX ◦ φ−1) = Tr(adXadY ) = Bg(X, Y ). �

Przykªady póªprostych algebr Liego: Niech Eij b¦dzie macierz¡ n × n o jedynym niezerowym
wyrazie równym 1 stoj¡cym w i-tym wierszu i j-tej kolumnie. Wtedy ma miejsce wzór EijEkl =
δjkEil.

Dla macierzy diagonalnej X =
∑

i xiiEii oznaczmy ψs(X) := xii. Wtedy ψs jest funkcjonaªem
liniowym na przestrzeni D macierzy diagonalnych n× n oraz

[Eii, Ekl] = (ψk(Eii)− ψl(Eii))Ekl, k 6= l

Wedªug liniowo±ci
[X,Ekl] = (ψk(X))− ψl(X)))Ekl

dla dowolnej X ∈ D. Mamy te» [X, Y ] = 0 dla dowolnych X, Y ∈ D.
Rozwa»my algebr¦ g := sl(n,K) oraz jej podprzestrze« h := D ∩ g. Niech eij := Eii − Ejj.

Wtedy operatory adX , X ∈ h, s¡ diagonalne w bazie e12, e13, . . . , e1n, Eij, i 6= j. W szczególno±ci,
Bg(X,X) = Tr(ad2

X) =
∑

kl(ψk(X)−ψl(X))2 =
∑

kl(ψk(X)2+ψl(X)2−2ψk(x)ψl(X)) = 2nTr(X2)−
2(Tr(X))2 = 2nTr(X2).

Teraz niech X ∈ g b¦dzie dowoln¡ macierz¡ diagonalizowaln¡, czyli istnieje takie Y ∈ GL(n,K),
»e Z := Y XY −1 ∈ D (zauwa»my, »e odwzorowanie X 7→ Y XY −1 jest automor�zmem g oraz , »e
Z ∈ h). Wtedy Bg(X,X) = Bg(Z,Z) = 2nTr(Z2) = 2nTr(X2).

Teraz zauwa»my, »e ka»da macierz S ∈ g mo»e by¢ przybli»ona macierzami diagonalizowalnymi.
Istotnie, dla K = C to wystarczy wykaza¢ dla klatki Jordana

J :=


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0

· · ·
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · λ

 .
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Niech λ1(t), . . . , λn(t) b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi takimi, »e λi(0) = λ, i = 1, . . . , n, oraz λi(t) 6= λj(t)
gdy i 6= j oraz t 6= 0. Wtedy macierz

J(t) :=


λ1(t) 1 0 · · · 0

0 λ2(t) 1 · · · 0
· · ·

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · λn(t)


jest diagonalizowalna (bo ma spektrum proste) oraz ma wªasno±¢ J(0) = J . Dla K = R dziaªa
podobny argument zastosowany do tzw. uogólnionych klatek Jordana.

Ostatecznie mo»emy skorzysta¢ z ci¡gªo±ci Bg, »eby wywnioskowa¢, »e Bg(X,X) = 2nTr(X2) dla
wszystkich X ∈ g oraz zastosowa¢ wzór polaryzacji do udowodnienia wzoru

Bg(X, Y ) = 2nTr(XY ) ∀X, Y ∈ g.

Forma Tr(XY ) jest niezdegenerowana na g (�wiczenie), co pokazuje, »e sl(n,K) jest algebr¡
póªprost¡.

Mo»na te» pokaza¢, »e dla algebry Liego g := so(n,K) = {X ∈ gl(n,K) | X +XT = 0} macierzy
antysymetrycznych speªniony jest wzór

Bg(X, Y ) = (n− 2) Tr(XY ) ∀X, Y ∈ g,

który pokazuje, »e so(n,K) te» jest póªprosta. Istotnie, dla X =
∑

ij xijEij ∈ g mamy xij = −xji
oraz Tr(X2) = −

∑
ij x

2
ij = −2

∑
i<j x

2
ij. Jest to forma niezdegenerowana, a dla K = R zauwa»amy

te», »e jest < 0.

Ró»niczkowania algebry póªprostej

Lemat Je±li g jest póªprost¡, to ∂(g) = ad(g), czyli ka»de ró»niczkowanie jest wewn¦trzne.

Dowód: Algebra ad(g) jest izomor�czna z g. Istotnie, j¡dro homomor�zmu ad : g→ End(g) pokrywa
si¦ z centrum z(g). Skoro g jest póªprosta, ma z(g) = {0}, st¡d g jest izomor�czna ze swoim obrazem
wzgl¦dem ad.

Algebra izomor�czna z póªprost¡ sama jest póªprosta (dowód tego jest bardzo podobny do dowodu
Lematu na pocz¡tku tego wykªadu).

Okazuje si¦, »e ad(g) jest ideaªem w ∂(g): [d, adX ] = addX , d ∈ ∂(g), X ∈ g (�wiczenie: udowod-
nij ten wzór). Rozwa»my ideaª a := (ad(g))⊥ (dop¦ªnienie ortogonalne wzgl¦dem B∂(g)) w ∂(g).
Udowodnimy teraz, »e a = {0}.

Niech d ∈ a. Wtedy [d, adX ] ∈ a ∩ ad(g). Ostatnia przestrze« jest zerowa, poniewa» a ∩ ad(g) =
kerB∂(g)|ad(g)×ad(g) = Bad(g) = {0}. Mamy 0 = [d, adX] = addX dla dowolnego X ∈ g. St¡d
dX ∈ z(g), czyli dX = 0 i d = 0. �

Wniosek Dla algebry póªprostej g nad R grupa doª¡czona Int(g) pokrywa si¦ ze skªadow¡ jedynki
grupy automor�zmów Aut(g). W szczególno±ci Int(g) jest prawdziw¡ podgrup¡ Liego w Aut(g).

Zwarta algebra Liego: Jest to algebra Liego g nad R taka, »e jej grupa doª¡czona Int(g) jest
zwarta.
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Twierdzenie 1. Niech g b¦dzie póªprost¡ algebr¡ Liego nad R. Wtedy g jest zwarta je±li i tylko
je±li gdy Bg < 0.

2. Ka»da zwarta algebra Liego g jest sum¡ prost¡ z(g) + [g, g], gdzie ideaª [g, g] jest póªprosty i
zwarty.

Dowód: Niech g b¦dzie póªprosta z Bg < 0, a O(g) ⊂ GL(g) oznacza grup¦ endomor�zmów zachowu-
j¡cych Bg. Wtedy O(g) jest zwarta (jest to domkni¦ty podzbiór sfery Tr(XXT ) = Tr(I)), mamy te»
zwarto±¢ Aut(g) ⊂ O(g) (jako domkni¦tego podzbioru zbioru zwartego) oraz zwarto±¢ Int(g).

Odwrotnie, niech g b¦dzie zwarta. Wtedy G := Int(g) ⊂ GL(g) jest zwart¡ podgrup¡ Liego. Ist-
nieje wtedy niezmienniczy wzgl¦dem G dodatnio okre±lony iloczyn skalarny (|) na g (dowód istnienia
- poprzez u±rednienie, podobnie do przypadku grup sko«czonych, zob. Wykªad 6 z Teorii grup I). W
bazie ortonormalnej macierze endomor�zmów z Int(g) s¡ ortogonalne, a macierze elementów z ad(g)
s¡ antysymetryczne. Mamy

Bg(X,X) = Tr(adXadX) =
∑
ij

xijxji = −
∑
ij

x2
ij ≤ 0,

tutaj xij jest macierz¡ endomor�zmu adX w wybranej bazie ortonormalnej. Równo±¢ osi¡ga si¦
wtedy i tylko wtedy, gdy adX = 0, czyli X ∈ z(g). Rozwa»my teraz dopeªnienie ortogonalne g′ do z(g)
wzgl¦dem (|). Niezmienniczo±¢ tego iloczynu ze wzgl¦du na ad(g) pokazuje, »e g′ tez jest ideaªem, sk¡d
Bg′ = Bg|g′×g′ . Przestrze« g′ jest dopeªniaj¡ca do z(g) = kerBg, dlatego Bg′ jest niezdegenerowana i
< 0. St¡d g′ jest póªprosta i zwarta. Ponadto [g′, g′] = g′, sk¡d [g, g] = [g′, g′] = g′. �

Wniosek Algebra Liego g jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy jest algebr¡ Liego pewnej zwartej
grupy Liego.

Dowód: Je±li g jest zwarta, to g = Lie(T × Int(g)), gdzie T jest torusem wymiaru dim z(g). Je±li
g = Lie(G) dla zwartej G, to Int(g) ∼= G0/(Z ∩G0) (tutaj G0 skªadowa jedynki grupy G). �
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