
Teoria grup II

Wykªad 11

1 Istotno±¢ ukªadu pierwiastków. Formy rzeczywiste

zespolonych póªprostych algebr Liego

Literatura dodatkowa: [Hel00]

Cz¦±¢ rzeczywista podalgebry Cartana:

Lemat Niech hR :=
∑

α∈∆ RHα. Wtedy

1. Ograniczenie bhR formy Killinga Bg do hR × hR jest dodatnio okre±lon¡ form¡ rzeczywist¡.

2. h = hR + ihR (suma prosta).

Dowód: Ad. 1. Dla H,H ′ ∈ h mamy Bg(H,H
′) = Tr(adH ◦ adH′) =

∑
β∈∆ β(H)β(H ′) (ostatnia

równo±¢ obowi¡zuje poniewa» w bazie g zªo»onej z dowolnej bazy h oraz wektorów Eβ, β ∈ ∆, macierz

operatora adH ma posta¢ blokow¡ postaci

[
0 0
0 D

]
, gdzie D jest macierz¡ diagonalna o wyrazach

β(H) na diagonali (warto±ci wªasne odpowiadaj¡ce wektorom wªasnym Eβ). Z lematu w Wykªadzie
10 wiemy, »e −2β(Hα)

α(Hα)
= p(β, α) + q(β, α), gdzie p(β, α), q(β, α) ∈ Z. St¡d

α(Hα) = Bg(Hα, Hα) =
∑
β∈∆

β2(Hα) =
1

4

∑
β∈∆

α2(Hα)(p(β, α) + q(β, α))2.

Dalej obliczamy α(Hα) (o którym ju» wiemy, »e jest 6= 0) i widzimy, »e α(Hα) jest rzeczywiste (i
dodatnie), co daje te» rzeczywisto±¢ β(Hα) (znowu korzystamy ze wzoru z lematu). W konsekwencji
mamy rzeczywisto±¢ β(H) dla H ∈ hR (bo ka»de takie H jest kombinacj¡ liniow¡ Hα o wspóªczyn-
nikach rzeczywistych), oraz Bg(H,H

′) dla H,H ′ ∈ hR.
�eby udowodni¢ niezdegenerowano±¢ Bg|hR×hR zauwa»my, »e ma miejsce implikacja α(H) = 0∀α ∈

∆ =⇒ H = 0. Istotnie, niech α(H) = 0 dla wszystkich α ∈ ∆. Z rozkªadu g = h +
∑

α∈∆ gα wynika
wtedy, »e [H,X] = 0 dla wszystkich X ∈ g, czyli H jest elementem centrum, które jest trywialne.

Niech terazH ∈ hR b¦dzie takie, »e Bh(H,H ′) = 0 dla wszystkichH ′ ∈ hR. Wtedy w szczególno±ci
Bh(H,H) =

∑
β∈∆ β

2(H) = 0 sk¡d β(H) = 0 dla dowolnego β ∈ ∆.

Ad. 2. Bez dowodu. �

Istotno±¢ ukªadu pierwiastków:
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Twierdzenie Niech g i g′ b¦d¡ dwiema póªprostymi algebrami Liego (nad C), a h, h′ ich po-
dalgebrami Cartana. Niech ∆,∆′ b¦d¡ odpowiednimi ukªadami pierwiastków niezerowych i niech
hR :=

∑
α∈∆ RHα, h

′
R :=

∑
α′∈∆′ RHα′ (mo»emy patrze¢ na ∆,∆′ jako na podzbiory w przestrzeniach

dualnych h∗R, (h
′
R)∗, poniewa» β(H), β′(H ′) ∈ R dla β ∈ ∆, β′ ∈ ∆′, H ∈ hR, H

′ ∈ h′R).
Zaªó»my, »e istnieje R-liniowy izomor�zm φ : hR → h′R taki, »e φ∗(∆′) = ∆, gdzie φ∗ : (h′R)∗ → h∗R

jest odwzorowaniem dualnym. Wtedy istnieje C-izomor�zm algebr Liego Φ : g→ g′ taki, »e Φ|hR = φ.

Idea dowodu: Najpierw wybiera si¦ wektory Eα ∈ gα, α ∈ ∆, tak, »eby Bg(Eα, E−α) = 1 (mo»na to
zrobi¢, poniewa» Bg(Xα, X−α) 6= 0 dla niezerowych Xα ∈ gα, X−α ∈ g−α). Dla ka»dej pary α, β ∈ ∆
takiej, »e α + β ∈ ∆ istnieje niezerowe Nα,β ∈ C takie, »e [Eα, Eβ] = Nα,βEα+β.

Dalej konstruuje si¦ wektory Eα′ ∈ g′α
′
, α′ ∈ ∆′, takie, »e: 1) Bg′(Eα′ , E−α′) = 1; 2) [Eα′ , Eβ′ ] =

Nα,βEα′+β′ , gdzie α = φ∗(α′), β = φ∗(β′). Stosuje si¦ do tego wªasno±ci wspóªczynników Nα,β wynika-
j¡ce z to»samo±ci Jacobiego oraz specjaln¡ indukcj¦.

Odwzorowanie przedªu»aj¡ce φ wzorem Φ : Eα 7→ Eα′ b¦dzie szukanym izomor�zmem algebr
Liego. Istotnie, Φ[H,Eα] = Φα(H)Eα = α(H)Eα′ = α′(φH)Eα′ = [ΦH,ΦEα]. Dla α, β ∈ ∆ takich,
»e α + β ∈ ∆ mamy Φ[Eα, Eβ] = ΦNα,βEα+β = Nα,βEα′+β′ = [Eα′ , Eβ′ ] = [ΦEα,ΦEβ]. Na koniec
Φ[Eα, E−α] = ΦBg(Eα, E−α)Hα = ΦHα = Hα′ = [Eα′ , E−α′ ] = [ΦEα,ΦE−α]. �

Kompleksy�kacja, urzeczywistnienie i formy rzeczywiste algebr Liego: Niech (g, [, ]) b¦dzie
algebr¡ Liego nad R. Wtedy nawias [, ] jednoznacznie przedªu»a si¦ do zespolonego nawiasu Liego
na kompleksy�kacji gC = C ⊗R g = g + ig przestrzeni g wzorem [X ′ + iX ′′, Y ′ + iY ′′] = [X ′, Y ′] −
[X ′′, Y ′′] + i([X ′, Y ′′] + [X ′′, Y ′]). Przestrze« gC z tym nowym nawiasem nazywamy kompleksy�kacj¡
algebry Liego (g, [, ]).

Przykªad: Algebry Liego gl(n,C), sl(n,C), so(n,C), sp(n,C) s¡ kompleksy�kacjami odpowiednich
rzeczywistych algebr Liego gl(n,R), sl(n,R), so(n,R), sp(n,R). Istotnie, je±li X = X ′ + iX ′′, Y =
Y ′ + iY ′′ ∈ gl(n,C), nawias [X, Y ] speªnia powy»szy wzór.

Urzeczywistnieniem gR zespolonej algebry Liego g nazywamy t¦ algebr¦ rozumian¡ jako algebr¦ nad
R.

Lemat 1. Niech g b¦dzie algebr¡ Liego nad R. Wtedy Bg(X, Y ) = BgC(X, Y ) dla X, Y ∈ g.

2. Niech h b¦dzie algebr¡ Liego nad C. Wtedy BhR(X, Y ) = 2 ReBh(X, Y ) dla X, Y ∈ h.

Dowód: Punkt pierwszy jest oczywisty. �eby dowie±¢ drugi, zauwa»my, »e je±li L : h → h jest
operatorem C-liniowym, a P+iQ := [L]e jest macierz¡ tego operatora w pewnej bazie e = (e1, , . . . , n),
to macierz operatora LR (czyli operatora rozumianego jako operator R-liniowy) w bazie (e1, . . . , en,
ie1, . . . , ien) jest równa [

P −Q
Q P

]
.

St¡d TrLR = 2 Re TrL. �

�wiczenie: Wywnioskuj z lematu, »e: 1) g jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy gC jest póªprosta;
2) h jest póªprosta wtedy i tylko wtedy gdy hR jest póªprosta.

Form¡ rzeczywist¡ zespolonej algebry Liego g nazywamy tak¡ rzeczywist¡ algebr¦ Liego h, »e g = hC.
Równowa»nie, forma rzeczywista jest podalgebr¡ algebry gR tak¡, »e gR = h + ih (suma prosta
przestrzeni wektorowych).
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Rozwa»my odwzorowanie σ : g → g dane wzorem X ′ + iX ′′ 7→ X ′ − iX ′′, X ′, X ′′ ∈ h. Ma ono
nast¦puj¡ce wªasno±ci: 1) σ2 = Id; 2) jest antyliniowe; 3) σ[X, Y ] = [σX, σY ], X, Y ∈ g.

Odwrotnie, ka»de takie odwzorowanie zadaje pewn¡ form¦ rzeczywist¡ algebry Liego g. Istotnie,
niech h = gσ = {X ∈ g | σ(X) = X}. �wiczenie: Udowodnij, »e h jest podalgebr¡ w gR oraz, »e
gR = h + ih.

Jedna algebra zespolona mo»e mie¢ kilka nie izomor�cznych form rzeczywistych.

Twierdzenie Ka»da póªprosta algebra Liego g nad C ma zwart¡ form¦ rzeczywist¡.

Dowód: Wybierzmy Eα ∈ gα tak, »eby Bg(Eα, E−α) = 1. Wtedy mamy:

B(Eα − E−α, Eα − E−α) = −2, B(i(Eα + E−α), i(Eα + E−α)) = −2

B(Eα − E−α, i(Eα + E−α)) = 0, B(iHα, iHα) < 0.

Ostatnia nierówno±¢ wynika z lematu o formie rzeczywistej podalgebry Cartana. Niech

gzw :=
∑
α∈∆

R(iHα) +
∑
α∈∆

R(Eα − E−α) +
∑
α∈∆

Ri(Eα + E−α).

�eby pokaza¢, »e jest to podalgebra w gR wystarczy dowie±¢, »e je±li α, β, α+β ∈ ∆, to wspóªczynniki
Nα,β okre±lone przez [Eα, Eβ] = Nα,βEα+β s¡ rzeczywiste. Przyjmujemy to bez dowodu.

Lemat o formie Killinga formy rzeczywistej pokazuje, »e Bgzw(X, Y ) = Bg(X, Y ), X, Y ∈ h.
Ostatnia forma jest ujemnie okre±lona, co wynika z powy»szych (nie)równo±ci. �

Przykªad: Niech g = sl(n,C), wtedy gzw =
∑n

j=1R(i(Ej,j − Ej+1,j+1)) +
∑

j 6=k R(Ejk − Ekj) +∑
j 6=k Ri(Ejk +Ekj). Je±li A ∈ gzw, to −A

T
= A, czyli σ(A) = −AT . Macierze o wªasno±ci σ(A) = A

nazywamy sko±nie unitarnymi. Algebra Liego gzw oznacza si¦ su(n) i jest algebr¡ Liego specjalnej
unitarnej grupy SU(n) = {a ∈ SL(n,C) | aāT = I}.

Na zako«czenie zauwa»my, »e odwzorowanie σ odpowiadaj¡ce formie rzeczywistej sl(n,R) algebry
Liego g jest dane wzorem σ(A) = A oraz, »e formy su(n) i sl(n,R) nie s¡ izomor�czne (jedna jest
zwarta, druga nie).
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